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Vorwort. 


Will  man  in  seinem  Arbeitsgebiete  selbständig  werden,  so  ge- 
nügt OS  nicht,  nur  die  zutage  geförderten  Resultate  der  betroffenden 
Haupt-  oder  Hilfswissenschaft  gläubi|^  hinr.unehnien,  sondern  man 
niiiU  imstande  sein,  dieselben  gelegentlich  bis  in  alle  KinzolluMtcn 
zu  vorfolgen,  um  sie  auf  diese  Weise  zum  verwertbaren  Kigenbesitz 
zu  machen.   Ganz  besondere  gilt  dies  heutzutage  auch  für  den  Tech- 
niker, für  den  es  zur  Erreiclumg  dieses  Zieles  nicht  mehr  zu  um- 
gehen ist,  sei  es  als  Studierender  der  Ingenieurwissenschaften,  sei 
cö  als  in  der  Praxis  stehender  Ingenieur,  dali  er  die  sog.  höhere 
Analysis  kenne.   Und  zwar  genügt  es  im  allgemeinen,  nur  die  Prin- 
^  zipien  und  Grundlagen  derselben  zU  verstehen;  diese  sind  aber  um 
^.  so  mehr  von  Grund  aiif  za  heheraschen,  soll  er  diese  Disziplin  als 
^  Hilfsmittel  zu  huchtbringender  Tätigkeit  in  seinem  Berufe  ver« 
>  werten  können. 

Vor  allem  ist  es  auch  notwendig,  sich  von  einer  oft  einerseits 
durch  ein  ungerechtfertigtes  Mißtrauen  in  die  damit  erreichbaren 
Vorteile  genährten  Abschätzung,  andererseits  von  einer  auf  über- 
triebene  Ängstlichkeit  vor  unüberwindlichen,  zu  hoch  stehetulen 
Dingen  gegründeten  Abneigung  gegenüber  dieser  Rechnungsmethode 
frei  zu  machen  und  einzusehen,  daß  nur  das  tiefere  Erfassen  des 
^Inhaltes  der  „höheren  Analysis"  oder  der  „höheren  Mathematik"') 

 oder  der  „Infinitesimalrechnung"-)  —  wie  die  „Differential-  und 

"^Integralrechnung"  ziisanu-n ufassend  r.uch  genannt  wird  —  das  Be- 
wußtsein erzeugen  kanr:.  J"l>  \t,a\\  es  hicT  Mut  oIikm-  sicher  fundierten 
Wissenschaft  zu  tun  iial  urUi  'nW  ht  mit  "uk  i  Annaiicrungsniclhode, 
Z  die  dazu  noch  melir  dder '  vv^'liv'•^  willkürlich  sei,  wie  vielfach  in 
Tcchnikerkrci.sen  nocii  angcr.o'nmen  niid. 

f^  •  (lir  srr  ' "jriihfjt  wollen  wir  ulei^'h  hier  hervorheben,  daßesniclil 
)riinz  korrekt  ist^   wenn  mau  die  Differential-  und  1  ntegralrechn uut; 
^  schlechtweg  als  „höhere  Analysis*^  oder  ,,hdhere  Mathematik**  bezeichnet, 
^  da  sie  ei^^cntlich  nur  Ht(>  F  i  nf  fl  h  nni in  die  hiiliore  Analysis  hzw.  Isohere  Ma- 
^  theju&tik  bedeutet  und  es  ducii  ^'cwiiluiiich  niciit  gebräuchlich  ist,  den  Namen 
'  «:  eines  Geeaiiitgebietos  ffli  ein  begrenztes  8pes:talgebiet  m  bentltscen. 
9I         *)  BexUglich  Begründung  dieser  Jiezeiclinimg  vgl.  S.  459—60. 


Digitized  by  Google 


rv  Vorwort. 

Nur  daraus  kann  man  sich  erklären,  daß  noch  manche  Tech- 
niker, selbst  nur  zu  oft  solche  mit  Hochschulbildung,  über  jeden 
Aulsatz,  der  mit  Differentialqiiotienten  oder  Integralen  arbeitet, 
hinweggehen,  ohne  ihn  auch  mir  versuchsweise  näherer  Prüfung  su 
unterwerfen  und  daraus  Gewinn  zu  ziehen. 

Wir  sind  deshalb  auch  den  Sch"WTerigkeiteii,  die  sich  tatäuchiich 
bieten  und  wohl  auch  die  Hauptveranlassuiig  zu  obigen  Erschei- 
nungen geben  mögen,  nicht,  wie  es  oft  geschieht,  ausgewichen, 
sondern  wir  haben  sie  nach  Möglichkeit  zu  lösen  versucht. 

Diese  Umstände  vor  allem  sind  es,  verbunden  mit  der  Über- 
zeugung einer  hohen  fördernden  Eigenschaft  des  gründlichen  8to- 
diums,  sowie  der  Hdgliobkeit  der  Erlangung  einer  tieferen  Einsieht 
in  die  GesetBinäfiigkeiten  der  Natiuroigänge,  welche  uns*  bestärkt 
durch  manche  Erfahrung«  bewogen  haben,  daran  zu  gehen,  diese 
notwendigen  Fundamente  einlfißlieher  und  darum  gel^entiich  auch 
etwas  breit  für  die  Zwecke  des  Ingenieurs  darsnsteUen. 

Wir  boffra  aber  auch  von  auf  andern  Wissenegebieten  Arbei- 
tenden» namentlich  vom  Naturforscher  und  Tom  Matiiematiker  das 
Interesse  für  die  vorliegende  Darstellung  gewinnen  zu  können. 

Abgeschlossen  im  September  1911. 
Burgdorf  und  Zürich,  April  1912. 

Die  YerfasMr. 


•  •••  •»•  • 

*  •  *• 

•  .* ;  •      •  ...» 
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I.  Einleitung. 


Bevor  wir  mit  der  Entwiddong  des  eigentliehen  Gegenstandee  be- 
giimeD,  wollen  wir  dem  Leser  einige  Leitgedanken  mitteilen,  die  ihm 
für  das  Studium  des  Buches  dienlich  sein  dürften. 

In  der  Darstellung  suchten  wir  möglichste  Anschaulichkeit  zu  er- 
reichen, ohne  aber  auf  die  streng  analytischen  Methoden  zu  verzichten. 
Die  anschauliche  geometrische  Darstellung  ist  stets  Begleiterin  und 
Helferin  für  das  Verständnis  der  manchmal  etwas  abstrakten  Unter- 
suchungen, die  alM^r  für  siehere  Fnndierung  niclit  zu  umgehen  sind. 

Die  so  erzielte  mathematische  Sti'euge  muß  aber  unterstützt  werden 
durch  die  möglichste  Exaktheit  der  Verwendung  aller  jener  Begriffe, 
die  nicht  durch  mathematische  Symbole  ausgedrückt  worden  siml,  son- 
dern für  die  man  bestimmte  Worte,  eingeführt  durch  entsprechende 
Definitionen,  verwendet.  Diese  (die  Exaktheit)  ist  ai)er  nur  z\i  er- 
reichen, wenn  diese  Worte  dann  immer  und  einzig  in  dem  einmal  fest- 
gelegten Sinne  gebraucht  werden,  was  selbstverständlich  zu  auch  manch- 
mal unschtoen  Wiederholungen  eines  Wortes  führen  muß,  die  man  aus 
diesem  Grunde  entschuldigen  möge. 

Wss  einzelne  Abschnitte  anbelangt,  so  sei  auf  jenen  fiber  die 
Quatemionen  und  über  die  Vektoranalysis  zunächst  hingewiesen  mit 
der  Bemerkung,  daß  das  Buch  gMiz  gut  studiert  werden  kann,  ohne 
diese  Abeclmitte  zu  berücksichtigen.  Immerhin  möchten  wir  auch  ihre 
Lektüre,  insbesondere  diejenige  des  letzteren,  der  immer  mehr  an  Be- 
deutung gewinnenden  Vektorenrechnung,  angelegentlichst  empfehlen. 

Daß  wir  einen  ziemlich  ausführlichen  Abschnitt  über  graphische 
Methoden  und  Veranschaulichungen  eingeschaltet  haben,  braucht  wohl 
in  Rücksicht  auf  das  im  Vorwort  Gesagte  nicht  mehr  besonders  l>e- 
gründet  zu  werden;  ist  ja  die  graphische  Vernnsduiulichung  d(  r 
verändorlichen  Erscheinungen  eines  der  wichtigsten  Hilfsmittel  des 
Ingenieurs.  Dabei  wurde  auch  der  Gebrauch  und  die  Bedeutung 
der  z^v;lr  Tioch  verhältnismäßig  wenig  bekannten,  aber  wichtigen 
Ix)garithmcn}  i|>icre  erläutert.  Wir  versuchten  ferner,  darin  <  ine 
Klassifikation  der  verschiedenen  graphischen  Veranschaulichungsaiten 

XoestUr-Tramer,  IMfferentM-  n.  Intcgimlrechnun«.  1.  I 
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zu  trclx'ii,  wobei  wir  besonders  betonen  wollen,  daß  alle  dort  aiigt'fiilur- 
ten  litispiele  der  Ingenieur-Praxis  ciiinonimen  worden  sind  und  dom- 
uacli  aaliand  beigegcbencr  Literuturangaben  leiclit  nachgeprüft  und 
weiter  verfo^  werden  können. 

Dft  die  Zahl  das  erste,  nicht  za  umgehende  Mittel  Jedes  irgendwie 
mit  der  Mathematik  sich  Beschäftigenden  bildet  und  daher  auch  hier 
als  Grandelement  unserer  Betrachtungen  zur  Geltung  konmien  muß, 
so  hahen  wir  ihre  ausführliche  Behandlung  vorangestellt. 


Digitized  by  Googl^ 


IL  Eiufühnuig  der  Zahl. 


§  1.  Die  rationale  Zahl. 

Um  die  Menge  der  Einzeldinge,  die  zusammen  eine  Gruppe  bilden, 
bzM'.  um  die  Mächtigkeit  einer  solchen  Menge,  z.  B  eine  Gruppe  Yon 
Bäumen,  Menschen  u.  dgl.,  durch  einen  einzigen  Ausdiuck  zu  be- 
zeichnen —  wobei  man  von  den  individuellen  Verscbiedenheiteii  ab- 
sieht, sie  also  für  den  Akt  des  Zusammenfassens  ala  völlig  gleiohheroch- 
tigt  betrachtet  — ,  erhielt  man  die  naturliehen  Zahlen,  die  in  eine  fort- 
schreitende Reihe  geordnet,  die  sog.  nati^rliehe  ZahieMveihe: 

If  2,  3,  4,  5,  6,  .  •  • 

bilden.  Sie  ist  die  Grundlage  alles  Rechnens. 

Die  Anwendung  der  Subtraktion  auf  diese  natürlichen  Zahlen  fuhrt 
zur  Unterscheidung  von  poftitiven  unl  nefftiH-tfen-  gansen  Zalüen. 
Diese  erweisen  sich  als  voizügUcbes  Hilfsmittel  beim  Operieren  mit 
praktischen  Größen,  die  ein  ihnen  Shnliches  Verhalten  zeigen.  Z.  B.  ist  es 
der  Fall  bei  Gewinn  und  Verlust,  Vermögen  und  Schuld  usw.,  wobei  man 
die  letzteren  in  der  Bechnung  jfnveils  durch  positive  und  n^;ativ6 
Zahlen  symbolisch  M^zt.  Diese  Zahlen  werden  durch  das  sog.  posi* 
tive  und  negative  Vorzeichen  (,,+*'  und  „ — **)  gekennzeichnet. 
Bei  Ausführung  der  Subtraktion  stößt  man  dann  auch  auf  die  Zahl 
von  der  Form  a  —  a,  -welche  man  mit  „Null"  (0)^)  bezeichnet;  sie 
bildet  die  (Trcrize  zwischen  den  positiven  und  den  negativen  Zahlen. 
Die  diucli  die  negativen  Zahlen  und  die  Null  erweiterte  natürliche 
Zahlenreihe  lautet  daim  f olgendermalien : 

-6,  -4,  -8,  -8,  -1,  0,  -1-1,  -1-2,  +3,  -1-4,  -|-6,  •  •  • 

Doch  kann  unter  Umständen  die  T Unterscheidung  von  podtiven 
und  TU'L'ativen  Zahlen  belanglos  werden.  Man  spricht  dann  von  deren 
absolutem  H'ei't  und  meint  damit  den  Wert  der  Zahl  ohne  Rücksicht 

*)  Die  Null  und  die  negativen  Zahlen  führten  vermutlich  die  Inder  suerst  ein, 
während  sie  die  nlten  Ciriechen  nicht  besaiBen  (vgl.  Klein,  F,  «utogf.  V.  ^«fftn^^r» 
„Math.  V.  höh.  Standp.  aus"  1908,  ii.  63). 

1* 
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Einftthrtttigr  der  Zahl. 


auf  das  Vorzeiclien,  was  man  dun  h  Kinfassiiiig  (ler^ellxMi  in  zwei  senk- 
rechte »Striche  andoiitft.  Zum  BeispK  1  fst  der  abj^oliite  Wert  von  — 5 
und  H-  5  die  Zahl  Ö  schlechtweg,  also  iii  der  angegebenen  Bezeichuuiigs- 
weiae  -föi 5' =  5,  ebenso  a  =a. 

Wie  mit  den  ubsoluten  Zahlcnwerten  zu  rechnen  Ist,  giht  —  ■wie  sich 
durch  einfache  Überlegung  konätatiereu  läßt  —  uus  der  folgenden  Angabe  der 
vier  Gnmdoperatiooen  ffir  dieee  hervor,  wenn  wir  unter  a  und  b  rwei  beliebige 
ZiUen  nui  poeitivecn  oder  ncigativeiii  VortejciwiD  venidieti. 


1«!  +  |d|  ^\a-^b\  ,   wenn  a  und  b 

gleiches  Vorseioben  habMi. 


Addition: 


|a|  +  |6|  >  |a  +  fr|  ,  WMUk  a  und  i 

ungleiche«  Votseiohen  haben. 

Subtraktion: 

\a\  —  \ö\  »  ja  —  fr|  •    wenn  a  und  b  ' 

gleiohee  Vorseiehen  haben. 

ja)  —  |6|  <  |a     6( ,    wenn  a  und  h 

ungleiches  Vorteichen  haben. 

Mniiiplikation: 

)4»|  •  |A|  «  ja  •  d| ,     ohne  Rücksicht  auf  die  Vor- 
seiehen von  a  und  6. 

\a{       a_  ohne  Rfiefcsicht  auf  die  Vor* 

|d|      b  '        seichen  von  a  und  6. 


Division: 


Nebeo  dem  Absahlen  ist  das  Messen,  d.  h.  das  Vergleichen  von 
Quantitäten,  eine  sehr  vdchtige  Operaticm,  welches  arithmetiBch  auf 
da>?  Multiplizieren  und  Dividieren  herauskommt.  Die  letztere  Opera- 
tion führt  dann  aber  auf  die  sog.  gebrochenen  Zahlen  oder  kors  die 
Jivüefw  und  zwar  zunächst  auf  solche,  deren  Zähler  und  Nenner  ganze 
Zahlen  sind.  Die  gebrochenen  Zahlen  zerfallen  in  echt  und  unecht 
gebror  he  71  f ,  je  nachdem  der  Zähler  des  sie  darstellenden  gewöhnlichen 
Bruches  kleiner  oder  größer  als  der  Nenrici  ist.  Die  Gesamtheit  der 
positiven  und  negativen,  ganzen  und  gebrochenen  Zalden  ist  das  Ge- 
biet der  i-fitiOH(ifrn  '/jihlt'n.  wie  sie  genannt  werden,  weil  tiie  aus 
den  natürhchen  Zahlen  duich  die  sog.  rationaliii  Operationen,  d.h. 
durch  Addieren,  Subtrahi»  irn,  Multiplizieren  und  Jhvidieren  entstehen. 

Für  die.se  rationalen  Zahlen  gelten  folgen«ie  Gesetze: 

Das  Gesetz  der      bei  deren  Addition      b«i  deren  Multiplikation 
ÄBaogiatioti:      (a  -f  6)  4-  c  =  a  -f  (6  -1-  c)     (a  •  6)  •  r  =  a  •  (6  •  c) 
Kommvitalion:  a  -\-h  =  h  ■\-  a  a^b  b*a 

DisttibiUion:  {a-\-b)'C  =  a'C~i-b'C 
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Als  Grundlage  für  die  Darstellung  von  Zahlen»  die  größer  oder 
klemar  als  l  sind,  Yerwendet  man  als  sehr  zwedbnäßige  Basis  die 
Zahl  10.  Uan  ruckt  za  diesem  Zweck  mit  den  Einheiten,  ivie  Zehner, 
Hunderter  usw..  Zehntel,  Hundertstel  usw.  immer  durch  Multiplikation 
oder  Division  mit  10  entsprechend  ihrer  Rangordnung  von  den  Einem 
nach  links  bzw.  rechts  weg,  wobei  man  die  letatere  durdi  das  zwischen 
Einer  und  Zehntel  gesetzte  DezimMomma  zu  erkennen  gibt.  Je  nach- 
dem ein  solcher  Bruch,  dessen  Nenner  also,  da  er  Ja  Dezimalhmch.  sein 
soll,  10  oder  eine  höhere  Potenz  von  10,  größer  oder  kleiner  als  l[ist, 
spricht  man  von  einem  unechten  bzw.  echten  Dezimalbruch.  Die 
Darstellung  dieser  beiden  Arten  eigibt  aioh  aus  nachfolgendem  Schema: 

Ein  unechter  Dezimalbruch: 

7  Hunderter  4-  6  Zehner  4-  0  Einer  -r  2  Zehntel  +  5  Huuderltit^i  = 

?•  100 +  6- 10  +  0- 14-2«  -  ^  =700  4-004-0+  ^  4-~ 

*w  -r  w  *v  -r  V  *  T-      10  100  ^      ^    ^  10  100 

=  7  •  10«  4-  6  •  10»  4-  0  •  10»  4-  2 . 10- *  4"  6  •  10  «  760,26 

Ein  eciitcr  i>e;6imalbruch: 

0  Ganze  4-  0  Zehntel  4-  3  Hundertstel  +  7  Tausendstel  ^ 

1  1  1  0        3  7 

=  04-0  i-7'        =04-       -t-  _  = 

^      10  ^     100  ^  '   1000     ^  10  ^  100  ^  1000 

=  0. 10«  4- 0 . 10-»  4- 8 . 10-«  4- 7  •  10"»  =  0,037 

Durch  solche  Dezimalbrüche  lassen  sich  nun  alle  gebrochenen 
Zahlen  darstellen  und  kann  die  Anzahl  der  Stellen  im  Dezimalbruch 
rechts  vom  Komma  über  aüe  Grenzen  wachsen,  jedoch  in  diesem  Falle 
nur  mit  jKTiodisrh  sieh  wiederholenden  Zahlen.  IMan  bezeichnet  ihn 
dann  als  einen  u  tu  ndlichen  periodischen  Dezimalbruch, 

Ein  solcher  ist  z.  B.: 

^  =  3,57142857142867 

od^: 

^  =0,6666-.. 

Um  diese  Anordnung  der  rationalen  Zahlen  auschaulitli  zu  machen 
und  in  Rücksicht  auf  spätere  Betrachtungen  sei  die  übÜche 

Abbildung  der  Zahlenreihe  durch  die  Punkte  einer 

geraden  Linie  ^  ' 

dargestellt.  Man  wählt  hierzu  auf  der  angenommenen  Geraden  einen 
beliebigen  Punkt  und  ordnet  diesem  die  Zahl  0  zu.  Femer  wählt  man 
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reohto  oder  links  von  diesem  einen  sweiten  Punkt,  dem  man  die  Zahl  £ 
zuordnet;  es  ist  dies  der  sog.  Binheitspunkt.  Indem  man  die 
Bwischenli^gende  Strecke  (im  Sinne  von  0  nach  1  genommen)  ais  Ein' 
htiiattrtüke  bexeiobnet,  gelangt  man  vermöge  dieser  letzteren  zum 
BUdpunkl  oder  ZaHdort  der  Zahl  2»  wenn  man  die  Einheitsstrecke 
vom  Punkt  1  aus  nochmals  abtragt;  analog  von  2  aus  zum  Punkt  der 
Zahl  3  usw. 

/ 

/ 


  -¥      -J       -2       -f       C^üfftf      tz       ij'  ti" 

»  t  I  '  —  ^  ^  _(  1  

Jig.  I. 

Um  die  positiven  und  negativen  Zahlen  durch  solche  ihnen  zu- 
geordnete Punkte  zu  unterscheiden,  setzen  wir  als  positive  Richtung 
der  Geraden,  wie  allgemein  übhch,  diejeni^  von  0  nach  dem  rechts- 
li^^nden  Einheitspunkte  fest;  dann  liegen  auf  der  entgegengesetzten, 
negativen  Richtung  von  0  aus  die  so  eingeführten  Bildpunkte  der 
negativen  Zshlen. 

Indem  wir  nun  auch  Teile  dieser  Einheitsstrecke  zulassen,  be- 
kommen wir  Punkte,  denen  die  ganzen  und  gebrochenen  rationalen 
Zahlen  zugehören. 

§  2.  Die  irrationale  Zahl. 

Erhält  der  Dezimalbruch  iinl>egrenzt  viele  Stellen  nach  dem 
Komma,  ohne  jedoch  periodiseh  zu  sf'in,  so  gelangen  wir  —  da  nach 
der  Zahlenlehre  ein  rationaler  Bruch  durc  h  einen  unendhchen,  ])eri- 
odiKilicn  Dezimalbruch  darst('lli)iir  ist  und  umgekehrt  —  zunächst  zu 
einem  neuen  Gebilde,  nämlicli  i'iiuiu  l)r/.iinalbnieh  mit  uidH';jrcnzt 
vielen  Stellen,  der  al>er  nach  ehcu  »  i  wähutcni  Sat/e  der  Zahicnk  hre 
nicht  durcli  einen  rationalen  Bruchj  also  überhaupt  durcli  keine  rationale 
Zahl  darbteilbar  ist. 

Zu  solchen  Zahlen,  die  durch  keinen  rationalen  Bruch  darstellbar 
sind,  gelangen  wir  auch  schon  durch  die  einfache  Aufgabe,  die  Gleichung 

zu  lösen,  d.  h.  jene  Zahl  aufzusuchen,  deren  Quadrat  gleich  2i8t. 
Da  die  Quadrate  von  1  und  2  gleich  1  und  4  sind,  8o  muß  die  ge- 
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suchte  Zahl  zwischen  1  tmd  2  liegen,  kann  also  kerne  ganze  Zahl  sein. 
Dafi  sie  auch  kein  rationaler  Bruch  sein  kann,  ergibt  sich  folgender- 
maBen: 

Angenommen  es  gebe  einen  solchen  Bruch  ^  ,  wobei  Zihler  und 

Neniior  keinen  gemeinsamen  Faktor  haben  oder  teilerfn  ind  sind,  auf 
welche  immer  mögliche  Form  wir  uns  den,  Bruch  gebracht  denken,  so 
wüßte  also  die  Gleichung  bestehen: 

(:)'- ' 

Nim  ist  aber  zu  beachten,  daß  dm  Quadrat  einer  geraden  Zahl  a  stets 
wieder  eine  gerade  Zahl  ist.  denn,  wenn  a  gerade  ist,  so  können  wir 
auch  schreilxMi  a^2w,  worin  n  eine  Ijeliebige  ganze  Zahl  bedeutet. 
J'-s  ist  dann  =  4  n-  und  4  n-  ist  stets  eine  geruile  Zahl.  Ist  n  un- 
gerade, also  von  der  Foi  in  2«-f  1,  so  ist  da«  Quadrat  ebenfalls  un- 
gerade, denn  es  ist  1)-  4n-  -f  4?i  -f  1 ,  wo  4n-  nach  vorigem 
und  ebenso  4  n  =^  2  •  (2  »)  stets  gerade  und  daher  die&e  Summe  un- 
gerade ist.  /  \2 

Mit  Rücksicht  darauf  müßte  %ho,  da  aus  1  ^  j  ^  2  folgt  a*  ='2h*, 

nun  a-  eine  gerade  Zahl  sein  und  demnach  auch  a  selbst  gerade,  d.  h. 
darstellbar  in  der  Form  2  n  und  wir  erhielten  4«^  ^  2  h-  oder  2n-  =  b-, 
also  b-  gerade  und  demnach  auch  b  selbst  gerade.  Wenn  aijer  a  und  b 
geratle  sind,  so  haben  sie  den  gemeinsamen  Teiler  2,  was  jedoch  der 
Voraussetzung  widerspricht . 

Eine  für  Zähler  und  Nenner  teilerfremde  l'orin  eines  solchen 
Brucheis  ist  daher  unmöglich  und  damit  ül>erhau])t  ein  rationaler 
Bruch,  da  sich  ein  jeder  durch  eine  solche  darstellen  läBt. 

.Also  ist  die  Annahme,  es  gebe  einen  rationalen  Bruch  ,  der  asum 
Quadrat  erhoben  2  gibt,  falsch. 

£s  führt  uns  daher  die  Aufgabe,  die  Gleichung 

ar*  -  2  =  0 

zu  lösen,  auf  eine  neue  Größe,  falls  wir  nicht  erklären  wollen,  die  Glei- 
chimg  sei  unlösbar.  Diese  neue  Größe,  die  wir  hier  einführen  müssen, 
ist  eben  die  bald  näher  zu  charakterisierende  irrationale  Zrthf. 

\\>vr  auch  auf  geo nn'trischem  Wege  kommt  man  x.ur  Mot- 
wendigkeit,  neben  den  rationalen  Zalden  noch  andere,  neue  einzuführen. 
Dies  wußten  schon  die  alten  griechischen  Geometer  und  wir  finden 
demnach  diese  (iroßen  auch  schon  bei  Euklid  in  seinen  Elementen. 

WviUi  man  nämlich  die  Diagonale  eines  Quadrates  mit  der  8cite 
als  Einheitsstreckc  zu  messen  versucht,  so  findet  man,  daß  diese  Auf- 


• 

8  KinfUhruug  der  Zahl. 


gäbe  nicht  voHnt&ndig  Itebar  wt>  so  Idem  man  auch  die  Teilstrecken 
der  Quadiatseite,  d.  h.  der  Einheit,  die  man  ak  neue  Yergleiohsetrecken 
benutsBt,  nehmen  mag;  oder  in  anderen  Worten:  es  l&ßt  ach  keine 
gemeinschaftliche,  noch  so  kleine  Ifaßstieoke  Ewischen  Qnadiataeite 
und  Diagonaie  finden.  Man  sagt,  Diagonale  und  8ei(e  einea  Quadrates 
sind  inkommensurabel^}* 

Übertragen  wir  mm  diese  geometrische  Tatsache  ins  AriUunetiscfae» 
so  haben  wir  nach  dem  pythagcueischen  Lehrsatz  die  Gleichung  su  lOscn; 

a-  -ha-^  2a-  -  c« 

oder,  wenn  wir  a     1  annehmen: 

2  =  c» 

oder  analog  wie  oben: 

c*  -  2  -  0 

Wir  haben  also  r  so  7.11  bestininipn,  daß  c*  =^  2  wird.  l)a<^  ist  alx-r 
durch  eiuen  rationalen  Hnioh  und  übcihaupt  eine  rationale  Zahl,  wie 
wir  eben  bewip,«f'n  habi  11,  nicht  möglich,  was  sich  geometrisch  in  der 
liikoiamensurabilität  der  beiden  Strecken  ausdrückt. 

Hier,  bei  der  Betrachtung  der  Zahl  für  pich,  ohne  Bezugnahme 
auf  andere  Größen,  sehen  wir  von  den  geometrischen  Verhältnissen  ab, 
denn  man  sieht  leicht  ein,  daß,  aus  diesen  abgeleitet,  die  Inkommen- 
Burabilität  nur  relativer  Natur  ist,  daß  sie  von  der  Wahl  der  Einheits- 
strecke abhängt. 

Um  nun  die  gewünschte  reine 

zahlenmäßige  Festlegung  der  irrationalen  Zahl 

/.u  orreichrn,  wollen  wir  an  die  schon  erwähnte  Tntnache  anknüpfen, 
daß  ein  Dezimalbruch  mit  uidH-grenzt  vi«'l(ni  Dezimalstellen  ohne 
Periodizität  als  rationale  Zahl  jedenfalls  niclit  aufgefaßt  wertlen  kann. 
Wir  sind  zunächst  nicht  imstande,  irgend  etwas  mit  der  Vorstellung 
zu  verbinden,  daß  eine  Zahl  aus  unbegrenzt  vielen  Zaliien,  hier  Dezi- 
malen, bestehe.  J)cr  BeL^iff  uidit(jnntt  schließt  ja  in  sich  einp  Un- 
abschließbarkeit  eines  l^ro/esses,  so  daß  also  das  Endresultat  zunächst 
unerreichbar  erscheinen  muß,  während  wir  doch  gewolnit  bind,  unter 
unseren  bisherigen  rationalen  Zahlen  etwas  völlig  Abgeschlossenes,  ein* 
deutig  Bestimmtes  zn  verstehen.  Wir  könn«ci  aber  andererseits  nicht 
umhin,  doch  zu  versuchen,  auch  diesen  Dezimallnüchen  mit  unbegrenzt 
vielen  Dezimalstellen  eine  bestimmte  Bedeutung  beizulegen,  um  so  mehr, 

')  Zwei  Größen,  die  In-ido  nus  Vielfachen  derselben  dritten  zu*  irnmm  j.-Ff  tzt  -^ind. 
heißen  komrmMurabd  (z.  B.  Umfang  und  Seite  des  Quadrates)  und  die  dritte  ihr  ge- 
meiiMame«  Maß.  Gibt  ea  Icrin  solches  gemeinsame»  liaß,  so  heißen  sie  inkonmtimanÄd. 
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als  mch  die  periodisch  unbegrexizteiL  Dezimallffüche  als  wohl  duoakteri- 
sierte,  uns  attkon  bekannte  Zahlen  erweisen. 

Betrachten  wir  irgendeinen  solchen  Deramalbruch,  z.  6. 0,678345  ••• , 
so  können  wir  jedenfalls  sagen,  daß  sich,  falls  ihm  eine  bestimmte  Zahl 
zukommt,  dieselbe  immer  naher  dnich  die  Werte  0,5;  0,57;  0,578  usw. 
angeben  laßt.  Denn,  soll  eben  der  ganze,  unbegrenzte  Dezimalbruch 
eine  bestimmte  Zahl  darstellen,  so  muß  ja  dieselbe  um  so  genauer  aus- 
gedrückt sein,  je  mehr  Dezimalstellen  wir  benutzen. 

Bezeichnen  wir  die  so  gefundenen  aufeinanderfolgenden  Werte  all- 
gemdn  mit  Oi,       o«,  •  •  *,  a«,         so  wäre  in  unserem  Falle: 

Cj  =  0,ö  ;  Oj  =  0,57  ;      —  0,578  usw. 

Allgemein  können  wir  das  4.  Glied  schreiben: 

wobei  wir  unter  den  ganzen  Dezimalbruch  bis  zur  Stelle  der  Zehn- 
tausendstel (mit  dem  Nenner  10^)  verstehen  und  ^4  die  Anzahl  der 
Zehntausendstel  angibt.  Analog  können  wir  dann  das  allgemeine» 
n-te  Glied  schreiben: 

worin  dann       und      in  entsprechender  Weise  zu  deuten  sind. 
Es  ist  dann  weiter: 


Bilden  wir  nun  die  Differenz  (an^m  —  Oi»),  so  ist  diese  gleich 
10"+*  ^       ^  10" 


+  •  •  •     ukH"«  •    I***!®"*        J^un  n  genügend  groß  wählen. 


können  wir  den  Bruch   i^^i  beüebig  klein  machen,  denn  a„+i  ist 

eine  der  Zahlen  1 ,  2,  3,  •  •  * ,  9  und  10"+'  wird  mit  wachsendem  n  immer 
grOBw,  also  der  Quotient  beider  immer  kleiner.  Zum  Beispiel  können 

wir  diesen  Bruch  deich       machen,  worin  £  eine  beliebicr  klein  zu 

wählende,  positive  Zahl  ist.  Damit  aber  können  wir  schUeßhch  {On^m—^ 

UeinOT  machen  als  m*     .  d.  h.  kleiner  als  £  (weil  dann  jeder 

VI  ' 

der  Brüche  in  der  Differenz  {a^^^  —  On)  kleiner  wird  als       und  da 
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ihrer  m  sind»  ihre  Summe»  die  ganze  Differeiu,  kleiner  als  i»  •     ) .  Es 

1*1/ 

ergibt  aicfaalso,  daB  unsere  Reihe  ,  a^,  o, ,  •  -  •,  a^,  •  •  die  wir  ausdem 
Desimalbruoh  abgaltet  haben,  die  fundamentale  Eigenschaft  besitzt, 
daß  die  Differaiz  {Hn+m  ~  ^)  »ut  wachsendem  n  belielng  klein  ge> 
macht  werden  kann,  od^,  wie  die  mathematische  Auadrucksweise  hier» 
für  lautet: 

Bei  beliebig  klein  angenommener,  positiver,  rationaler  Zahl  e  ist 
es  stets  mflglich,  eine  Zahl  n  der  Art  zu  finden,  daß 

wenn  n  genügend  groß  und  tn  irgendeine  beliebige  positive  ganze 
Zahl  bedeutet^). 

Diese  Tatsache  wird  uns,  wie  wir  bald  zeigen  werden,  dazu  dienen, 
die  irrationalen  Zahlen  in  ganz  bestimmter,  mathematisch  streng  defi- 
nierender Weise  einzuführen.  Doch  müssen  wir  noch  etwas  voraus- 
schicken; denn  blieljen  wir  bei  dem  bisher  Abgeleitetrn  stehen,  SO  sähe 
es  au8,  als  ob  vir  zur  Einführung  der  irrationalen  Zahlen  unWdingt 
der  Dezimalbrüche  bedürften.  Dies  ist  al)er  nicht  /.nliUssig,  da  die 
l>ezimalbruchdai^telliing,  wie  wir  schon  erwähnten,  nirlii  oder  weniger 
willkürlich  ist  und  sich  als  zweckmäßig  erwiesen  hat,  aJjer  nicht  die 
einzig  mögliche  Darstellungsweise  der  Zahlen  ist.  Man  kütintc  pljenso- 
gnt  als  Ba-sis  die  Zahl  2  wählen  uiul  crliiclte  dann  ein  rh/adi.iches  oder 
mit  der  Zahl  12  als  Basis  ein  huoift  zintdl-Si/slcm.  Das  dyadist  he  System 
wird  indertat  in  der  Mathemalik  für  viele  Zwecke  InMuitzt  nnd  das 
duodezimalc  ist  praktisch  \(  i  wendet  worden  und  wird  navh  hcutt'  in 
jenen  Maßsystemen  gebraudit,  welche  die  Zwölf-Enitcilung  habt  ii,  wie 
dies  z.  B.  der  FiUl  ist  beim  Längenmaß:  1  Fuß  -  12  Zoll,  1  Zoll 
12  Linien»), 

M  Nil.  h  (!.  CatUor:  Mntli.  Annalen  1872,  S.  123ff. 

Um  liiie  V(irsl«'lhiiiL'  <la\r>n  zn  cr<"HeTi.  wir  rtwa  Hie  ZaliliTi  im  il  yad  ische  ii 
System  lui.sseheu,  wollen  wir  einige  endliche  Mengen  d\irch  dyadibche  Zahlen  aus- 
drücken und  ihnen  zum  Vei^rleicbe  die  entsprechenden  Dezimalzahlen  zur  Seite  «teilen. 

Tim  dy.uli^i  lici»  Sy>fi-ni  existieren  natürlir-h  nur  tlie  Zahlen  0  und  1,  du  ehen  Zuri 
hier  UsreiU  eine  ueue  Gruppe  bedeutet,  wie  e»  die  Zahl  ZJtn  im  DezioiaU^stem  tut, 
dem  die  zehn  ZaUen  0,1,2,3,4,6,6,  7.8,0  zusnmde  liefzen.  Wie  wir  im  dezimalen 
System  als  erste  höhere  Zahleneinheit  10'  10.  ul«  nächst  höhere  10-  100.  weiter 
lO'  1000  usw.  einführen,  «o  ist  im  dyatÜMhen  System  als  ei-ste  höhere  Einheit  2'  —  2, 
als  nächst  höhere  2*  =  4,  dann  2'  =  8  u«w.  zu  nennen.   Xach  nnten  fortgesetzt  mnd 

die«e  Kinheiten  tloit  10^'      -    .  10    ■'  .      ,hi»T:  '1    '       ,2  W'^nn 

10  100  2  4 

wir  zuiiächnt  noch  die  dyadiseheu  Eiuheitägrupiiea  durch  Duzimalzahlen  auwlrückcu. 

D.  h.,  wenn  tma  eine  endliche  Menge  von  Dinaren  vorliegt  imd  wir  wollen  dieselben  nicht 

nur  abzahlen,  sondern  auch  duxoh  dyadische  Z.ilden  darstellen,  so  müssen  wir  die  Menge 

ordnen  in  Onippen  zu  zwei,  dann  zu  höheren  (Jin|tpen  2^  -■  4,  dann  zu  2'  —  8  usw., 

analog  wie  wir  &ie  bei  der  Benutzung  des  Dezinuil.^ysleni.-^  in  höhere  C;rup[»en  zu  10' —  10» 
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Wir  müfleen  daher  uneeie  Einfühnmg  eipes  arithmietiBcheii  Aus- 
druckes, der  dann  als  Irrationalzahl  anzusprechen  v&re,  etwas  aU* 
gemeiner  fassen  und  dies  gelingt  uns  nach  Cantor  dadurch,  daß  wir 
die  beim  unbegrenzten  Dezimalbruch  gefundene  Eigenschaft  bei» 
behalten. 


10*  =  100,  •  • d.  b.  zu  Zehnem,  Uuudcrtcrn  scheiden  und  xur  Degimalaahl  durch 
Nebenaiiuiidentolhiiig  derGmppen  £aa«nmeiMndiMii,  lind  swar  Ton  nohto  Aadi  links 
mit  «tdgendflv  Bai^ndinnig  (Zehnar  link*  neben  Einer,  Hunderter  links  neben  Zehner 

1  1  1 

xmw.y.  Zshlen  kleiner  als  1  sind  durdi  BrSche  von  der  Form  ^ .  .      usw.  dansusteUen, 

2  4  6 

d.  h.  wenn  iöh  den  Tnl  einer  ESinheit  im  dyadisohen  System  damteDen  will,  so  teile  ich 

dieselbe  zuerst  in  zwt  i,  dann  ii\  vii  r.  dann  je  wieder  in  zwei,  also  im  ganzen  in  .u  ht 
Teile  u«w.  und  gebe  an,  iKieviel  Hälften,  Viertel,  Achtel,  Sechzehntel  der  Einheit  dieser 
Teil  ausmadit;  genau  »o,  wie  ich  im  DezinuüsyBtem  angebe,  wwviel  Zehntel,  Hun* 
dert^trl  ubw.  dieser  Teil  der  Einheit  ausmacht.  Die  Zahlen,  welche  die  Anzahlen  dieser 
Teile  nnireben,  ordnen  wir  mit  <leren  Rang  von  links  nach  leohte  vom  Komma,  das 
recht«  von  der  Zahl  der  Kiner  gesietzt 
wird.  " 


B<-tri>(hfen  wir  demniu-h  z.  P>.  die 
Zahl  2  vom  l)ozimalsyMtem,  so  nuili  hic 
im  dyadisdien  Zahlensystem  fteschrielien 
werden:  10,  denn  sie  ent.Hprioht  bereit« 
gerade  der  Gruppe  der  ersten  höheren 
Einhdt  im  dyadischen  System,  welche 
liTiks  von  den  Einern,  also  vom  Komma 
weg  an  zweiter  Stello  nach  link»  steht. 
Wir  schreiben  daher  von  rechts  nach  Unks 
die  Anxahlen  der  Qnippen:  0  Einergnip. 

pen,  1  ZweicrKriipiK»,  kurz:  10.    Die  entr- 


Aassbl 


Null 
Eins 
Zwei 
Drei 
Vier 
Fünf 
Sechs 
Sieben 
Acht 
Neun 
Zehn 
Elf 
Zwölf 


I  Im  Dezi- 
I  malagntem 

0 
1 

2 
3 
4 
f) 
6 
7 
8 
0 
10 

II 

12 


Neunzehn 
Zwanaig 

■  *  • 

Hundert 

•  ♦  • 

Zwriluinili  rt- 
fünfuiul- 
swanag 

•  •  • 

TttUhcnd 


10 

20 


100 


225 


1000 


Im  dyadisdien 
System 


0 
1 

10 

11 

100 
101 
110 

111 

1000 
1001 
1010 
1011 

itoo 


sprechenden  Ül)erlegnnjrfn  für  die  Inter- 
protierung  dieMsr  Zahl  Zwei  im  Dezimal- 
system Bind:  2  Einer,  0  Zehner  und  attch 

keine  anderen  Gruppen,  kurz:  2 .  Eine 

andere  Darstellung  für  die  Zahl  Zwei  ist 
im  dyadischen  System  nicht  möglich,  da 
in  diesem  nur  die  bnden  Ziffern  0  und  1 

existieren  nnd  daher  die  Zahl  Z)r,  i  durch 
eine  höhere  Einheit,  die  durch  den  Orts- 
wechsel gegenüber  den  einxig  nmgliohen 
£inem  0  und  1  charakterisiert  int. 

Analog  findet  man.  daß  sieh  die  Zahl 
Drei,  die  im  Dezimalsystem  mit  dem  Zei- 
chen 3  für  drei  Einer  an  der  Einerstellc 
steht,  im  dyadischen  System  in  der 
Schreibweise  11  zu  geben  ist,  da  sie  sich 
ans  äner  hdchsten  Einheitsstufe  gleich 
der  Zahl  Zwei  und  einem  Einer  gleich  der 
Zahl  1  zusammeusetzt. 

Ihirch  analofi;»  Überlegungen  ergibt 
sich  eine  in  nolx-nstt-hender  TaUdle  gege-         ***  I 
bene  Zusammenstellung  für  weilerc Zahlen. 

BezügUeh  der  Zalilen  kleiner  als  1  erwähnen  wir,  daß  z.  eine  im  dyadischen 
Zahlensy^m  geschriebene  Zahl  von  der  Form: 


1001 
10100 


liOOIOt 


liiuooo 


1111101000 


0,0101001 
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1 2  Emftthriing  der  Zahl. 

Existiert  eine  Reihe  von  rationalen  Zahlen  Oj,  Of,  o^,  •  •  *>  o»« 
und  hat  diese  Reihe  die  Eigenschaft,  daß  \Ou+m  ~-  <hk  \  kleiner  wird 
als  irgendeine  gegebene,  beliebig  kleine,  positive,  rationale  Zahl  für 
ein  genügend  groß  gewähltes  n  bei  beliebigem,  positivem,  ganzem  m, 
so  nennen  wir  diese  Reihe  eine  Fundamentalreihe  und  drücken  die 
eingeführte  Eigenst  haft  dadurch  aus,  daß  ifvir  sagen,  diese  Reihe  hat 
eine  bestimmte  Grenze  b. 

nadt  oUgpm  die  Zahl  bedsatet,  die  iich  ia  genaen  Zahlen  und  Bruehen  in  folg^iider 
Weiae  zuaanunenaetst: 

0       1       O        l  1     _  Q  ■    1    .    1  i 

^*2+«-f-!  41 
128     "  128 

rie  wild  daher  im  Decimalayatem  geaehrieben: 

0.3203185 

£»  wärcu  somit  liiornach  auch  oben  genannte  Einhcitsstulen  de«  dyadischen 
Syatema  korrigiert  au  beseiduien: 

Zunahme  Abnahme 
Erate  Stute 
üyati.  Syat:  1,      bedeutet:  Ei  na 

deaioa.       :  1,  „     :  Eins 

Zweite  Stufe 

.™         ^ ,.  -      .  1  1  lEinZwoitel 

dyftd.  Sjat.:  10,     bedeutet;  Zwei;      iv,     bedeutet    „  «  v 

'        '  10  Zwei      J  (Em  Halbes) 

desin.       :  10,         „     :  Zehn;  „         „  ^  ^  Ein  Zehntel 

Dritte  Stufe 

d.vad.  Syat.:  100,  bedeutet:  Vier;  bedeutet  ^  Ein  Viertel 

dezim.        :  100,  bedeutet:  .Uuudcrt;  %*       w  ~  Ein  Hundert« tcl 

100  Hundert 

Vierte  Stufe 

dyad.  Syst.:  1000,  bedeutet:  Äcbt;     ^-Aik»  l>edeutet      -\-        Ein  Achtel 

dlxiin.  „  t  1000,      ,.     :  Tausend;    }   .       „  ^    ^  Ein Tauaendatel 

1000  unuscnd 

usw.  usw. 

Wenn  wir  eine  Strecke,  die  einer  Zalil  kleiner  als  1  entspricht,  im  dvrtdischen 
ZahlenHyätcm  mittels  dyadiijcher  Zahlen  dnr8tellen  wollen,  so  pehen  wir  nach  Fi^r.  2 
wie  folgt  vor:  Wir  teilen  die  Einheit.sülrecke  in  zwei  j^leiche  Teile.  Befindet  sich  der 
Punkt  X  im  Abstand  von  x  Längeneinheiteii  rechts  von  der  Mitte,  so  ist  x  gleich  die 
Hälfte  der  Zahlfnt  inlieit  1  |>lus  noch  etwa,«.  Die  zweite  Hälfte,  in  der  J^icli  der  Ort  von  x 
Ijefindel,  teilen  wir  timui  wiwier  in  zwei  gleiche  Teile  und  unlenjuchen,  ob  d)is  dritte 
Viertel  der  Einhcitaativcke  Unks  oder  recht»  vom  Ort  x  Hegt;  in  unserem  Beiaptele 
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Em  Beispiel  für  eine  solche  ist  die  fieihe: 

1    2    3    4  H 
2*  3'  4'  5  '  * 

trifft  ersteiee  zn,  woraus  folgt,  d&ß  in  Ziffern  des  DczimaLsystenis  aus- 
gedr&ekl  —  z  gleieb  ist  4  +  -7  plm  etwa«.  Wir  halbifiren  wieder  daa  Viertel, 
in  dem  g  Begt  «nd  iändeu,  daB  mm  «  in  der  enten  dieaer  H&lfton,  ulso  im 
tea  Aebtel  der  EliilieitHkndie  liegt  und  kleiner  lein  mvB  sIb  [  -\-  \  +  ^ 


Wir 


2      4  8 

halUetea  daa  Afihtel,  In  dem  «  Hegt  und  findeop  daS  »  wieder  in  der  ernten  dieaer 

1  .  l   .  1 


letcteren  Hüften        find  somit  klainer  iat  als 

läßt  X  in  der  rechten  Hälfte  erscheinen,  so  daß  x  grüßer  ist  als 


+     +  ~.  "Dm  niehite Halbienrag 

"H  '    "f"       I  <iber 
III  III  2       4       32  ' 

kleiner  als  „  +  .  +  i«  »        gleich  ^  +  .       «o  P^"*  etwas;  die  weitcrelialbierung 

2       4       lO  2       4       32     III  1 

laßt  I  wieder  links,  dann  wieder  rechtA,  so  daß  damit  x  =  -  +      +       4   , ,  7. 

Und  so  fortfahrend  w\t  Tf  nlbicren  läßt  gieh  die  Strecke  » in  dyadiachem  ZaUenayatem 
leicht  darstellen;  sie  wird  uärolich  hiertoit: 


+ 


1 

128 


^.1,10        0         1  0 

»  =  0+     4-     4-     —       4-  -  +- 
^2^4^  8       16      32  Ö4 

im  dyadiaohen  System  geM^uieben: 

110         0  1  0  1 

^    10  löo  ^  iooo  loooo'^iöödöö'^i  odöooo'^iöoobooo 


4 — =0,1100101 


r 

H  

Man  sieht  jedeiifaUs,  dafi  der  Vorteil  des  dyndischen  Zahlensystems  der  wäre, 
daß  wir  bei  seiner  Anwendung  nur  zwei  Z.ihlen  zu  kennen  Itrauehen,  nämlich  Null 
and  Eins,  in  denen  wir  alle  anderen  Zahlen  eindeutig  auszudrücken  imstande  sind. 
Aber  es  beitdit  der  nnleogban  Nachteil,  dafi  die  Zahlen  grSfier  als  1  im  dyadiaohen 
SvFtrm  vi'  l  mehr  Stellen  i^nth alten,  also  nnbequemer  zu  hnndhahen,  als  im  Dr  ^i'ntal- 
system.  Eine  iirationaie  Zahl  im  dyadisclien  System  hat  insofern  ein  einfacherca  Bild 
«B  eine  Irrationale  Zald  im  Dedmalsyatem,  wdl  sie  nnr  die  Ziffern  0  und  1  enthält, 
Wfthrend  «ie  im  Dezimalsystem  die  Ziffern  0  bis  9  aufweist. 

Im  I>uodezimalsyBtem  verhält  sich  die  Sache  analog;  nur  müßte  man  hier  auch 
l&r  die  Zahlen  Zehn  und  Elf  einfache  neue  Zeichen  einführen,  da  eben  die  erHt<»  zti- 
sammengesetzte  Zahl  12  ist,  die  dann  hier  also  wieder  10  geschrieben  würde.  Man 
hatte  so  als  Zahlen  der  niedrigsten  Gruppe,  größer  als  0:  l,  2,  3,  4.  5.  (^,  7.  8,  9.  P.  ^ 
und  dann  kamen,  daran  in  Fortsetzuno:  anschlieOend,  ztmäch^t  die  Zahlen  der  eiv^ten 
höheren  Zahleneinheit  12»:  10,  11,  12.  13.  14,  15,  16,  17,  18,  19,  IP,  I  ?! :  20.  22,  ■ , 
29.  2C,  22  ;  30,  •  ■  ■ .  wobei  10  hier  der  Znlil  1*2  im  Dezimalsystem  entspricht.  11  die 
Zahl  13  im  Deümalsyätem  bedeutet,  19 die  Dezimalzahl 21,  iPdie  Dezimalzahl 22,  ■  -  . 
2»  dieDeaimahahl 31,  •  •  >  4r  72  die  Deaimatzahl  4  •  12«  +  f  •  12*  +  7  •  12*  +  2*  12' 
»  4-20796  +  lO- 1728  +  7  •  144  + 12  •  12  =  82044  +  12008  4-  1<X»  +  144  =  108100. 
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Einführung  der  Zahl. 


denn  hierfür  iät: 


n     m  n  m  1 


n  -\-  m  -]  l      n  \-  l      (»  -f  m  +  1)  (»  +  1)     »  -|-  I 


d.  h.  für  genügend  großes  n  wird  diese  Differens  beliebig  Idein,  also 
haben  vir  es  mit  einer  „Fundamentalreihe"  zn  tun.  Bilden  «ir  die 
Differenz 


.SU  nähert  sich  diese  mit  wachsendem  n  dem  W'tit  0  und  a„  selbst  der 
Einheit.  Wir  können  daher  sagen,  daß  die  Grenze  dieser  Fundainental- 
reihe  1  ist,  oder  symbolisch  schreiben: 


I)a.s  allgemeine  Zeichen  h  vertritt  nun  eine  bestimnite  Zahl,  wenn 
wir  noch  nachweisen  kutmi  n,  dali  für  verM-hiedene  auf  diese  Weise 
definierte  Zahlen  sich  Eigenschaften  ergelien,  vermöge  derer  diese  Zahlen 
zur  Rechnung  mit  ihnen  geeignet  werden.  Ganz  liesonders  wird  diese 
Einführung  neuer  Zahlen  zweckmäßig  erscheinen,  wenn  für  sie  die  uns 
bekannten  Gesetze  der  rationalen  Zahlen  gelten. 

Erinnern  i»ir  uns  aber,  daß  die  Reihe,  die  wir  aus  unserem  un> 
b^renzten  D^malbruch  abgeleitet  haben,  dieselbe  Eigenschaft  besitzt 
und  wir  uns  veranlaßt  sahen,  diese  unbegrenzten  Dezimalbruche  auch 
als  S^ihlen  aufzufassen,  so  sehen  wir,  daß  das  Zeichen  6  eine  ebensolche 
Zahl  vertritt,  wie  unser  unbegrenzter  Dezimalbruch,  und  diese  &hl 
nennen  wir  nun  eine  Irrationalzahl,  also  eine  bestimmte  Zahl,  und 
dieses  mit  liesonderem  Grund,  wenn  wir  noch  ihre  Fundamentaleigen- 
schaften in  Übereinstimmung  mit  jenen  der  rationalen  Zahlen  ge- 
funden habeti. 

Eine  solche  ist  auch: 

1,4  1  42  l  356  •  •  •  =  (1 ;  1.4,  1,41 ,  1.414:  1.4iiJ,  1.41421;  •  •  •) 

wo  an  Stelle  des  Zeichens  h  die  spezielle  Schreibweise  }  2  gewälilt  worden 

ist,  um  damit  auch  zugleich  anzudeuten,  daß  diese  irrationale  Zahl 
durch  Quadrierung  zur  rationalen  Zahl  2  wird     Die  Quadratwurzel 
aus  2  bekommt  erst  durch  das  jetzt  Abzuleitende  ihien  Sinn,  gleich-  | 
zeitig  mit  dem  allgemeinen  Zeichen  6  für  eine  Fundanieutalreihe.  | 

Nicht  nur  die  zweite  Wurzel  aus  2,  sondern  noch  unzählig  viele 
andere  Wurzeln  Lnht  e«,  welche  eine  irrationale  Zahl  darstellen,  also 
einem  nicht  periodischen  Desümalbruch  mit  un/.ählig  vielen  Stellen  j 
gleich  üind.  I 


1  -     -  1  -  - 


n  1. 


»  +  1    n4-  1 
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Andere  «ehr  oft  auftreteiide  IiTalii»iialzaliieu  mit  speziellem,  nur 
ihnen  zukomiueiideni  Zi'icher  sind  u.  a.  auch: 

die  Verhaltniszahl  des  Kreisumfaoges  zu  seinem  Durchmesser: 

.    3,141  592  653  589  793  •  •  •  =  ;r 
die  Basis  des  natürlichen  Logarithmenayatems: 

2,718  281  82S  4Ö9  045  •  •  ■  =  e 

Um  der  Anschauung  ein  wenig  zu  Hilfe  zu  kommen»  können  wir 
uns  diese  Zahlender  Fündamentalreihen,  z.  B.  unseren  früheren  Dedmal- 
brach  (S.  9),  auf  einer  Geraden  durch  Punkte  darstellen  und  finden  dann, 
daB  steh  diese  Zahlen  einem  ganz  bestimmten  Punkte  mehr  und  mehr 
auf  unbegrenzt  kleine  Nachbarschaft  nähern,  welcher  dann  Repräsen- 
tant unserer,  im  allgemeinen  mit  5  bezeichneten  Irrationalzahl,  hier  des 
unbegrenzten  Dezimalbruches,  sein  würde. 

-/  ?  ^  i  ff  j  j  **i 


Haben  wir  nun  zwei  solche  Zahlen  dargewtellt  durch  Fundamen tal- 
reiheu:  , 

0  :      «4  ,      ,      ,  •  •  • ,  On  ,  •  •  •  (1) 
6':      Ai,  O:!,  Os,     *,  o^,  •  •  •  (l') 

so  ergibt  sich,  daß  zwischen  den  Reihen  (1)  und  (!')  nur  folgende  Be  - 
ziehungen bestehen  können,  von  denen  stets  eine  vorhanden  sein  niuü: 

1.  a„  —  «f«  wiixl  mit  wachsendem  7i  (wobei  n  alle  ganzen  Zahlen 
bedeuten  kann)  immei  kleiner  oder,  besser  jresapt ,  diese  Diffen'nz 
nähert  sich  mit  wachstiidem  u  immer  mehr  der  Null.  Wir  sagen 
dann,  die  Reihen  h  und  6'  bedeuten  dasscllx'  und  scli reiben  b  —  b'. 

2.  an  —  (In  bleibt  von  einem  geuissen  »  an  stets  größer  als  eine 
positive,  rationale  Zahl  £;  dann  nennen  wir  6  größer  als  6'  und  schreiben: 
b>b\ 

3.  an  —  Uh  bleibt  von  einem  gewis^n  n  an  stets  kleiner  als  eine 
n^^tive,  rationale  Zahl        dann  ist  b  <&'. 

4.  Wenn  b>  b'  und  6'  >  6",  so  ist  auch  6  >  b";  denn  e»  muß 
dann  nach  obigem  sein: 

On  —  ai>  e 

und: 

«»  ^  Oh  >  f 

daher  die  iSumme: 
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£iiifaliniiig  der  Zahl* 


Machen  wir  nun 


80  ivird  indertat  von  emem  gewiaaen  n  an: 

a,  -  o;'  >  f "  ,     d.  h.     6  .  6" 

Ebenso  kann  man  nacfaweiaen»  daß  eine  adohe  Reihe  anoh  eo 
einer  rationalen  ZaU  a  analoge  Berif^nngen  haben  kann  und  wir  be- 
kommen dann  die  drei  Falle: 

(am,  d.  h.  6  würde  sich  dann  ala 
b>-  a         rationale  Zahl  erweisen. 

h  <a 

Wir  wollen  nun  für  diese  2ieichen  b,  die  wir  als  Repräsentanten 
der  Jb'undamentalreihe  eingeführt  haben,  versuchen,  einige  Rechnungs- 
gesetze herzuleitein  und  zu  dem  Zweck  beweisen,  dali  die  Formeln: 

einen  ganz  bestimmten  Sinn  haben,  indem  wir  j.cigvn.  daß  sich  auf 
den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  stets  wieder  eine  l- umiaiiu  iit  il- 
reihe,  also  in  unserem  oben  festgesetzten  Simi  das  Zeichen  für  euu 
bestimmte  Zahl  findet, 
Sei  b  4  b'  aus 


6':   »1,  ai,  a%,        ««',  Oil-i-int 

definiert  durch: 

und  können  wir  nun  Ix  weisen,  daß  rechts  wieder  eine  Fundamental- 
reihe steht,  also  wneder  eine  Größe  von  der  nämlichen  Natur,  wie  bnk^ 
in  6  -|-  6',  so  ist  man  offenbar  berechtigt,  diese  Fundamental  reihe  rechts 
ala  die  Summe  der  beiden  Fundamentalreihen  links,  bzw.  6"'  als  die 
Summe  von  6  und  b'  aufoufa^sen. 

Um  diea  zu  leisten,  müssen  wir  zeigen,  daß  o^'+m  —  aH  kleiner 
wird  als  e"  für  ein  bestimmtes  n. 

Es  ist  nun: 
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und  daraus  ergibt  sich,  daß 

da,  wie  auch  später  gezeigt  wird,  der  absolute  Wert  dner  Summe  nie 
größer  ist  als  die  Summe  der  absoluten  Werte  der  Sunmianden*). 

Mit  genügend  großem  n  können  ndr  aber  nach  obigem  den  ab- 
soluten Wert  jeder  der  beiden  rechtsstehenden  Differenaen  kleiner  als 

.    ^  . 

eiiu'  beliebig  kleine  rationale  Zulil,  die  ^  sein  kann,  machen,  «o  duU 
dann  folgt: 

.OnA-M  —  2^  "2 

und  also: 

Damit  ist  aber  liewiesen,  daß  unsere  o))ige  Reihe  rechts  eine  Funda- 
mentalreihe ist,  also  eine  (Jrölje  von  derselben  Art,  w'w  diejenige  links 
und  wir  daher  liereehtigt  a'md  zu  sagen,  daß  b"  die  Summe  vou  b  und 
ist,  also  wirklich: 

einen  Sinn  hat. 

In  gleicher  Weise  zeigt  mau  e»  auch  für  die  Differenz,  das  Produkt 
und  den  Quotienten*}. 

')  Vgl.  S.  4  (xl.  48.  .  " 

Ist  wiederum: 

b  :    a,  ,  fl  ,  ,      ,  •      ,  a„  ,  '  •  •  ,  a„+^ .  •  •  • 

6' :    a/,  a,'.  a,',  •  •  ,  oi ,  •  •  • ,         .  •  •  • 

so  wird  man  beirchtigt  »ein  zu  sagen:  6  •  6'  =  6",  d.  h.  6"  «ei  d«S  Produkt  TOI»  6  •  6'. 
wenn  wir  nach^ewieaen  haben,  daü: 

*"S     «l'«!.  «S*«i»  «»•«/.  *  •  •  f  «II  •  •  •  ►  «II +  «  ■•• 

«r.  a,"  .... 

wieder  eine  Fundamentalieihe  ist,  d.  h.  die  Eii^wtehaft  bemtzt,  daß: 

ffir  genügend  große»  n. 
E»  ist  nun: 

~  «114««  ■  ««4-ai 

folgUöh: 

«•%  ««'+1.      «-  •  o- 

Nnn  wt: 

-  «■)  K+„  —  ««0  «         •  -  «»  •  <4.«     «ü+iii  •  «i  +  «,  • 

««•«.+•»  «-4*'«,' +  2«,«; 
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Damit  mt  also  nachgewiesen,  daß  mit  diesen  neuen  mathematischen 
AuBdrücken,  die  durch  die  sog.  Fuudamentalreihe  definiert  worden  aind, 
eben  vermöge  ihrer  Darstellung  durch  diese  Fonda  mentalreihen,  ge- 
rechnet werden  kann.  Mit  Hilfe  dessen  kann  man  dann  weiter  nach- 

aomit: 

Eh  ist  nun  für  genügend  großes  n  nxm  den  gegebenen  FatldjiiMntalivihen: 

<^m  -< 

wenn  r  iind  r'  swd  beliebig  kleine  poBitlTe*  nti<»Mle  mid  vencbiedeiie  Zahlen  «nd. 
8omit  folgt: 

Wir  actten  nun: 

t'  »  und     '  —  -  „  , 

dann  folgt: 


Macht  man  daher: 

2'a,  r"  +  2  «.a^ 


Bo  wird: 

r  r'-f  a«  .     »Im»  awh:     ö;;„  -  a'J  - 

womit  nachgewiesen  ist,  duü  das  l'n^hikt 

6  •  6'  =  b" 


oiiKMi  Sinn  hiit,  da  ja  die  fechte  Snte  h*'  wieder  dm?  Zahl  oder  ein  Anndnipk  von 

der  Form  b  bzw.  h'  ist. 

Für  die  Division  gi-.Hlaltet  sich  der  BeweLs  wie  folgt: 

h  :  o,  ,  a,  ,  O,  ,  •  •  •  ,  ,  ■  •  •  ,  t^m-^m*  • '  ' 
y  i    al,  ai,  ai,  •  ■  •  t  aj^t  •  •  •  t  "m  +  m »  "  •  ■ 


Ks  muß  »ein: 
oder 

Nun  töt: 


*    ,    «I  'h  ">• 

jp'  ff  •  •  « 
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weisen,  daß  auch  für  ihre  Verknüpfungen  diejenigen  Gesetze  gelten,  die 
wir  for  rationale  ZaUen  gefanden  haben.  Zum  Beisfael  ist  einsasebsn, 
daS  6  +  5'  —  6'+  6,  also  das  kommutative  Geseta  der  Addition  auch 
für  sie  gilt,  da  Ja  die  Zorüclcfuhnmg  auf  die  Fandamentahneih«!  die 
Gültigkeit  dieser  Satce  nur  für  rationale  Zahlen  behauptet  und  sie  von 
da  yermOge  der  Eigenschaften  der  Fundamentalidhe  auf  diese  neuen 
Auadrücke  überträgt. 

Das  alles  bringt  uns  dazu,  die  duroh  die  Fundamentalieihen  defi> 
nierten  Ausdrücke  ol)enfalls  als  Zahlen  einzuführea.  Im  Gegn^^nfz  zu 
den  rationalen  Zaiüeti  wollen  wir  sie  dah^  irratUMWle  ZaMen  ^) 
nennen. 

Da  wir  nun  ferner  snlieii.  daß  die  Dezimalbrüche  mit  unbegrenzter 
Anzahl  von  Dezimalen  durchaus  die  Eigenschaften  einer  FundamPiital- 
rt^ho  erfüllen,  so  wollen  wir  direkt  dieselben  als  die  Deünitions-Funda' 
meutalreiheii  für  unsere  irraticualen  Zahlen  betrachten. 


Somit: 
t  Für  n  'genügend  gioß: 


Polglich: 


i**ii-l-M       "m  ^ 


und  damit  auch: 


Wir  cetxen: 


womit  dann  ful^gt: 


und  damit  ist  vm  so  m«hr: 
nnd  «omit; 


-  —  <  f 


begründet. 

')  Das  Woii  irrational,  zum  enteiunal  gotroffoa  in  einer  lateinischeu  tbcr* 
aetzung  eines  arabiscben  Kommentars  zu  GuUid  aus  dem  12.  Jahrb.,  war  apStw  bis 

ins  IG.  Jubrh.  durch  eurdus  (d.  h.  taub,  lat.)  ersetzt.  Es  kommt  her  vom  griechischen 
Wort  aÄoj'oc,  lat.  pesohrieben  alogos,  d.  h.  unaMsimchbar,  begründet  durch  die 
richtige  Erkenntnis  der  Pythagoreer,  daß  ein  Verhält uis  der  QoRdratclingonaJe  zur 
Qnadiatseitc  zwar  existiere,  sich  aber  mit  den  bis  zu  ihrer  Zeit  gekaiuiten  Zahlen  nicht 

.'nissprccheii  lis'-«-;  die  ri)crHetzuni!:  ins  Lateinisdie  mnchfc  ;i!is  !i><!<ih  dann  ratio, 
\  emtinft,  woher  die  ungiückUche,  falsche  Deutung  ixrmmjtindruj  für  irrutional  stammt. 
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Um  im  veiteren  nicht  immer  diese  schworfaUigen  Ausdrucks^ 
weiseii  mitschleppen  su  möasen,  erklären  Mrir  von  nun  an  jeden  nicht  I 
periodischen  Desimalbrueh  mit  unbegrenzt  vielen  Dezi* 
malen  als  irrationale  Zahl.   Damit  ist  unser  System  von  Zahlen 
um  unbegrenzt  viele  Zahlen,  eben  die  irrationalen,  bereichert  worden 

und  damit  hat  auch  der  Ausdruck  |  2  z.  B.  jetzt  einen  Sinn  bekommen; 
denn  nun  gibt  es  eine  Zahl»  welche  quadriert  2  ergibt,  also  die  sog. 
Quadratwurzel  aus  2  ist,  wie  man  sich  ausdrückt,  nämlich  die  ent- 
sprechende irrationale  Zahl. 

Bezeichnen  wir  nun  für  das  Fernere  die  sämtlichen  rationalen  [ 

Zahlen  mit  ^4  und  die  irrationalen  mit  B,  so  können  wir  auch  saßen, 
daß  wir  in  das  (iiebiet  A  nun  ein  neues  Gebiet  B  eingeführt  haJ)en.  Um  [ 
nun  noch  klarer  zu  sehen,  in  welchor  Weise  diese  Etnsehiebung  des  j 
Gebietes  B  in  dns  Gebiet  A  stattgefunden  liat.  wollen  wir  das  Gemein- 
same aufsuchen,  das  den  rationalen  und  irratioiialen  Zahlen  als  »Stellen  I 
innerhalb  der  Zahlenreihe  zukommt  und  eb^n'^o  dns  sie  Untei"scheidend<*.  j 

Nehmen  wir  aus  dem  (Jeblet  A  der  i at n malen  Zahlen  irgend  «  ine 
Zahl  heraus,  so  k(")iiiifn  wir  sagen,  dali  dieM-lbe  iimerhalb  der  rntiunalen 
Zahlen    uieii  .Si  linitt  hervorbrins_'t  derart,  daß  durch  sie  die  gaii/.e 
Zalilenreihe  in  zwei  Absehnitte  /erfälli.  In  den  einen  Abschnitt  gehören 
alle  Zalden,  die  kleiner  sind,  in  den  anderen  alle  jene,  velehe  großrr 
sind  als  die  herausgehobene.    Die  letztere  selbst  koiuieu  wir  ent\v<'der 
zu  dem  ersten  oder  zum  zweiten  Al>schnitt  zählen.  Im  er.sten  Falle  i.st  i 
diese  Zahl  die  größte,  im  zweiten  die  kleinste  des  betreffenden  Ab-  | 
Schnittes  und  wir  können  daher  sagen,  daß  durch  eine  rationale  Zahl  | 
m  Oebiet^  A  ein  Schnitt  derart  hervorgebracht  wird,  daß  entweder: 

1.  der  erst*'  Ab.schnitt  eine  größte  Zahl  hat  und  der  zweite  keine 
kleinste,  weil  zwischen  die  herausu«  In »bene  Zahl  und  irgendeine 
rationale  Zalii  ties  zweiten  Absi  hniltes  sieh  uid)egrenzt  viele 
andere  rationale  Zahlen  eiii.Nehalten  lassen:  (Hier 

2.  der  zweite  Ab.schnitt  eine  kleinste  Zahl  hat.  al>er  der  erste  kenie 
größte  aus  analogem  (Irunde. 

Ks  hegt  dahri"  nahe  /.n  fiaü^eji.  was-  entsieht,  wenn  wir  das  rationale 
Gebiet  .4  s()  teiliMi  wollen,  daß  wedei  <ier  fiiie  Altsehnitt  eine  <;r()ßte. 
noch  der  andci»  eine  kleinste  Zahl  hesit/f  Daß  di<*s  ki  ine  rationale  j 
Zahl  sein  kann,  ei  i^il»!  .sich  aus  dem  A  oi  h«  i  ift  henden.  Also  müßten  w  ir 
zunächst  s^gen.  daß  ein  solcher  iSeimiit  uiM  ihan|)t  nicht  existiert,  was  I 
auch  richlij;  ist,  so  lange  wir  über  <la>  Zahiengebiet  A  nicht  hinaus- 
gehen. Doch  gibt  es  Gründe,  welche  uns  zwingen,  auch  dieses  noch  nnt 
in  Betracht  zu  ziehen. 


I 
I 
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Zunächst  einmal  führt  uns,  wie  oben  schon  gewehen,  eine  gcü- 
nietrische  Tatsache,  die  hikommensurable  Größe  \n\\  Qnadratseite 
und  -diagonulc,  üufort  auf  die  Einfiilnung  nocli  anderer  Zahlen  als 
der  rationalen. 

Wollen  wir  aber  trotzdem  aagen,  daß  sidi  die  Diagonale  des  Qua* 
diätes  als  LSnge  dtirok  die  Qnadrateeite  und  umgekehrt  messen  läßt» 
oder  dies  mit  irgend  zwei  inkommensurablen  Strecken  der  Fall  ist,  so 
müssen  wir  ebenfalls  neben  den  rationalen  Zahl«i  noch  neue  einführen 

Alles  dies  wird  besonders  klar»  wenn  wir  die  rationalen  Zahlen 
durch  Punkte  (sog.  rationale  Punkte)  auf  einer  geraden  liiiie  abbilden. 
Dann  sieht  man,  daß  jeder  mit  der  angenommenen  Längeneinheit  in- 
kommensurablm  Strecke  eine  Zahl  entsprochen  muß,  welche  nicht 
mehr  rational  ist.  Wir  können  also  sagen,  daß  die  Gerade  an  Punkten 
vid  reicher  i^t  als  das  («ebiet  A  der  rationalen  Zahlen.  Wollen  wir  aber, 
wie  es  für  das  weitere  Rechnen  unl)edingt  notwendig  i.st,  den  Reichtum 
an  einzelnen  Individuen  in  der  Zahlenreihe  und  auf  der  (Jeraden  als 
gleich  hinstellen  oder  (nach  Dcdekind)  bes.ser  gesagt,  alle  ErHchei- 
nungen  in  der  Geraden  auch  arith meti.sch  verfolgen,  so  müssen  wir 
Über  (las  (ifbiet  dci"  rationalen  Zahlen  A  hinmisfiehen. 

Ein  Holchcr  l'iinkt  auf  der  (ieradm.  der  xon  0  an**  «lemessen  eine 
zur  Einheit  iiikoinint-nsuralile  Strecke  dar.sieUt,  i>u  it  l  i4»en  wegen  der 
Inkonuneji.snrahilität  di«-  Ki^tMitümlichkeit.  daß  er  die  Punkte,  welche 
durch  Auftragen  rationalen  Zahh-n  tMits|n<'cliender  Strecken  gefunden 
^\u^den.  in  zwei  (Jruppcn  /.cTlcgt,  \(>n  tlciR-n  die  einen  links  von  ilnu 
liegenden  Punkte  keinen  let/Aen  Punkt  ihrei  Art,  die  anderen  von  ihm 
rechts  hegenden  Punkte  keinen  ersten  Punkt  ihi*er  Art  haben;  denn 
wir  können  uns  dem  inkommensurablen  Punkte  durch  entsprechendes 
Einteilen  der  Einheitsstrecke,  d.  h.  Aufsuchen  von  Funkten,  denen 
rationale  Zahlen  entsprechen,  auf  beliebige  Nähe  nähern,  ohne  je  zu 
einem  Ende,  also  zum  inkommensurablen  Punkt  selbst  zu  gelangen. 
Wir  müssen  daher  sagen,  daß  es  Punkte  der  Geraden  gibt,  welche  die 
rationalen  Punkte  der  Geraden  in  zwei  Gruppen  derart  einteilen,  daß 
die  eine  G^ppe  keinen  letzten  linken,  die  andere  Gruppe  keinen  ersten 
rechten  Punkt  besitzt.  Ein  solcher  Teil-  oder  Schnittpunkt  vertritt 
dann  also  eine  neue  Zahl,  eben  die  sog.  irrationale  Zahl.  {Dedtkind- 
echer  SehniU.) 

')  Im  L'leichcn  Falli'  Ix  finrlc  ri  si.  Ii  aiu  li  Krri.**mnfang  und  -«lurchnwsser,  die  auch 
inkommensurabel  sind  und  deren  \  erlialtiÜH  die  irratiunalu  Zahl  .7  -  •  3,l4159'26r>3  •  •  • 
entoprioht  Die  Zahl  der  geometrischen  BeiB|nele  ließe  sieh  noch  heliebig  ver^n'öUei  n: 
wir  orinncm  nur  nnch  ;in  die  InkomiiH-nsiniihilifiit  f\vr  Soitr  virirr  n-gulärer  Vi<"1<H'kc 
zum  Kadiu8  ihres  um-  oder  eiiigescIinelLK-uen  KixnäO!».  Der  ikgriff  der  irrutionalen 
Znhlen  ist  denn  auch  geometrischen  Ursprungs;  inkommensurable  Stnckenpaaie  f Ohren 
auf  irrationale  Zahlen,  die  unprünglich  auch  als  inkommenturalh  ZaUen  beceichnei 
wurden. 


Digitized  by  Google 


22 


Eioftthrung  der  Zahl. 


Damit  sieht  man  aber  ein,  wie  \^'ir  auch  ohne  die  (Jerade  zu  der 
Notwendigkeit  gelangen,  neue  Zahlen  neben  den  rationalen  einenf Obren, 
die  emem  Schnitt  von  der  Art  benroirofen»  wie  wir  ihn  als  in  den  latto- 
nalen  Zahlen  nicht  Torhanden  erlcannt  haben'). 

Betrachten  wir  s.  B.  eine  Zahl,  welche  die  Gleichung 

-  2  »  0 

erfaut. 

Wir  .sahen  schon,  daß  dies  keine  rationale  Zjihl  sein  kann,  sind 
aber  leicht  imstande,  nachzuweisen,  daß  diese  Zahl,  welche  wir  sym- 
bolisch auch  }  2  schreiben  können,  eine  derartige  Scheidung  des  Ge- 
bietes der  Zahlen  hervorruft,  die  durch  eine  rationale  Zahl  nicht  hervor- 
gebracht werden  kaim.  Wir  beweisen  zu  dem  Zweck,  daß  durch  diese 
Zahl,  welche  ins  Quadrat  erhoben  2  geben  soll,  ein  Schnitt  innerhalb 
der  Zahlenreihe  derart  entsteht,  daß  die  Zahlen  des  einen  Abschnittes 
kleiner  sind  als  die  Zahlen  des  andern;  daß  es  aber  auch  keine  größte 
2!ahl  des  ei-sten  und  keine  kleinste  Zahl  des  zweiten  Abschnittes  gelx-. 

Nehmen  wir  an.  e.s  .s(m  >  1  eine  solche  Zahl,  daß  .r*  -^2,  so  wollen 
wir  beweitien,  daß  es  zu  jeder  solchen  Zahl  x  noch  eine  gnißire  Zahl 
X  d  gibt,  deren  (^^uadrat  elx'iif.dls  kleiner  als  2  ist,  womit  dann  nach- 
gewiesen ist,  daß  "wiT  niemals  zu  einer  letzten  solchen  Zahl  x  gelangen 
können. 

Indertat,  soll  (.r  -f  '^)-  <  2  sein,  so  folgt 

oder 

d.  h. 

.      2  -  x' 

Niui  muß  aber  d  -Cl  sein,  weil  ja  .»■  >  1  vorausgesetzt  ist.  l)araus 
folgt,  daß,  wenn  wii*  in  die  letzte  Form  für  d  nun  1  setzen,  also 

^     2  -  ar* 

nehmen,  unsere  Bcduigung  um  so  melu*  erfüllt  ist. 
Da  aber  mit  <^  <  1 : 

2-x*  2  -  ar« 
2ar  -f  1^     2ar  -r  1 

*)  VgL  M,  Dtdekind:  „St«'1ii.'k«"it  xv  '^  irr  ifirn  i].>  Zahlen."    Biaunsi-liwfiu:  1H72. 

—        „Was  sind  un<i  wa.«  sollen  die  Zahlen?"  Jlraunscbwei;^  I8b8. 
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so  erkennen  wir,  daß  zu  jeder  Zahl  x  es  stets  eine  Zahl  x     ö  gibt, 

deren  Quadrat  ebenfalls  kleiner  als  2  ist,  wenn  nur  ö  kleiner  ist  als  1 

2  —  X* 
und  Ueiner  als  r — :  . 

2a:  4-  1 

Es  gibt  somit  indertat  keine  größte,'  Zaiii  x ,  deren  Quadrat  kleiner 
als  2  ist. 

Andererseits  wollen  wir  zeigen,  daß,  wenn  y  eine  rationale  Zahl 
ist,  deren  Quadrat  großer  ist  ab  2,  es  stets  noch  eine  rationale  Zahl 
gibt  von  der  Form  y  —  die  also  kleiner  ist  als  deren  Quadrat 
größer  als  2  ist»  bo  daß  es  diesmal  k«ne  kleinste  Zahl  y  gibt,  deren 
Quadrat  gr<>ßer  als  2  ist. 

Soll  also  (y  —         2  sein,  so  folgt: 

-2i^y  +  d«>2-y* 
2y-d 

_  2     V-  —  2 

Da  nun :  :       <,  >    ^ — t  bo  wird  obige  Ungleichung  sicher  erfüllt 

2y     d       2  y 

sein  für  <^  <  ^      ,  ao  daß  wir  haben:  Wählen  wir  eine  Zahl  y  so, 

2y 

daß  y^  >  2,  so  gibt  es  stets  noch  eine  Zahl  d  derart,  daß  die  kleinere 
Zahl  y  —  d  zum  Quadrat  ebenfaUs  gr<Vßer  ist  als  2,  wenn  nämlich 
V*  —  2 
2y 

Damit  ist  also  erwieeen,  daß  wir  nie  su  einer  kleinsten  rationalen 
Zahl  y  gelangen  können,  deren  Quadrat  größer  als  2  ist. 
Wir  finden  daher  das  Resultat: 

Diejenige  Zahl  —  wenn  eine  solche  existiert  — ,  welche  zum 
Quadrat  erhoben  2  ergibt,  teilt  das  Gebiet  der  rationalen 
Zahlen  in  zwei  Gruppen  derart»  daß  zwar  die  Zahlen  der 
ersten  Gruppe  kleiner  sind  als  diejenigen  der  zweiten 

Gru  ppe,  daß  es  aber  auch  in  der  ersten  Gruppe  keine  größte 
und  in  der  zweiten  keine  kleinste  rationale  Zahl  gibt.  Es 
Ist  dies  also  ein  Schnitt,  wie  er  auch  durch  keine  rationale  Zahl  hervor- 
gebracht werden  kann  und  was  wiederum  ein  weiterer  Bev«  is  dafür 
ist,  daß  es  keine  rationale  Zahl  gibt,  die  zum  Quadrat  erhoWu  gleich  2  ist. 

Da  aber  in  ähnlicher  Weise  noeh  andere  derartige  Schnitte  geführt 
werden  können,  die  ebensolehe  Kitrcnsehaften  aufweisen,  k(')nuen  wir 
sagen,  daü  alle  solche  Schnitte  in  der  Pvcilie  der  rationalen  Zahlen  inner- 
hnll)  derselben  zuniirl)>-t  gewisse  Stellen  darstellen.  Jede  Stelle  innei  halb 
der  Zahlenreihe  ist  aber  doch  enie  Zahl,  woraus  weiter  folgt,  daß  wir 
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auch  diese  Schnitte  Zaiikii  neiintu  müh.st  ii.  J)a  sie  aber  durch  rationale 
Zahlen  niclit  hervorgebracht  werden  kömieu,  so  repräsentieren  diene 
Schnitte  eben  die  irrationalen  Zahlen. 

Fassen  wir  nun  das  Gesagte  nochmals  susammen,  eo  ergibt  sich 
also: 

Innerhalb  der  Zahlenreihe  der  rationalen  Zahlen  gibt 
es  drei  Arten  von  Schnitten.  Das  Gemeinsame  aller  ist,  daß 
sie  die  ralionalen  Zahlen  in  zwei  Gruppen  und  teilen, 
wobei  die  Zahlen  der  Gruppe  Ai  kleiner  sind  als  die  Zahlen 
der  Gruppe  A^ .  Sie  unterscheiden  sich  aber  darin,  daß  eine 
erste  Hauptgruppe  von  Schnitten  entweder  eine  größte 
Zah]  in  der  Gruppe  Ai  oder  eine  kleinste  Zahl  in  der  Gruppe 
Af  hat.  Diese  beiden  Fälle  sind  nicht  wesentlich  vonein- 
ander  verschieden  und  werden  die  ihnen  entsprechenden 
Schnitte  d  urch  rationah  Zahlen  hervorgebracht.  Ei n  zweiter 
Hauptfall  wird  durch  die  dritte  Art  von  Schnitten  hervor- 
g»>brncht.  wo  es  weder  in  der  Gruppe  A^  eine  größte,  noch 
in  der  Gruppe  .1.  eine  kleinste  Zahl  ^ibt,  und  werden  diese 
Schnitte  durch  i  rr<tl  i  ciinfr  Zafihii  crzeujit. 

Man  kann  sif  ii  It  irlii  üi^eivcum  n.  daß  diese  Kinfiihniim  ^\rr  lixatio- 
nalen  Zahlen  niit  derjeniiien.  die  w  ir  vordem  gegt  ben  halten,  idtntisch 
ist.    VVir  wollen  dies  an  einem  eiiifachen  Beispiele,  der  |  2,  zeigen. 

Stellt  man  die  \  2  durch  die  Fundamentaireihe  dar,  so  eingibt  sich 
die  folgende: 

}  2  «  (  1    1,4    1,41    1,414    1,4142    •  •  •) 

deren  Zahlen  alle  der  Klasse  ^,  angehören;  d.  h.  ihre  Quadrate  sind 
samtlich  kleiner  als  2.  Erhöhen  wir  in  diesen  Zahlen  die  jeweils  letzte 
Stelle  um  1,  so  erhalten  \nT  die  Keihe: 

(  2    1,5    1,42    1,415  1,4143 

deren  Glieder quadratc  durchwegs  größer  als  2  sind,  weshalb  sie  zur 
Kla-sse  gehören.  Die  (Frenze  zwischen  diesen  beiden  Gruppen 
und  A2  iä^t  nun  elxMi  nichts  anderes  als  die  durch  diese  l»eiden  Funda- 
mentalreilien  definierte  irrationale  Zahl.  Dazu  brauchen  wir  ja  nur 
noch  zu  1>eweiseii,  daß  diese  beiden  Fundamentalreiheu  dieselbe  Zahl 
darstellen . 

Na(  ii  den  früheren  J)arlegungcn  muß  hierzu  a„  «„'  mit  wach- 
senden; H  ZM  Null  werden.  Nun  sieht  man  aber  leicht,  daß  nach  unserer 

Aufstellung  das  allgemeine  Glied      lautet :      +       >  ^'orin  unter 


% 
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ilie  Zahl  mit  Au.suahino  der  letzton  Dezimale  verstandeu  wird.  Daiui 

\     -T-  l 

ißt  femer:         J„  +  ,  und  es  folgt: 

**"     **"  ^   10"      10"*^  !      YO"      10*      lO*  '**      10"  I  10" 

welcher  Au»di"uck  aber  mit  wachsendem  n  kleiner,  verschwindend  klein 
wird. 

Unsere  beiden  Fundamentalreihen  sind  daher  einander  gleich  und 
stellen  dieedbe  Zahl  dar,  wobei  jedoch  die  Zahlen  der  einen  im  Quadrat 
stets  größer,  die  der  anderen  stets  kleiner  als  2  sind. 


Detleki nd^) ,  von  dem  diese  zw  eite  Einführung  der  irrationalen 
Zahlen  dtirch  die  olx»n  charaktetisieiteii  Schnitte  stammt,  hat  mm  ge- 
zeigt, daü  mau  unter  Zugiuudeh'LMum  diesei-  l)<^fiiiit ioii  der  inatioualen 
Zahlen  durch  Schnitte  die  Rech  n  uiig.sgt-.setze  für  die  irrationalen 
Zahlen  auf  diejenigen  für  die  rationalen  Zahlen  zurückführen  kann 
und  sich  dieselben  für  die  ersteren  mit  jenen  f&r  die  letzteren  als 
gleich  erweisen. 

Die  rationalen  Zahlen  haben  wir  bereits  oben  durch  Punkte  einer 
geraden  linie  dargestellt^). 

(keift  man  nun  zwei  solche  Punkte  dieser  Geraden  heraus,  welche 
die  Bilder  beliebig  naheliegender  rationaler  Zahlen  sind,  so  gibt  es 
zwischen  ihnen  imm»  noch  unbegrenzt  viele  Punkte,  denen  entweder 
die  zwiächenliegenden  rationalen  oder  irrationalen  Zahlen  entsprechen. 
Auf  diese  Weise  ist  nun  jeder  Zahl  der  gefundenen  Zahlenreihe  ein  Punkt 
dei  (  Jeradeii  zugeordnet.  Wir  vsagen :  Wir  haljen  die  Zahlem'eihe  auf  die 
Punkte  der  Geraden  abgebildet,  die  wir  in  diesem  Falle  auch  Zahlen' 
linie  nennen. 

Zoftkn-üflM  dtr  ittUan  Zahhn. 

-/       -J*  -tm^s»-  -i  '        '     »ff  im-  15 

Fig.  4. 

Ob  auch  umgekehrt  jedem  Punkte  der  Geraden  eine  Zahl  ent- 
spricht, können  wir  nicht  beweisen,  sondern  wir  müssen  es  annehmen  i 
d.  h.  wir  sagen,  daß  jedem  Punkte  der  Zahlenlinie  eine  bestimmte 
rationale  oder  irrationale  Zahl  entsprochen  soll^).  [Cantorsdies  Axiom.) 


')  Riehard  Dcdekind:  „Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen." 

*)  Vpl.  FiR.  1.  S,  <i. 

^)  Diese  Anualuftt'  oder  dies<'s  Axiom  hat  sirh  als  zweckniaßii;  iiiid  jfenÜL'en«!  für 
die  onnlytisch-epomotriselien  Vntersurliungen  er<;eljeii. 

Daü  die'-  iiichl  di»  ciüzi.i»-  Mö.:!ii  lik''it  ist.  zeigt  z.  Ii.  t  »ro««  «»  in  seinen  ^.'umil- 
Ugen  einer  inehrdunenMonalen  (Jeometne,  denn  man  kann  nach  iJim  noeh  andere 
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Fafisen  wir  demnach  xiiuere  Auftragungeii  »uf  der  ZaMenlinie  zu> 
sammeii,  so  kOmieii  wir  sagen; 

1.  Der  ganzen  (ratioiial«i)  Zahl  n  entspricht  der  Punkt, 
der  durch  »-maliges  Abtragen  der  Einheitsstrecke  gefunden 
wird. 

a 

2.  Der  gebrochenen  rationalen  Zahl  ^   entspricht  der 

Punkt,  der  durch  a-mal  wiederholte  Abtragung  des  ö-ten 
Teiles  der  Einheitsstrecke  gefunden  wird. 

3.  Gefunden  wird  ein  Tunkt,  welcher  einer  irrationalen 
Zahl  entspricht,  indem  man  sich  ▼ermitteis  der  Fundamen- 
talreihe oder  dem  unendlichen  Dezimalbruch  —  der  Ja  aus 
evaet  Summe  vom  lauter  rationalen  Zahlen  besteht  —  auf  Grund  der 
Angaben  unter  1.  und  2.  einem, bestimmten  Punkte  bis  auf  be- 
liebige  Annäherung  nähert. 

Für  das  Umgekehrte  gilt  dann  eben  das  oben  aufgestellte  Axiom. 

Wir  haben  im  Falle  3.  die  Forderung  gestellt,  uns  einem  Punkte 
bis  auf  beliebige  Nähe  su  nähern.  Wollen  wir  dies  tatsächlich  aus- 
führen, so  stoßen  wir  auf  die  Schwierigkeit,  daß  durch  das  Arbeiten  mit 
unseren  Meßinstrumenten  sowohl  wegen  der  nicht  idealen  Ausführung  der 
Instrumente  selbst  als  auch  wegen  der  UnvermeidUchkeit  von  Un- 
genauigkeiten  bei  ihrem  Gebrauche  stets  Fehler  bedingt  sind,  d.  h.  wir 
können  die  Genauigkeit  des  Auftragens  tatsächlich,  wie  in  praktisch 
geometrischen  Ansfühningen,  m'cht  bis  ins  Uiiboschi äiikte  st^igeni, 
sondern  wir  stoßen  schließlich  selbst  bei  \erweu(lin»g  Wrgröße- 
rungen.  M'ic  einem  Miki'oskop  nnf  zwei  j*uiikte,  deren  iMitfernnng  «o 
klein  ist.  daß  wir  dieses  ganz  kleine  Stück  der  Geraden.  sf',i,-t  liei  R*-- 
traehtunu  nnter  deni  Mikroskop,  als  einen  Punkt  ansehen  nm>^en.  Wir 
sagen  daher  mit  Kh  in,  es  bestehe  für  das  tatsächliche  Auftrajien  \  oa 
Strecken  ein  sog.  Sc lurell envrrt .  d.  h.  ein  Mindestmaß  für  di(>  Kiit- 
fernung  zweier  l*uiikte,  damit  wir  sie  noch  als  getrennte  i'unkte  auf- 
zufassen imstande  sind.  Wie  groß  dieser  Schwellenwert  ist,  hängt 
von  unseren  Instrumenten  und  der  Präzision  unseres  individuelleii  Ar- 
beitens ab. 

/nhlen  definieren,  dio  >rleielifam  die  Liuketi  7wisolien  den  inationaleu  Zahlen  nock 
aasfüllen.    ViiroHise.  »U^llt  diese  Zahlen  dar  duiA  h  die  Furiu: 


wo  Oy,  fl, ,  rt^.  •  ■  •  peMÖlmÜclie  tee)le  Z  iilf-n  sind  und  .  >i..,  ■  •  ■  s^o^r-  unendlich  rrnße 
Zuhlen  von  steij.'rnd«'r  üiuüenordnini«!.  d.  h.  /, .  unendlich  groß  gegenüber  //, ,  aber  un- 
endlich klein  gegenüber  //,  usw. 

(Bezüglich  der  näheivn  Krlüuteiuntr  der  Heuriffe  „unendlich  gfoD''  und  t^unend« 
hch  klein"  verweisen  wir  auf  »}>atero  Teile.  S  230  «.  ff.) 
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Wenn  dem  aber  so  ist,  dann  hat  es  scheinbar  eigentlich  keinen 
Zweck,  praktisch  von  irrationalen  Zahlen  zu  sprechen,  da  wir  ja  tat- 
sächlich nnr  endliche  Desimalbrfiche  aufzutragen  imstande  sind,  ohne 
diejenigen  Teile  des  Dezimalbruches,  die  noch  Strecken  liefwn,  unter- 
halb des  Schwellenwertes  in  Betracht  zidien  zu  können.  Ist  z.  B.  der 

Sch  weilen  wert  ^Mikron        yuj,  d.h.  jqJ^  ™**^>  ^  hätte  es  keinen 

Zweck  und  Sinn  mehr,  die  Millionstel  des  Dezimalbruches  mit  in  Be 
traeht  zu  ziehen.  Ebenso  kann  es  für  gewiFse  andere  Zwecke  genügen, 
z.  B.  mit  siebenstelligen  Logarithmen  zu  arbeiten,  worauf  die  Loga- 

rithment^ifeln  eintreriehtet  «ind:  niit  anderen  Worten:  Das  praktische 
Rechnen  hat  mit  den  nnendlichen  Dezimalbrüchen,  also  den  irratio 
nalen  Zahlen,  tatsächlich  gar  nichts  zu  tun.  Wir  kommen  damit  auf 
einen  (iegensatz,  den  Klein  als  denjenigen  zwischen  PräzisionH- 
mathematik  und  Appro.rimationitmathematik  bezeichnet,  der  um 
noch  öfter  begeben  wird'). 

Präzi  ^ionsmdt  Ih  )ii<itik  ist  nadi  Klein  das  Keclnien  mit  ab- 
solut geiiaiu  n  Zahlen,  d.  h.  mit  solchen,  derfii  C^nauigkeit  unbegrenzt 
ist,  für  die  es  also  iiht-rhaupt  keinen  SehxA clU-tiw ert  gibt. 

Jy'xQ  Approxi  ttiati<ni.suialheniatik  \\m^e^<.'\\  ist  das  Rechnen  mit 
Zahlen  von  l><*griii/t<'r  ( ieiuiuigkeit,  d.h.  es  wird  beim  Aufstellen  der 
(iesetze,  denen  die  Zahlen  unt<-i  uorfen  werden  sollen,  darauf  Rücksicht 
genommen,  daü  diesell>en  nur  bis  auf  eiueu  gewissen  Wert  genau  be- 
kannt sind.  Man  untersucht  also,  welchen  Einfluß  die  durch  die  Be- 
obachtung notwendige  Schwankung  ihres  Wotes  auf  das  Endresultat 
hat.  Das  letztere  wird  infolgedessen  hier  selbstverständlich  auch  wieder 
nur  bis  auf  eine  gewisse  kleine  Größe  genau  berechnet  werden  können. 
Man  treibt  also  eine  Mathematik,  die  von  den  nur  annähernd  bekannten 
Größen  handelt.  Das  Wort  ÄpproximatioruniatkenuUik  ist  also  nicht  »o 
zu  verstehen,  als  ob  die  Resultate  wegen  der  ungenauen  Rechnungs- 
weise  nur  angenähert  richtig  wären,  sondern  sie  sind  es  nur  dadurch, 
daß  eben  schon  in  den  Zahlen,  mit  denen  wir  zu  rechnen  haben,  gewisse 
Schwankungen  dersellK'U  eingeschlossen  werden  müssen.  Es  ist  keine 
naJurungsweise  Mathematik,  sondern  eine  genaue  Mathematik  der  nähe- 
rungsweisen (approximativen)  Beziehungen-). 

Währenddem  für  den  Präzisionsmathemntiker  z.  der  konstruk- 
tive, zahlentheoretie>che  Charakter  der  Zahl  n  von  Bedeutung  ist,  begnügt 

')  vgl  IV,  S.  235  u.  ff. 

■')  «Hier  mit  KltitiHclii'ii  WioNn:  Es  ist  keine  a]i]>roxim.itivf'  .Muthcinütik  (.Vp- 
pruxiDUitionstnatbeiitfitik),  soiuieni  eine  Mathematik  der  approxiiiitttivrii  lk>/iehuii^cii. 

Näheres  rgl.  Fdix  Klein:  „AnwetkluDg  der  Differential-  luid  Intl•^rAl^echnun>r  n»«f 
ncometrii';  c'\ne  Revision  der  Prinzipien."  Antogr.  d.  Vorlesg.  88.  1901  v.  Kowr»  Müller. 
Leipzig  1902  L  Komm,  bei  Xcubaer,  S.  öff. 

ooer  audi  F.  Klein:  „Elementimnathematik  Yom  höheren  Stondpunkt  au^.^ 
Antogr.  d.  Voriesg.  WS.  IVlffltOB  t.  E.  Bdiinger.  Iiei[tzig  1908.  Teubner.  S.  89. 
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sich  der  Approximationsmathematiker  mit  der  Angabe  dieeer  Kon- 
stanten anf  einige  Dezimalen,  die  ihm  jede  TJnterauchnng  mit  der  ihm 
nur  erwünschten  CSenauigkeit  gestattet. 

Aus  dic^ser  Gegenüberstellung  ergibt  sich  auch  weiter,  daß  die  Be- 
handlung der  Prä/ision8niathematik  doch  die  (jniiidUige  für  diejenige 
der  ApproNltnationsmathematik  ist.  und  da  wir  niemals  mit  unfehlbarer 
Sicherheit  die  erreiehbare  obere  (irenze  für  den  Sehwellenwert  anzu- 
gel)on  imstande  sind,  so  erwäcliHt  für  uns  die  Aufgabe,  selbst  vom 
praktisehen  Standpunkt  aus  die  Präzisionsmathematik  in  vollem  Um- 
fang zu  behandeln. 

Daher  hat  für  iiiis  indertat  die  irrationale  Zahl  genau  so  viel 
Bedeutung,  wie  die  rutioiiale'). 

Fügen  wir  nun  der  natürlichen  Zahlenreihe  noch  die  so  gefundenen 
rationalen  und  irrationalen  Zahlen  hinzu,  so  erhalten  wir  die  Reihe 
der  reeUen  ZaMen» 

Schon  durch  die  Einführung  der  rationalen  Zahlen,  von  denen 
sich  die  gebrochenen  zwischen  die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe 
einschieben,  ist  eine  Zahlenreihe  entstanden,  in  der  die  Unterschiede 
zwischen  den  aufeinanderfolgenden  Zahlen  sehr  klein  geworden  sind; 
die  Reihe  ist,  wie  man  sagt,  stetig^)  oder  kontinuierlich  geworden, 
und  zw  ar  sagt  nian,  die  Zahlen  oder  Funkte  liegen  in  der  Zahlenreihe 
ülterall  dicht,  d.  h.  zwischen  zwei  iK'liehig  naheliegenden  rationalen 
Zahlen  gibt  es  immer  noch  unzählig  viele  dazwischen  liegende  eben- 
solche Zahlen;  anschaulich  a\isge<lrückt :  Jn  jedem  noch  so  kleinen  Be- 
reich der  kontinuierlichen  Zahlenreihe  gibt  es  immer  noch  l>eliel)ig  viele 
rationale  Zahlen^).  Im  weiteren  kanii  man  aber  noch  zwischen  die  ratio- 

')  V-l.  auch  S.  38  u.  23«. 

Auf  den  Hcghff  der  Stetigkeit  kommen  wir  8päter  noch  näher  zurück  (S.  120  21, 
319  u.  ff.). 

*)  Folgendes  BeiBpiel  möge  dies  erl&ulem:  Wir  wollen  neigen,  wie  man  zwi> 
Hchea  die  Zahlen  und  noch  unbegrenzt  viele  rationale  Zahlen  eiaschalten 
kann.    Zunächst  wfthlen  wir  die  Zahl,  welche  swischen  ihnen  in  der  Mitte  liegt, 

'  + 

10"     10'  11 

also  gleich  -    -  -  .         ist.    Zwischen  dieser  Zahl  und  der  mten  gibt  es 

M. 

.  j      .  10*     2 . 10'  31 

wieder  eine  mittlere;  sie  ist  ..—    .  •  ebenso  »wischen  der  mitt- 

2  4  •  10 

II  I 

I  2  •  10'    '  10'  13 

leren  und  der  zweiten  Zahl         sie  ist  -  -  -  -  —  .   '  „  .    In  einer  Reihe 


10'  2  4-10 

,,,,..„,,        1  13  11  10  1  . 

g.  s.  hneben  fulgen  die  ZaWen:        " '  *       lÖ^  *  * '  2  •  l6»    ' '  4  .  10'  " ' '  10' ' 

L'l<  ii  l««T  Wi'i.M«'  Ivftiin  man  nun  It  i  l;t  unVu  grenzt  virlc  soli  htT  ratinnih'r  Zahlen  l  iii- 
M-haheu  ulid  uatürlich  auch  iu  anderer  Tcihing  dit*««  ZwuchentH-haltungen  vornehmen. 
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iialrn  Zahlen  unzählig  viele  irrntionale  Zahlen  einschalten,  wodurch 
also  flie  Stetigkeit  der  Zahlenreihe  noch  erhöht  wird.  Sie  bildet  dann  das, 
wai}  muu  nach  CarUor  daa  absolute  ZithlenkOittlnuuiH  iieimt. 

Die  ganze  Art  der  Einführung  der  Zahlen,  wie  wir  sie  bisher  be- 
handelt haben,  wird  von  Hilbert^)  die  genetische  Methode  genannt» 
weil  wir  hier,  angefangen  von  der  Zahl  1 ,  durch  sukzessive  Erweiterung 
des  Zahlb^riffes  zunächst  die  ganzen  rationalen  positiven  Zahlen,  dann 
die  ganzen  rationalen  negativen  Zahlen,  die  gebrochenen  rationalen 
Zahlen  und  schließlich  die  iiTationalen  Zahlen  erzeugt  und  in  jedem 
Stadium  der  Entwicklung  ihre  Hechnuiigsgesetze  aufgesueht  hal)en. 
T>emgegenüher  stellt  dann  Hilbert  die  axiomatische  Methode,  welche 
für  die  Zahlen  in  almlichor  Weise  ausgebildet  wird,  wie  sie  in  der  (ieo- 
metri«'  s«'it  Enklid  geliandiiabt  wird;  d.h.  man  geht,  wie  es  Hilbert 
ausdriiekt.  von  einem  Sy.stcni  von  Dingen  aus,  die  als  Zalilen  Ix'zeichnet 
werden  und  durch  gew  is.sc  Buchstalx'u  a ,  b,  c,  •  «  •  benannt  werden. 

Für  dirsc  steUt  man  dann  gewis.'^e  Axiome  der  Verknüplung'*  auf, 
die  durch  bestimmte  Grundsätze  den  Begriff  der  Addition.  Multipli- 
kalioa  und  der  Zahl  Null  festlegen;  dann  die  „Axiome  der  Rechnung", 
die  uns  als  Assoziations-,  Kommutations-  und  Distribuiionsgesetz  be- 
kannt sind,  bei  Hilbert  also  als  Axiome  aufgestellt;  dann  die  sog> 
„Axiome  der  Anordnung*",  daß  für  a >  6 ;  6  >  e  auch  a>  c  folgt, 
und  wenn  a >  6  dann  a  +  e>  b  e  und  e  a>  c  b  ist,  und  wenn 
a>b  und  e>  0,  dann  a»e>b-e\  und  endlich  die  „Axiome  der  Stetig- 
keit**, die  in  dem  sog.  Archimedischen  Axiom,  welches  ausdrückt,  wenn 
a  =^b  und  a  >  0  durch  wiederholte  Addition  von  a  die  Zahl  b  iiber- 
schrittan  werden  kann,  also  a  a  a  +  '  "  -\-  a>  b ,  und  dem  sog. 
„Vollstandigkeitsaxlom"  bestehen,  welch  letzteres  im  wesentlichen  aus 
drückt,  daß  man  den  Zahlen  keine  M  eiteren  Dinge  hinzufügen  kann,  die 
gleichsmtig  alle  diese  Axiome  mit  erfüllen  würden. 

Diese  axiomatische  Einführimg  der  Zahl  weiden  auch  wir  spater 
zum  Teil  bei  der  Einführung  der  komplexen  Zalilen  berühren. 

Um  in  das  VefhäHoia,  das  zwischen  der  Menge  der  rationalen  Zahlen 

und  der  Menge  sämtlicher  reellen  Zahlen  lie.stoht,  eimii  ih  k  h  tieferen  Einlilick 
zu  gewinnen,  müssen  wir  einige  i:>fttze  aus  der  „Mengenlehre**)')  einführen. 

')  /).  Hithirt:  ..Cnimllav'en  <!•  i  ( ioouietrie.'*  3.  AtlfL  Anhang  f»  in  Samml.  W^'wseii- 
üchaß  und  Ilyptdhaie  M.  VII.  I9U9. 

*)  Naeh  Oeorg  Cantor:  „^randla^on    einer  B)1|;emeinen  Mnnnigfalti^ikeitalehre.'*' 

Leipzig  1883. 

—  Math.  Ann.  IW.  V.  187J.  Ö.  l2^ilL    .Math.  Ann.  Bd,  XV, 

1882.  S.  I  iinH  KH,  XXI. 
VgL  auch       Sehoenßies:  „Die  Em « it  kluni:  dci  L<-}uf  von  den  Punkt  iii.inniL.'f.iiiiL'- 

keiten."  .inliresl»;!-.  d.  Deutsch,  i^th.oVer.  VIII,  Bd.. 
2.  Heft,  löOÜ. 

—  „Mengenlehre."   EnzyU.  d.  math.  Win.  L  Bd.,  I,  5. 

F.  KUint  »»Anwendung d.  Diff.  u.  Integr.^Rechnjr.  a.  Geom.** S. 210a.  fF. 
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LetBtere  beicblltigt  steh  mit  den  Eigenwchftften,  die  einer  ZttBammeofaasang 

Ton  Objekten,  weldie  man  eben  unter  bestimmten  rmetSnden  eine  Menge 
nmnt,  z.nkonimen.  inHofem  man  davon  abstrahiert,  daß  es  gerade  dieeee  oder 
Jt<aeH  Objekt  ist  und  nur  auf  ihre  Zahlemnannigfaltigkeit  achtet. 

Man  versteht  nAmlioh  unter  einer  Menge  eine  ZasammeniMsung  von 
Objdkten,  TOn  denen  durch  die  Art  ihrer  Einfiihrang  bekannt  ist  oder  ein- 
deutig auFßCKagt  werden  kann,  daß  sie  zu  einer  faeetinunten  Qrappe  gehSien. 

Als  Beispiele  für  solche  Mengen  nennpn  wir: 

Nehmen  wir  eine  Streolce  und  teilen  dicso  in  ^wei  gleiche  Teile,  dann  jede 
Hftifte  wieder  in  zwei  gleiche  Teile,  jedes  Viertel  wieder  in  xwci  gleiche  Teile 
usw.,  to  ist  durch  die  Endpunkte  dieser  8o  entstehenden  Teilstrecken  eine 
gewisse  Punktmenue  definiert.  Von  jedem  Punkt  der  Strerke  können  wir 
entBchciden,  ob  er  der  „Menge"  angehört  inler  nicht;  er  muß  sich  el>eii  durch 
einen  solchen  Halbierungaprozeß  erreichen  lassen  oder  nicht  und  gehört  dann 
nir  ttUenge**  oder  nidit^  Natiirlioh  liann  man  euch  andere  Einteilungen  wAhlen. 

FQr  einen  zweiten  ¥&ll  denken  wir  uns  ein  Quadrat  gegel>eii  von  bekannter 
Seitenlänge.  Wir  können  dann  einen  Punkt  im  Innern  des  Quadrates  dadurch 
festlegen,  daß  wir  seine  Abstände  von  in  einem  j!^ckpunkt  zusammenstoßenden 
Seiten  angeben.  Solange  diese  Abstinde  kleiner  sind  ab  die  Seite  des  Quadrates, 
liegt  der  Punkt  im  Imiern  desselben,  und  demnach  sind  wir  imstande,  von  jedem 
Punkte  der  Kln-ne  zu  entscheiden,  oh  er  innerhalb  oder  luPri  rhiilb  des  Quadrates 
liegt.  Nach  unserer  IX^finition  hilden  dalu-r  die  Punkte  ini  Innern  des  Quadrates 
eine  „Menge"  und  ebeiiso  natürhch  diejenigen  außerhalb  derselben. 

Das  wärm  Beiqriele  für  »»Mengen**,  die  eine  unbegrenzte  Aotahl  von  Ele- 
menten enthalten;  doch  können  nalSrIloh  anoh  eine  begrenzte  Anzahl  von  Ele- 
menten eine  „Menge"  biklcn,  wenn  nur  von  den  Elementen  obiger  IXfinitionssatz 
der  ,,Menge"  ausgesagt  werden  Itann.  So  bilden  z.  B.  die  sämtlichen  VV  ui  /.ein  einer 
algebrajseb«!  Gleichung,  dwen  Zahl  bekanntüdi  Tom  Grade  des  Potenzexponenten 
der  Unbekannten  x  aÜiangt.  eine  endliche  „Menge**;  denn  vcmi  jeder  Zahl  kann 
ich  entscheiden,  (d>  sie  Wurzel  der  (ilciclumg  ist  oder  nicht.  Auch  die  Bäume 
eines  umgrenzten,  umzäunten  (iartens  oder  Waldes,  die  Zie^l  eines  Daches,  die 
Blumen  eines  Straußes  usw.  bilden  Mengen. 

Eine  „Menge",  die  nur  einen  Teil  der  Elemente  einer  solchen  enthält,  nennt 
man  eine  Teilmeng'  \(>n  dieser. 

Zwei  Mengen  lieilien  ä  q  ui  ral  i  h  t  oder  ijliich  mächtig,  wenn  «sieh  die  Ele- 
n»ente  der  einen  Menge  ohne  Kest  in  emdeutiger  und  umkehrbarer  W  eise  den  Ele- 
menten der  anderen  Menge  zuordnen  lassen,  iidem  man  also  jedem  !Bement  der 
einen  „Menge**  ein  und  nur  ein  Element  der  anderen  auordnet  und  umgekehrt. 

So  ist  z.  B.  eine  „Menge"  von  8  Punkten  oder  8  Körpern  o<ler  von  8  Zahlen, 
z.  B.  1,  2,  3,  4.  5,  «,  7.  8  oder  10  15  17  •  30  •  öl  00  KM),  kurz  von  8  Ele- 
menten eine  „Teilnunge"  von  einer  solchen  mit  Iii  Kierueuien.  JJiesu  beiden 
Mengen  sind  nicht  gleich  mächtig,  weil  sieh  die  8  Ek^mente  nicht  den  12  Ele- 
menten einzeln  so  zuordnen  la.ssen,  daß  keine  Elemente  der  einen  ohne  ihnen  zu- 
geordnete Elemente  der  andeieu  bleiben,  wie  FiL'ur     atidi  utet. 

Je  nach  dem  Verhalten  zu  diren  Teilmengen  unlej>chcidet  man  zwei  funda- 
mental verechiedene  Arten  von  Mengen,  nämlich: 

1.  „Mengen'*,  die  keiner  ihrer  „Teilmengen**  äquivalent  sind;  das  sind  die  tnd» 
liehen  Mengen,  wekhe  also  nur  aus  einer  endlichen  Anzahl')  von  Elementen 
bestehen,  wie  z.  B.  im  obi^n  Beispiel. 

')  Eine  tndlicht  Zahl  (  Nn/nlilj  i-r  eine  solche,  für  die  es  iioch  eine  L'n'ißero 
eibl,  falls  uiHii  eben  die  ^'ull  ub  die  kleinste  Zahl  betraehtet  uud  «bo  nur  ubsohito 
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2.  ,3ifiogen'%  die  eJner  ihrer  »»Teiliiieiigen"  aquivaleiit  liiMl;  das  sind  die  «n< 
endlichen  H engen.  Sie  bestehen  aus  einer  nicht  mehr  durch  eine  endliche  Zahl 
angebbaren  Anzahl  oder  Maanigfaltigk(  it  von  Elementen.  Eine  solche  Menga 
hikleii  z.  B.  die  Zahlen  der  natürlichen  Ziihlenreihe: 

12  3  4    6     6  ... 

von  der  daa  ernte  Element  die  Zahl  1,  daa  xweite  die  Zahl  2,  daa  dritte  die  Zahl  3 
usw.  ist 

Denn  bezeichnen  w  die  allgemeine  Zahl  dieser  Reihe  mit  n,  so  können  wir 
eine  andere  Zahtairrihe  lälden,  deren  allgemeiiiea  GSad  die  Vorm.  2  h  hat^  wtMbm 
abo  s.  B.  für  n  =^  1,  2,  3»  •  ■  -  lautet: 

2  4  6  8   10   12  ■  •  . 
oaeoooooooeo 


OOOOO  o  o  o  >  •  ■  * 

*  FiB.  5. 

Hier  können  ■«  ir  dio  Zalilcn  (h  r  zweiten  Roihc  ilcn  Zahlen  der  ersten  einzeln 
ohne  Rest  znonlnen,  indem  wir  einfaeh  der  Zahl  1  iler  ersten  Reihe  die  Zahl  2 
der  zweiten  Reilie,  der  Zahl  2  der  ersten  die  Zahl  4  der  zweiten  Reihe,  der  Zuhl  3 
der  ersten  die  Zahl  6  der  zweiten  Reihe  anordnen»  wie  Figur  aejgt; 

12  3  4  5  ü  .  . 
2    4    6    8    10    12  ■  •  • 

\)\\:^'  ^)eiden  Zahlen n^en^'en  nind  al>n  äquivalent  oder  gleicli  mächtig  und 
doch  ist  die  zweite  Reihe  nur  eine  Teilmenge  der  ersten  Reilie,  da  ihre  Elemente, 
die  Zahlen  2,  4»  6,  •  •  • ,  in  der  ersten  mthalten  sind* 

Mit  solchen  „unendlichen  Jllengen"  *)  hesdiftftigt  sich  nun  ini  hesonderen 
die  „llenganlehie". 

\V«le  der  Zahlen  in  Betrjjelit  zieht ;  sie  i»t  der  Oitinun^slx-griff  der  „endlichen  Menge". 
Ihr  gegenüber  t^toht  die  ttnendliche  Zahl  rU  Ordnuiiir>l>''.rriff  der  „unendlil^ien 
Menge";  vgl.  diesbezüglieh  das  hier  folgende;  auch  S.  Ii-,  244. 

*)  Ks  wird  dem  üpeneren  mit  lujendliehen  Meng«>ii  und  ül)erhau|tt  unendlichen 
Zahlen  (dem  Ordnungsbegriff  der  unenilli«  h*  n  Menge),  wns  ebenso  für  (irenzprozesse 
ilherhatipt  auszudehnen  wiirr.  von  iiliilosoplüs* !iir  Seite  der  V'orwmi  L'emaeht.  daß 
man  mit  Größen  operiere,  die  durch  einen  Frozeli  entstanden  sind,  der  tat(<achiich 
unvollfQhrbar  ist.  Diesem  i^nwand  acheint  aber  ein  Irrtum  zugrunde  zu  liegen,  denn 
wir  mÜ8«en  einen  Unterschieti  iriar  lx  ii  /.witi  lit  n  einem  Prozeß,  den  wir  in  im-^erer  Vor- 
Stellung  echritt  weise  aussuiüiiren  hüben  und  einem  Ptozeß,  den  wir  vermöge  des  Ge- 
Mtaes,  durch  das  er  gegeben  ist,  vollführt  denken  können,  ebne  in  der  Vorstellung  die 
Möglichkeit  zu  hahen,  alle  Schritte  tatnäehlich  auszuführen.  Es  ist  eben  ein  Unter- 
schied zwischen  tatsäehlieher  Ausführung  eines  unl)egrenz(eu  Prozesses,  die  natürlieh 
immer  unmöglich  bleiben  muß  und  der  dur<h  logische  Setzungen  auf  Grund  der  sie 
exakt  definieifnden  Begriffe  vollzoireiicn.  X  u  diese  lei/t(ii'  i-st  die  Grundlai^e  fler 
unendlichen  Mengen,  der  unendliclien  Z.ihlen  mi<l  ül)erhaupt  «Ii  i  Orenzpr'v/.C'^^o  in  der 
Mathematik;  die  erstere  iht  nur  em  Veran><chaulichungsmittei,  ohne  dies  eix'n  exakt 
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Wenn  wir  als  Etemente  der  Menge  Zahlen  wählen,  »o  erhalten  wir  eine 

„Zahlenmenge":  speziell  in  der  natürlichi-n  /nlilrnicih*-  InU-n  wir  vuir  ^t)1i-hr. 
deren  Elemente  die  Zahlen  wind.  Hierbei  haUn  die  Jiezeiclmungen  der  Ekint  tUf 
(die  natürlichen  Zahkn):  Einn^  Zun\  Drei  usw.  oder  Zwei^  Tier,  Sechs  usw.  jiui 
den  Zweck,  die  Rangpidnung  oder  Aufeinanderfolge  der  Elemente  feetsnlegen. 
Ndimen  wir  als  sokifae  Punkte  i>der  Steine,  k»  erhalten  ^ir  eine  „Punktmenge** 
oder  ..Steinmenp'"  uhw.  Da  wir  die  Znhl»"n  diinh  l'unkte  auf  einer  Geraden 
mittel»  Zuordnung  „ubbüden**  können,  so  geuugt  di«.  iietrachtung  von  Punkt- 
mengen  überhaupt.  Dabei  ist  aber  stete  tot  Augen  zu  halten,  daB  ee  eu  jeder  he- 
8timraten  „Zahlenmenge"  auch  nur  eine  ganz  bestimmte  „Punktmenge"  gibt,  die 
wli  crlialtt'ii,  indem  wir  den  einzelnen  Zahlen  in  gnnz  Ix^stiniinloi  W<'i>o  Puiiktt' 
einer  (üradin  zuordnen;  und  nur  die  so  gefundenen  Punkte  halH-n  zu  der 
gebenen  Zahlennicngc  eine  Beziehung.  Will  man  eine  Erweiterung  vurnehmeii, 
so  muß  diese  besonders  definiert  werden,  a.  B.  indem  wir,  wie  gezeigt  wurde,  die 
rationalen  Zahlen  dadurch  auf  eine  Gerade  abbilden,  daO  wir  einen  Nullpunkt 
und  einen  Einheitepunkt  wählen,  denen  wir  die  Zahlen  0  und  1  luordnen  und  dann 

erreichen  zu  k«hTnpn.  ww  alle  Veraiisrhaulichun^sniittel.  Der  let/tiTf  I*rn7<-H  L'(l)"rt 
der  Präaüsionsninthemutik  au,  während  der  ervtere  etneiu  empiiischeu  (erfahruug'<- 
gemftBen)  Gesichtspunkt  entspricht. 

Diu  Vorftellunir  kann  Tiifnnal>  iidiiiiuat  (d.  Ii.  für  <lie  i»Ti-/nfii|irrnden  ÜiJeratiomMi 
gleichwertig)  ti«iu  der  uueodlichen  Menge  aU  Ganzes,  ab  inat he ina tische«*  Individuuni, 
dns  wir  mathematisch  behandeln,  weil  sie  eben  als  tatsächliche  (empirische)  Vorstellung 
hii't^  mir  eine  endliche  Meiifje  von  Objekten  «nler  Prozens+en  zu  uinfaK»en  imstande  ibt. 
Aber  diese  Vorstellung  gibt  vermöge  «Ic^  (U^tzei«,  uuf  Grund  dessen  sie  die  endüohe 
Menge  erzeuct  hat,  einen  an.Hchaulielien  Führer  für  die  lof;isch  definierten  und  zu 
^4etzenden  unlH'jfrenzten  Menffcn  vt»n  Objekten  «kUt  Pn»zes8en.  Die  N'orHtelluni;  kann 
das  Kndc  dieser  uidK-grenzten  Reihe  nie  Iii  <  t  rt  iclien,  wohl  nher  vermag'  rliirt  h  die  jiprpI/- 
mäßige  Festlegung  logiHcli  der  Prozeli  tur  weitere  Betrachtungen  als  zu  Kndc  «geführt 
gedacht  werden. 

Es  kann  nl-so  keim-  Vorstellung.'  einer  Mentie  dorn  IVpriffe  der  unendlii  In-n  Menge 
jemals  adäquat  werden,  soudem  stets  nur  eine  Annäherung  an  diesen  ergeben. 

Wenn  ich  Hape,  die  Gesamtheit  der  reellen  Zahle»  existiert  oder  diese  unendliche, 
nicht  abzahlbare  Mi'iis.'<  existiert,  so  soll  damit  nicht  gesagt  «ein.  ich  könne  diese  Zahlen 
in  einem  Uewulilsoinsakt  als  einzelne  geeenwiirti^'.  itrii>ent  halx'n,  denn  da.«  i«t  in- 
dertat unmöglich,  »ondern  nur,  daß  jeile  Zahl  vermöge  der  Verknüpf ungsgesetze  und 
der  Rechnungsge.setze,  die  endlich  an  Zahl  sind,  als  zu  dieser  unendliche»  Mt  nj/e  gehörig 
völlig:  frst^clcgt  ist,  und  insofern  Ix-di  utct  ilif  Kxistenz  der  unendliehen  MeiiL'c  dieser 
Zahlen  nur,  daü,  welche  diexer  Zahlen  wir  amh  aus  dicMcr  Menge  heraute^reifcn  mögen, 
jede  diesen  Gesetzen  unterliegt,  also  durch  «lie  völlig  charakterisiert  ist.  «Sie  iiind  alm. 
um  f'=!  nochmaLs  zu  wie<l<Tli<>lt'n.  nii  hf  tls  I'in/i  liinri\idnfM  in  ihr-  i  («e.Hamtheit  in 
einem  itewußtt«eintiakt  vorhanden,  tioudcrn  dire  (Je^anitheit,  aL^o  die  Menge  al8  logischer 
Bogriff,  nh  mathematisebee  Individuum  durch  eben  diese  Eigenschaften  hersusgetöat. 
und  nichts  anderes  .»*oll  ja  die  Existenz  der  Men;:e  IxHleuten. 

Von  dietter  Frage  verschieden  ist  dann  die  andere  nach  der  Damtellbarkeit  oder 
Vorst  eil  barkeit  dieser  einzelnen  Individuen  der  Menge.  Da  kann  nstiirlidi  keine  end- 
Uehe  Aii/u)il  von  Proze.«>>  i\  -  »mrli.  he  Znlilon  liefcni,  M>tidem  nur  eine  unbegrenzte; 
also  z.  15  Ix  i  iler  Dezimalbnieli-i)«! ^t<■lhmj^  der  irrational'  U  Z.ihlen  die  verschiedenen 
Mögiu-hkeiten  der  Kombinationen  der  Zuhlcn  a,  die  alle  Zulikn  zwischen  0  und  Ü  l>e- 
deuten  können.  Aber  in  diesem  Sinne  winl  ja  nicht  die  Existeixz  der  unendlichen  Mengen 
mathemnti-^fh  viH.ui.'t.  sondern  nm  in  dem  vorhin  charakterisierten  Sinne. 

In  dem  eben  betrachteten  binnc  fragt  man  (bei  der  Dar-  oder  Vorutellung)  nur 
nach  dem  einzelnen  Individuum  der  Menge:  die  Menge  als  Gesamtheit  da^regen  ist 
eben  ilurcb  die  ihn*  rndividucn  Ii  u  ikf«  ti-^irr'  imI.  n  Eisicnhchaften,  nicht  durch  du- 
Dar-  oder  Vorstellbarkeit  von  den  übrigen  Dingen  herausgehoben  und  daher  nur  iiaeli 
logischem  Gebrauche  als  Individutim  sbgegivnzt. 


Digitized  by  Gqogle 


^  2.   Die  irntioiiale  Zahl. 


33 


die  8ti»eke  0  —  1  wiederholt  auf  der  Geraden  abtragen  und  dm  folgenden  Skid» 

punkten  jewoila  die  folgenden  Zahlen  2,  3,  4,  5»  •  •  ■  znOtdnMi. 

li«-zijßlirh  dos  Verhältnisses  eine«  l'unktes  tut  Menge  unterscheidet  man 
ieoiierie  Funkte  und  Verdichtunga-  oder  Grenz-  oder  Häufungg-Punkle 
einer  Menge.  Ein  Grenzpunkt  ist  ein  solcher  Punkt  einer  Menge,  in  dessen  be> 
liebig  kleiner  Umgelmng  ein-  oder  beidseitig  ea  immer  bdieing  viele  Punkte  gibt, 
die  der  Menge  angehören.  Einem  isolierten  Punkt  kommt  dieae  ESgenscshaftniciht  SU. 

So  besteht  z.  B.  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen 

12  3     4     6  6  •  >  • 

aus  lauter  isolierten  i'unkten ;  denn  man  kann  innerhalb  der  stetigen  Zahlenreihe 
um  jede  dieara'  &li]en  Bereiebe  abgtenzeai,  imieriialb  dmer  eine  andeie  Zahl  dieser 
Zahlenreihe  nicht  vorhanden  iat^  bildlidi  k.  B.  durch  iswei  Qnerstncbep  wie 
oben  angegeben. 

Dagegen  zeigt  folgende  Figiu-,  welche  die  natürlichen  Zahlen  ihrer  Ordnung 
nach  von  einer  Geraden  auf  eine  andere  Gerade  durch  Projizieren  von  P  aus  über« 
tiigt  (die  Stedten  «nl  g  brauchen  su  diesen  Zahlen  nicht  gleidi  zu  sein,  d»  es 
•tcb  nur  um  die  Ordnungsangabo  handelt),  daß  die  Punkte  auf  ^  in  der  Gegend 
von  A  sich  häufen.  Ein  noch  so  kleiner  Bereich  Ui  A  enthält  also  Punkte,  die 
der  Zahlenmenge  angehören,  und  en  muü  also  auch  dasselbe  für  das  unendlich 
feme  Element  von  g,  insoweit  es  der  gegebenen  Zahlenmenge  angehört,  gelten. 
A  ii^t  somit  ein  „Häufungs-"  oder  „Grenzpunkt"  der  Zahlenmenge  2^  ■  •  • 
nnd  das  unendlich  feine  Efement  der  natürliche  Zahlenreihe  ein  soldier  von  dieaer. 


f     1     5     5     7     7     ff  i     9      »     n     m     9     *  a 

Fis.ft 

Ebenso  ist  der  unbegrenzte  o«ier  —  wie  man  avich  .nagt  —  uuendliclie  l>eyjnjal- 
bruoh  nichts  anderes  als  ein  Aggregat,  eine  Menge  oder  Summe  von  unlix^rcnst 
vielen  tationalra  Zahlen«  Dieae  hat  aber  einen  sog.  Grenzwert,  dem  der  Deidmal- 

bnich  mit  wachsender  Stellenzahl  zustrebt,  und  dieser  Grenzwert  ist  die  irrationale 
Zahl.  Stellen  wir  uns  dtm  Ganze  durch  Punkte  auf  einer  Geraden  dar,  so  bekommen 
wir  eine  Punktiucnge,  die  den  rationalen  Zahlen  ent.spricht.  Zum  Ikjispiel  für  den' 
Dezimalbruch  23678  •  •  •  ist  es  die  Menge  der  rationalen  Zahlen  2  2.5  2,66 

2.Ö07  2,öü7«       oder  die  .Suimne  solcher:  2       j^.-  f(XKX)    '   '  '1*"^"  i^'*''- 

punkte  sicli  einem  bestimmten  Punkt,  eben  jenem,  welcher  die  irnitiannle  Zild 
djtrHtc'llt,  auf  unmittelbare  Nuihbai-schaft  nähern.    AUo  gibt  es  dann  in  jccieni 
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unmittelbaren  Bereich  um  diesen  Punkt  Punkte  dieser  Reihe  oder  Menge;  c^r  int 
da]|er  der  Häufunfft-  oder  Ortnzpunki  denelbeo. 

Für  die  irrationale  Zahl  )  2  =  1 .41421866  •  •  ist  die  zugehörige  Punktmenge, 
dargrstellt  durch  die  Punkte  mit  dvn  Rangierten  1;  1,4;  1,41;  1,414;  1,4142  ■  -  •  , 
anschaulich  abgebildet  in  folgender  Figur. 


Fif.  7. 

In  allen  diesen  oinzclnen  Beispielen  ist  nun  ein  allgemeiner  Satz  (enthalten, 
der  für  sie  als  P-woisgrund  gilt,  und  ■wir  ^v^lHen  (lensfllx'n  hier  der  Vollsten digkeit 
hallx  i  inid  um  die  gt'gebcnen  Erklärungen  auf  eine  sicherere  Basis  zu  gtützen» 
einführen.  l>er  Satz  lautet: 

Jed6«ne»rf{>efte  JlfeA^ehftt  mindestens  einen  Fer<I«eAiiit>g«p««ifcl, 
d.  h.  einen  Punkt,  in  dessen  nooh  so  kleiner  Nähe  steta  Punkte  der  Menge  vor- 
handen sein  müssen  oder  der  die  Eigenschaft  hat,  daß  in  jedem  noch  so  kleinen 
Intervall  um  diesen  Punkt  von  beiden  Seiten  oder  von  einer  Seite  immer  wieder 
Paukte  der  Menge  vorhsDden  sind,  also  es  dte  Interfall  bei  dieMin  Punkte  ohne 
andere  Punkte  der  Menge  nicht  pbt. 

Wir  nehmen,  um  dieses  zu  beweisen,  etwa  an,  es  sei  eine  unendliche  Menge 
auf  dem  Intervall  a  h  oder  —  da  wir  durch  Übertragung  l>zw.  Zuordnung*) 
ein  solches  endUches  stets  auf  ein  beliebiges  anderes  Intervall  bringm  können  — 
Mtf  dem  bitervaU  0  •  •  •  1  ^ihanden.  Teilen  yrx  dann  dieaee  Intervall  in  lOfleiahe 
Teile,  so  muß  mindestens  in  einem  dieser  Teile  die  Menge  «jeder  tmendKch 
groß  sein;  denn  w.'in  n  in  jfrjr  ni  fler  Teile  nur  endlich  viele  Pnnkte,  so  gäl>p  es 
auch  überhaupt  nur  endlich  ^^ele  Punkte,  was  aber  gegen  die  Vorausaetzung  ist. 
Sei  nun  der  Teil,  in  welchem  die  Menge  unendlich  ist,  etwa  derjenigt>,  welcher 

dargestellt  ist  durch  die  Form  0  -  j^'^  bisO  j    '         ,  wo  c,  eine  der  ganzen  Zalden 

0,1,2  ..  .  9, SU  teilen  wir  dicHtm  Teil  wieder  in  lOgleiche  Teile  undesmußdann  wieder 
aus  analogem  üruude  in  einem  dieser  Teile  die  Menge  unendlich  sein ;  er  «ei  dar- 

gestellt  durch  die  Form  0  +     +  v^A  bisO  +  ,»  +  ~ShÄ    >  ^^o^Q ^ dUw n&mlidie 

10     X™  10  1™ 


BedenUmg  wie  c,  hat.  Dann  tMlen  wir  dieses  biterrall  wieder  in  10  gleidie  Teile 

')  In  nebenstehenden  Skizzen  ist  angedeutet,  wie  mau  ein  bcUebigeä  cudUc-hea 

^        Intervall  mit  seinen  Ponkten 

durch  ZuordnuiiL'  leicht  auf 

»  ..  >      X  .vAn-y'^  MJK'tM'    i"*®*  beliebige  andere  end- 
*  jc    ^       \  /  /  y  lieh«  IntenraU  bringen  kann. 

/  /         \         j  y  Man  hat  nur  dafür  SU  Borgen» 

»      rJyf^         y  daß    pirb    im  vernnschau- 

 i/\x'  .fi^        ^  y  lichendcn.   Lfaphisehcn  Bild 

/-j-^  'V'V/-^   aie  Strahlen  d.nvli  Ori^dnal- 

/ punkt  im  .dtcii  liitcrv(dl  und 
gj!^'  zugeordneten  Punkt  im  neuen 

Fl«.  &  Intervall  in  einem  Punkte 

8ehnciden,  der  un-*  dtirch  die 
z\^^8chen  den  gegenseitig  zugeordneten  Punkten  der  gegebenen  Endpunkte  gezogenen 
Verbindongegendcn  fzegeben  wiid. 

Auch  die  ZiinrdnunL'  einr,^  endlichen  zu  einem  unendlidien  Intervall  mit  seinen 
Punkten  oder  umgekehrt  ist  in  gleicher  Weise  möglich. 
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und  fahren  so  fort.  —  Diese  lutervalie  worden  nun  immer  ii^leiner  und  in  jedem 
so  gefandeoen,  noch  so  kleinen  müssen  sich  immer  wieder  nnendüdk  viele  Punkte 
befinden.  Nach  einem  Satz^),  den  wir  spater  ausführlich  beweisen  werden,  nahem 
eich  dieee  InlervaUe  einem  gewiesen  Cbmupnnkte»  der  denn  dnroh  den  onendliolMii 

l>e»m«lbrttoh:0  +     +  ^  +      +  * ' '  <)«8BSteUt  winL  Li  der  Umgebung 

dieeee  Punktee,  und  mag  »ie  nodi  so  Uein  edn,  mvB  ee  denn  null  uneerer  Kon- 
8truktion  imbegreiist  viele  Punkte  geben;  der  Punkt  ist  also  dnaog.  FewKdfclMwgs* 
oder  Grenzjrtmkt,  womit  tinBcn'  Tv  hauptung  erwiesen  ist. 

Für  die  unendliche  Menge  der  gjMimn  Zahlen  ist  die  haehe  geometrisch  in 
Fig.  6  anschaulich  gemacht,  indem  durch  die  Projektion  dieser  V^erdiohtungnpunkt 
ans  dem  UnendUohen  in  den  Punkt  A  anf  ^  hinfiber  pro^xiert  wurde. 

Bezeichnen  wir  eine  Menge  mit  die  Menge  ihnr  isolierten  Punkte  mit  Mi 
und  die  Menge  der  Grenzpunkte  mit         so  sind  folgende  Falle  möglich: 

1.  Es  ist  Mg  CS  0,  d.  h.  sämtlidie  Punkte  der  Menge  sind  isolierte  Punkte; 
man  nennt  die  Menge  dann  eine  iaolitrH  Menge, 

2.  Die  Menge  hat  Grenzpunkte  und  «nthSlt  jeden  denelben;  sie  hnfit  dann 
eine  nfigt  srhiosgene  Mengp. 

3.  Es  i»t  Mi  ~  Of  d.  h.  die  Menge  enthält  nur  Grenzpunkte;  sie  heißt  dann 
in  »ich  dicht. 

4»  XNe  Mieoge  beelebt  aus  lauter  Gienzpunkteo,  ist  abo  in  sich  dioht  und 
jeder  ihrer  Qren^pnnkte  gehwt  ihr  an,  abo  ist  «ie  an<di  abseeobloeeen.  Man  nennt 

sie  dann  eine  'perfekte  Menge. 

Es  gibt  namhch  Mengen,  welche  Grenzponkte  haben,  wo  aber  diese  den 
Mengen  selbst  nielit  angehören,  wie  vrir  bald  aeben  weiden.  Bsrnm  muB  man 
untcrschekien  Ewiscbm  aoldien  Mengen,  die  ilue  Qienzpnnkte  enthalten  und 
aolohen,  die  es  nicht  tun. 

Man  nennt  ferner  noch  eine  Menge  überall  dicht  liegend  in  einem  Be- 
reiche, wenn  es  in  diesem  letzteren  keinen  Teilbereich  gibt,  in  dem  nicht  Punkte 
der  entoren  Menge  liegen. 

Unter  Zuhilfenahme  dieser  Begiifie  kiSnnen  wir  nun  das  Verhältnis  der 
Menge  der  rationalen  Zahlen  SUr  Menge  der  irrationalen  Zahlen 
folgendermalien  charakterisieren: 

Die  Menge  der  rationalen  Zahlen  ist  in  eiek  dicht;  denn  in  jeder 
noch  so  kleinen  Umgebung  irgendeiner  rationalen  Zahl  gibt  ee  be* 
liebig  viele  ebensolche  Zahlen.  Also  bildet  jede  rationale  Zahl  einen 
// äufungs-  oder  Grenzpunkt.  Aber  diese  Menge  ist  nicht  abgeschlosseUf 
denn  es  gibt  Grenzpunkte  von  rationalen  Zahlen,  eben  die  irratio- 
nnltn  Zahlen,  die  ihr  nicht  angehören. 

In  ob^em  Beispiel  der  Menge  der  rationalen  Zahlen: 

1;  1,4;  1,41;  1,414;  1,4142;  1,41421;  1,114213  •  •  • 

gehört  den  n  Grenzpunkf ,  irrntir male  Zahl  12  =  1,41421356  •  • ,  der  die  Ele- 
iiu  nie  (Ii  i  Menge  zuBtreix^n,  dei-seibeu  nicht  an,  wenn  schon  sich  in  denkbar  größter 
Kähc  von  \  2  —  1,41421356  •  •  -  rationale  Zahlen  der  Reihe  befinden,  nämlich  zwei 
sie  behebig  eng  einschließende  BezimalbrQche  von  begrenzter,  wenn  auch  sehr 
großer  Stellenzahl. 

bestehen  also  gleichsam  noch  offene  Felder  von  Zahlen,  falls  man  ntir 
die  rationalen  Zahlen  in  Betracht  zieht.  Nimmt  man  dagegen  die  irrationalen 
Zahlen  mit,  betrachtet  also  die  gesamte  Menge  der  reellen  Zahlen,  ko  hat  man  eine 

*)  Satz  aber  die  Einschaohtelung  der  Intervulle  vgl.  8.  384— S(>. 
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in  sich  dichte  und  auch  at^;e8chlossene  Menge,  d.  h.  eine  perfekte  Zahlenmenge 
oder  nadk  CatUor  daa  absohite  ZakleMkontinunm. 

Aber  noch  ein  weiterer  fundanientater  Unterechiod  findet  sich  zwischen 
diesen  beiden  Reihen  der  nit  i<MiHlcn  und  irrationalen  Zahlen.  Um  ihn  zu  verstehen, 
müsaen  wir  noeh  den  ik-giiit  der  Ahzählbarktii  von  Mengen  definieren.  Da 
nämlich  die  Menge  der  natürübhen  Zahlen  die  einlaohate  unendliche  Menge  ist, 
so  hat  man  aie  gleicliBam  ab  den  Normal-  oder  besser  Einheit8ty}>u8  der  unend« 
liehen  Mengen  angenommen ;  ihre  ^niohtiRkn'l  «  ird  allgcniein  mit  (■>  iH-zeichnct . 
Man  kann  nun,  wi»*  oTx'n  srhon  pes;igt,  Mengen  vergKichfii,  indem  niuii  sie  uuf 
ihre  Mächtigkeit  pnift  und  geschieht  die»,  wie  üben  bereiU  gesagt,  indem  man 
untemuoht«  ob  aidi  die  Eleniente  der  einen  Uenge  eindeutig  und  umkehrbar  dm 
Bäemenien  der  anderen  /.iiordnen  laaaen.  TriffI  es  zu,  so  nennt  man  sie  Mtngtn 
tv-»f  ijjrirher  M ächtigkeit.  mulJ,  um  von  Mächtigkeit  der  .Meiitren  sprechen 

%\i  können,  eine  Vei^gkioLBUieiige  haben,  da  ja  dieser  Begriff  nacli  Definition  nur 
selatiT  ist.  Man  nennt  nun  imandliclie  Mengen,  deren  Elemente  für  eidi  ockr  su 
Gruppen  —  diese  Gruppen  klonen  endliche  Mengim  oder  s(>lb8t  abzählbar  un> 
endUche  Mengen  ^'in  zusammengi^falit  eindentip  niid  \iink(  lirl>ar  den  Eleiuenten 
der  natürhchen  Zahle  lUfilie  zutrenrdnet  wr  nien  können,  abzählbarf  Mengen,  in- 
dem man  aUo  dalx-i  die  Menge  der  nalürlieiu'n  Zahlen  als  die  nuehstlic^endc  und 
am  kicliteaten  in  ihren  Eigensohaften  übersehbare  als  Grundlage,  ab  Ebment  des 
Begriffes  „Abzähl barkeit"  wählt.  Unter  Zuhilfenahme  dieses  Begriffes  kann  man 
nachweisen*),  daü  die  Menge  der  rationalen  Zahlen  ahzfihlbar.  wahrend  die 
Gesamtmenge  der  reellen  Zahlen  nicht  melir  abzählbar  ist;  man  ^gt,  die  letztere 
bt  TOQ  höherer  Mächtigkeit,  und  rwar  von  jener  des  „Kontinuums  c'\ 

Ab  Beispiel  woUen  wir  einen  einfiMshen  geometrischen  Prozeß,  der 
eigentUch  Wi  l^-traclitun^  der  regelmäßigen  Polygone  sehr  nahe  hegt,  konsequent 
verfolgen  und  zusehen,  was  dabei  herauskommt. 

Wir  zeichnen  einem  Kreise  mit  dem  Zentrum  C  ein  gleichseitiges  llreieck 
ein  und  dann  duroh  Halbierung  der  swisohen  seinen  drei  Eckpunkten  o,  6,  c 

liegenden  Kreisbogen  ein  Seeliseck,  dureh  wie- 
derliolte  HaII)ierung  ein  ,  24-,  -Eck. 
Den  so  angedeuteten  Konstruktionsgang  denken 
wir  uns  immer  weiter  fortgesetzt  und  fassen 
nun  die  Eckpunkte  dieser  regelmäffigen  Poly- 
gone ins  Auge. 

Die  so  entstehende  Punktmentre  ist,  zu- 
nächst abzählbar  aus  folgendem  Gruiuie: 

Wir  ordnen  der  Zahl  1  zu  die  ersten  drei 
Punkk  n,  h,  r  als  Punktnienge  I;  dann  ordnen 
wir  der  Zahl  2  /u  die  darauf  (entstandenen  neuen 
Halbierungspunkte  d ,  >  ,  f        (Jrup|)e  11;  der 
Zahl  3  ordnen  wir  die  neuen  im  weiteren  Ilal- 
bierungsprozeß  entstandenen  6  Punkte  zu  ab 
Grup]x^  III  und  k(>nn' n      die  ( lesamtheit  der 
Pttnkte,   die   dureh  diesen   Pm/»  «»nt-^te})cn. 
derart  in  (irupi)cn  leilen,  daJi  dies<dlK'U  eindeutig  den  Zahlen  der  nuturlichen 
Zahbni^ihe  zugeordnet  werden'),  wie  folgendes  Schema  andeutet : 


Ponktgruppe: 

Natürliehe  Zahlenreihe: 


I 
1 


11 

I»  EU 


III 
Kl.) 

3 


')  Vgl.  G.  Cuntur:  „Grundlajreii  ...  l.  e. ;  .1.  :<ciu)tftjltn^: 
■)  Dabei  wäre  auch  die  ZusammenfaHiimK  mit  jewi-il-s 
zur  neuen  Gnipfio  zuläiim«!. 


IV 
4 

„Die  Kii!  w  i'.  kluiii:  .  .  .  1.  i 
h)1«*o  (>iolM>riif<'ii  Piinkli'u 
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Dann  aber  iat  naeh  obigem  diese  Menge  der  Punk^nippen  eine  abaiblbaie 
und  da  jede  diewr  Oruppea  eine  alizählbare  Panktmcngc  ist ,  so  folgt,  daß  anch 
die  Gesamtheit  der  so  eibalteiieii  Folygonpunkte  aal  dem  Kreise  eine  absikhlbaie 

Punktmcngf  hiklet. 

Auüeitiem  liegen  die  EleiueuUb  dieser  uneudÜchen  Puuktiuengc,  die  Polygon* 
ecken,  fiberall  dicht  auf  dem  Kreise  C,  ireil  wir  in  jedem  noeh  so  kleinen  BiterroOe 
aaf  demselben  um  einen  Eckpunkt  iraiteri>  Hükhe  Eckpunkte  finden  k^nen;  denn 
wt»gen  der  Unix'grenztheit  de«  Prozesses,  durcli  den  die  J^olyponccken  immer  näher 
aneinander  rücken,  ist  eine  Grenze  für  das  Intervall  zwischen  zwei  Polygooeoken 
nkdit  angebbar;  also  mfissen  in  jedem  noeh  so  kleinen  Intervalle  Eckpunkte  aufler 
den  angenommenen  li^n  und  das  ist  ja  nach  der  Definition  die  I^-dingiing  für 
eine  überall  diehte  Punlctmenpe.  -  Und  doch  bilden  diest^  PolyKoneckeri  norh 
nicht  die  Getiamtheit  der  Punkte  der  Kn'isperipherie.  d.i  zwei  l)eiiuolibarte 
Ecken  stet«  ein  Kreisbogen  verbindet,  »ie  albo  trul^em  niemalH  direkt  zuiiammen» 
kommen ;  die  Übenfoekung  des  KieiwB  O  findet  daher  doroh  die  unriihBg  Tiefen 
Polygoneokm  nie  vollständig  statt. 

Wähi-^-nd  nämlich  die  Polygoneckpunkt«'  J<ieh  wie  die  rationalen  /idilcn  in 
einem  bestiniiuteu  Intervall^  hier  dem  Umfang  des  Kreise««  C,  verhalte  n,  «^ind  auf 
demselben,  gfeiohsam  anf  den  xwiscbenliegenden  Kreinbogen  liegend  (wovon  aber 
besser  Abstand  genommen  wird,  da  unsere  Voratelhing  dem  Proseaae,  durdi  den 
sie  entstanden,  bis  an  srin  Ende  nielit  /,u  folgen  imstande  int;  hier  tritt  an  die 
Stell*^  der  NOixtellung  allein  der  iogiitche  Begi'iff),  auch  nii-n/,punkte  ixier  Ver- 
dichtung.spuiikte  der  Menge  der  erstereu  vorhanden,  die  ihiieu  mchi  angehören; 
diese  w&rden  somit  den  in  diesem  Intervall  voibaadenen  irrationalen  Zahlen  oder 
Punkten  entsprechen. 

l'nsere  abzählbare,  überall  dichte  Purtktmengc  der  Polygonecken  bildet  keine 
strenggenommen  kontinuierliche  Kurve^  wenn  äcUon  aie  den  Eindruck  einer  vollen 
Korve  maebt;  d,  b.  es  ist  in  der  emiitrisdimi  Vwstellunf  in  der  unmittelbaren 
Ansehairang  ein  Unterschied  Ewisdien  beiden  nieht  erkeuibar  wegen  des  überall 
dichten  Überdecken«,  da  man  Ix  i  dieser  Punkt  menge  nicht  notwendig  einen^Punkt 
dieser  „Kurve" ' )  treffen  m  u  Ii ,  um  von  dem  inneren  iiut  äuUere  Gebiet  zu  gelangen, 

')  Wir  haben  das  Wort  Kurve  in  „''•Zetehcn  gesetxt,  weil  man  naob  dem  eben 

Gesehenen  den  Begriff  einer  solchen  einschränken  muß.  Man  kann  nieht  schlecht 
eine  unendliche,  d.  h.  hier  eine  unbeschrankte  Punktmenge  (d.  i.  eine  solche,  deren 
Gesamtheit  niemals  erreichbar  ist,  »o  viel  Punkte  nutn  aucli  im  Moment  annehmen 
mag,  da  os  immer  noch  mehr  Punkte  ^-ilit,  die  der  Mengi-  nicht  angehören)  auch  eine 
Kurve  nennen,  wndeni  man  macht  dafür  die  Einschränkung,  die  durch  Jordan  in 
der  nach  ihm  benannten  Jurdanschen  Kur%'e  (vgL  •/ordaa;  „Cour«  <l'aiia/y««")  festgelegt 
ist,  daB  eine  Pimktmenge  dann  und  nur  dann  als  Kurve  aufsufaflsen  ist,  wenn  sie  di« 
Khf-ne  in  zwei  (Irbifff-  tl«'r;irt  trcnnl,  <laß  tnan  von  dem  »'incii  in  das  Mndere  nur  ,uif 
dem  Wege  gelangen  kann,  daU  man  einen  Punkt  der  Punktmenge  trifft.  l>ie  ünind- 
Isge  ffir  diese  Definition  bildet  die  Gerade  mit  ihren  ciftmttiebeu  retienBlen  mid  imitio- 
nalen  Punkten,  die  eine  hoKIii-  (IcltUtsteilmiL'  in  der  Klime  indcrfal  liti vorbrinut. 

Im  AxuchluMie  hieran  könnte  man  tüch  die  Frage  vorlegen,  was  unter  dem  Inhalt 
einer  solchen  Punktmcngc,  wie  sie  s.  B.  dureh  die  von  uns  eioKefflhrte  übenll  didite 
Punktmenge  auf  dem  Kreit^e  gegeben,  verstanden  werden  soll,  da  ja  der  Umfang  des 
Kreises  zu  2  r  erst  wird,  wenn  wir  die  auspelafi'iencn  irrationalen  CJrcnzpunkto  hinzu» 
fügen.  Indertat  hat  man  durch  geeignete  Pefinitiun  gefunden,  daß  der  Inhalt  einer 
folchen  abzählbaren  Punktmenge  und  damit  auch  je<it  r  i  iidUehen  «trl^  null  ist.  So 
würden  dir  rnif  doüi  Intervall  O  l  cini-r  (Jeraden  Ii>';.'i«nden  rationalen  Punktr,  oti- 
wohl  für  unsero  Vorsteilung  schon  die  ganze  Strecke  repriisentierend,  noch  keinen  Inhalt 
besitaen;  ent  mit  den  iirstionalen  Pimkten  bilden  sie  dann  das  für  unsere  Auffassung, 
was  wir  die  Strecke  0 — I,  eine  Strecke  von  bestimmtem  Inhalt,  d.  h.  von  bestimmter 
lange,  nennen. 


Digitized  by  Google 


3S  EiutUbruitg  dci  Zabl. 

in  nekiM  Ctoliiete  j»  die Efaeoe  dufdi  dien  Paaktmenge  geteilt  wird;  das  trifft  su, 
wenn  man  nämlioh  den  Weg  durch  einen  der  imtionalen  Punicte  htodurch  ge- 
wftblt  denkt,  wie  die  Skizze  andeutet. 

Die  Ge&amÜieit  der  zur  Kreifiperiphei  ie  zu  zäiilenden  Punkte  i»t  die  Punkt - 

^   menge  auB  allen  ntionalen  und  iiratioualen  Punkten,  denen  aUe 

rationalen  und  irrationalen  Zahlen  dieeee  Intervallcs  (da»  durch 
f  '       die  Länge  soinos  Urnfangi-s  b/^v  .  wir  als  Voränderliclie 

\  J        den  Zentriwinket  betrachten,  durch  das  Intervall  0       2.i  ge- 

\^   /         geben  ist)')  ontaprechen.    Ersten;  von  ihnen  bilden  eine  ab- 

10.  sIUInui^  letsteie  nidit  ahtühlhare  Menge»  beide  roeummen 
da.s  infolgedenen  aneh  nidit  AbEihlben  Kantinauni»  <iae  von 
höherer  Mächtigkeit  ist. 

An  diesem  Beispiel  erkennen  wir  auch  wieder  deutUch  den  Unterschied 
swieolien  PlrSiieiooe»  imd  ApproxiniationBnisthematik,  wie  sdion  die  enriUinte 
NichtvorsteUbaikieit  andeutet.  Die  erstere  läßt  die  irrationalen  Punkte  nicht  auJfer 
Betracht,  wohingegen  die  letztore  sieh  mit  den  rationalen  Punkten  der  Polygon - 
ceken  als  Kreisnngo^t/'  ^^^^gnügt.  Elx'uso  können  wir  l>ei  den  dureh  nnsen  n  Proz**U 
definierten  Polyguucckpunkteu,  Mxbaki  ihre  iieöHiulheit  üb  vorliegend  lietrachtet 
wild»  in  der  VonteUnh^i  nidit  eimelne  von  üinen  henndieben,  w«M  aber  dnroh 
nneeren  begrilfliclk  feetgelegten  FhMDeB,  der  aie  uns  einzefai  hefertw 


fane  irrationale  Zahl  wird»  wie  wir  sahen»  durch  einen  unbegrenzten  l>ezimal- 
bmeh  daigeetc^t.  Die  Dedmallnüeiie  aellMt  unteracheiden  sieh  dnroh  die  Zahlen, 
die  an  dm  verschiedenen  Stellen  —  deren  Stellenmenge  abzahlbar  ist  —  stehen. 

Tndcm  vAv  also  diese  Stelleti  sukzessive  mit  allen  Zahlen  der  natürlirhrn  Zahlen- 
reihe V)elegen,  d.  h.  mit  den  ganzen  Zahlen  0,  1,  2  bii*  in  allen  möglichen  Kom- 
binationen, so, bekommen  wir  die  sämtlichen  Dezimaibrüche  mit  unbegrenzter 
SteHwmaM.  Unter  ihnen  werden  dann  aadi  die  periodischen  Dezimalbrfidie  Mit- 
halten sein,  die  bekaontK«^  rationale  Zahlen  datstellen;  trottdem  bleibt  nooh 
eine  unbegnoste  Menge  von  irrationalen  Zahlen. 


§  3.  Die  imaginäre  ZahL 

Da»  Rechnen  mit  den  Zaiüi  u  tülu  t,  indem  mau  aus  bekaiuitiii 
GrftOen  onbekaoute  zu  berechuen  sucht,  auf  Gleichungen.  J)ie  Un- 
bekannte beseicbnet  man  dann  meist  mit  x  oder,  wenn  ihrer  mehrere 
sind,  wShlt  man  für  sie  die  Bachstaben  y,  z,  u\  v  usw.  Nach  dem 
höchsten  Exponenten  der  Unbekannten  teilt  man  die  Gleichungen  in 
solcfae  ersten»  zweiten  usw.  Grades  ein,  von  denen  uns  schon  die  Glei- 
chung vom  zweiten  Grade  auf  eine  weitere,  neue  Art  von  &h]en  fuhrt. 

Eine  solche  Gleichung  zweiten  Grades  lautet  bekanntlich  in  ihrer 
allgemeinen  Form,  wenn  wir  mit  6,  c  bestimmte  positive  oder  negative 
Zahlen  bezeichnen: 

ax-  -|-  das  -f  c  =  0 
oder,  weim  man  durch  den  Koeffizienten  von  x-  dividiert,  auch  kurzer: 

X*  A^  'l    X  -\  ({  =  ^ 

Die  UiSgUohkeit  der  Übertragung  auf  ein  anderes  Intervall  i.<<t  gegeben  nach 

&  34. 
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Ihre  Lösungen  oder  Wurzeln,  d,  h.  die  VVert«;  von  x,  lüe  sie  erfüllen, 
finden  sich  aus  der  Formel: 

Der  unt^deni  Wurzelzeichen  befmdliche  Ausdruck  p-  ~q,  genannt 
die  IHsknminante  der  quadratischen  Gleichung,  kann  eine  positive  oder 
negative  Zalil  oder  null  werden.  Kr  wird  negativ,  wenn  q  selbst  positiv  ist 
und /y-  kleiner  als  7  ausfällt.  In  diesem  Falle  wäre  also  die  Qundrat  würze! 
ans  einer  negativen  Zahl  zu  ziehet).  Dies  ist  aber  mit  den  bisliei  kennen 
gek'rnten  reellen  Zahlen  nicht  durchführbar,  da  es  keine  .'^olche  Zahl 
gibt,  welche  die  Probe  autihält;  d.  h.  es  ist  unmöglich,  unter  den  reellen 
Zahlen  eine  solche  zu  finden,  die  zum  Quadrat  erhoben  den  Wert  der 
negativen  Diskrijuinant*;  liefert;  ist  ja  doch  das  Quadrat  jeder  posi- 
tiven und  negativen  Zahl  stets  positiv.  Das  Näehsthegende  wäre  da- 
her die  quadratische  Gleichung  als  nicht  immer  lösbar  zu  erklären  tmd, 
für  eme  mögliche  Lösung  derselben  die  ange<leuteten  Bedingiuigen  an' 
zug^bm*  Um  nwi  aber  die  ausnahmslose  Gültigkeit  der  mathematiBohen 
Sitae  au&eoht  erhalten  zu  können,  ist  man  übereingekommen,  hier 
neue  Zahlen  durch  eine  zweckdienliche  Definition  einzuführen.  Fuhrt 
man  nun  diese  Zahlen,  die  den  für  leeUe  Zahlen  gültigen  Operations- 
gesetzAn  unterworfen  werden  können,  in  die  Zahlenreihe  als  gleich- 
berechtigt ein,  so  gilt  dann  natürlich  der  Satz  über  die  zwei  Wurzeln') 
einer  quadratischen  Gleichung  ganz  allgemein;  man  hat  nur  hinzuzu- 
fügen, daß  diese  Wurzeln  unter  Umstünden  diesem  neuen  Zahlengebiet 
angdiöien  können. 

Dieee  so  geschaffenen  Ztüilen  sind  uns  in  der  nicht  ganz  glücklichen 
Bezeiehnungswcise  im  Gegensatz  zu  den  bisherige  reeUen  Zahlen  als 
ifmfiginärc  Zah  Jen^)  bekannt  geworden,  nicht  ganz  glücklich,  denn  es 
handelt  sieh  tatsächUch  um  Zahlen,  die  gleichsam  eine  mathematische  Not- 
wendigkeit darstellen .  Ihre  allgemeine  Form  ist  — m  ,  wo  a  selbst  positiv. 
Unter  Allgemeingültigkeit  der  Formel  •  B  ^  \  A  -  \  ß  kann  man  diese 
imaginäre  Zahl  auch  durch  das  Produkt  \ü  ■  \  1  ersetzen,  worin  }/a 
eine  reelle,  positive,  im  allgemeinen  irrationale  Zahl  ist.  Das  Neue  an 
der  imaginären  Zahl  reduziert  sich  damit  auf  'den  Ausdruck  V— 1» 
welchen  man  nun  als  die  Einheit  tief  InHiffhUlren  XnMen  eingeführt 
hat.  Für  sie  wird  auch  oft  die  zum  erstenmal  bei  Euler  getroffene 
und  daiui  voni  Göttinger  Mathematiker  K.  F.  Gauss  verallgemeinerte 
Bezeichnung  /  {jQm«aache»  i)  verwendet.    Wir  haben  also  dort  „1" 

')  d&6  jede  quadratiadhe  Gleichung  (2.  Grades)  zwei  Wniwln  hat,  ciu  Speiialftll 
von  dem  viel  aUgemeiiieiini,  da0  jede  algebniaehe  Olmchnng  m«  Cen  Grades  stets  m 

Wuneln  besitzt, 

*)  Zun  enrtflonuüe  soUen  die  imaginiien  Zahlen  anno  1M5  bei  Cardano  htSSkuäg 
bei  der  Lflsong  der  koUsoiien  Oteiebung  aufgetreten  sein  {tA.  Klein,  F.  Autogr.  L  o.» 
&  138). 
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KiniUiirun)^  Uer  Zalii. 


als  Ejinlieit  der  reellen  und  hier  die  Gauaasche  Einheit  »»^  —  1  als 
Einheit  der  imaginären  Zahlen.  Bezeichnen  wir  vorübergehend  die  reelle 
Einheit  1  mit  e  und  die  imaginäre  Einheit  f  —  1  mit  ,  so  besteht 
zwischen  diesen  beiden  die  Beziehung  ti^^^—e,  denn  indertat  ist 
( f^—i)*  —  —  (I) ,  d.  h.  das  Quadrat  der  imaginären  Einheit  ist  gleich  der 
negativen  reellen  Einheit.  Ebenso  gilt :  e  •  Sj  ^  e, ,  also :  1  *  f  —  1 «  /  —  1 . 
Die  ganzzahligeu  Potenzen  der  imaginären  Einheit: 

i*  1,  =  =      t«-  ^l  =  t«  usw. 

zeigen  eine  periodische  Wiederholung  der  Zahlen  )  —  1 ,  -f- 1  ,  -  J—  1  , 
—l,  und  zwar  so,  daß  für  n  als  beliebige  positive,  ganze  Zahl 

t*»  «  +1  ;  t*"+>  —  \  -1  ;  t*»*«  =  -1  ;         ^  — l"-! 

ist. 

Die  allgemeine  imaginäre  Zahl  setzt  sich  au8  einer  bestimmten  An- 
zahl imaginärer  Einheiten  zusammm,  wie  die  reelle  aus  der  reellen 

Kinheil  1  .  So  ist  z.B.  \  3  -  3  |  —1  —  V"-i  +.  J  —1  +  |  1  =^  3  % 
die  imaginäre  Zalü,  welche  aus  der  Zusammenfasäuitg  von  drei  imagi- 
nären Einheiten  hervorgegangen  ist;  es  ist  also  3  der  Koeffizient,  der 

die  Anzahl  der  zu  nehmenden  imaginären  Einheiten  angibt. 

Auch  hier  kommt  man,  wie  bei  den  reellen  Zahlen,  zur  Unter- 
«eheidung  von  positiven  und  negativen  imaginären  Zahlen,  deren  ge- 
nipirischaftüclR'  Einheit  )  1  mit  dem  positiven  Vorzeichen  als  Ein- 
heit der  positixen,  mit  dem  negativen  Vorzeichen  als  Einheit  der  nega- 
tiven imaginären  Zahlen  gilt. 

§  4.  Die  gewöhnliche  komplexe  Zahl. 

So  wenig  sieh  eine  bestimmte  Anzahl  von  Dingen  mit  einer  an- 
deren  bestimmten  Anzahl  qualitativ  davon  ganz  verschiedener  Dinge 
zu  einer  einzigen  Gesamtzahl  zusammenfassen  läßt,  d.  h.  es  hat  keinen 
Sinn  z.  B.  zu  sagen:  \'^ier  Steine  und  sechs  Bäume  sind  gleich  zehn  •  •  • 
was?  —  falls  man  ilire  (jvialitative  ^^"^sehiedenheit  aufrecht  t'Tliält  — 
so  ist  es  nun  auch  unzulässig,  eine  Itestimmte  Anzahl  reclkr  nnd  imagi- 
närer Einheiten  zu  einer  Gej^amtzahl  zusammenzufassrn,  alw  zu  .sagen: 

4  reelle  Einheiten  (  4  -  4  •  1)  plus  (i  imaginäre  Einheilen  irtf  H  -  |  1) 
seien  zusammen  4      10=  denn  man  müßte  ja  tiugen  :  was? 

Ks  bleibt  also  niclils  übrig,  als  dii-selben  getrennt  zu  halten  utid  diese 
abermals  neuen  Zaldeii  duduich  dai/.u.stellen,  daü  niuii  duieh  ein  •  - 
Zeichen  die  Verbindung  der  reellen  und  imaginären  Zahl  zu  einem 
neuen  Zahlbegriff  zum  Ausdruck  bringt.  Das  f  -Zeichen  wird  hierbei  im 
Anschluß  an  den  Ausgangspunkt,  diese  Zahlen  zur  DarsteUung  der  reell 
nicht  vorhandenen  Wurzeln  einer  quadratischen  oder  höheren  Gleichung 
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zu  bemitzeii,  gebraucht,  wo  es  ja  ia  der  Lösung  die  beiden  Zahlgatt.ungeu 
▼erbindet. 

ao  entstandmie  Kombination  bezdcbnet  man  nach  Oau38  als 
komplexe  ZaM  >). 

Obigem  Beispidl,  der  Zusammenfassung  von  4  reellen  Einheiten 
und  6  imaginären  Einheiten,  entspricht  daher  die  komplexe  ZM 

4(1) -r  6(0  =  4 6  *  •  Drücken  wir  die  Anzahl  der  zu  wählenden 
ülinheiteu  allgemein  im  einen  Fall  durch  a,  im  anderen  Fall  durch  b 
aus,  SD  erhalten  wir  als  allgemeine  Form  der  einfachen  kom- 
plexen Zahl,  die  man  auch  schlechthin  die  komplexe  Zahl  nemit, 
den  Ausdruck: 

zu  ver.stelu'ii  und  zu  leHt-u :  z=^a  •  \  -\-h  '  i ,  bzw.  z  «  •  (  1 )  -j- 6  •  (  +  }'  —  1 ) , 
d.  h.  als  eine  Anzahl  a  reUer  Einheiten  und  eine  Anzahl  6  imaginärer 
Einheiten,  zusammengefaßt  zu  einem  iicu«.n  Kcjmplex.  Für  den  Aus- 
druck wäre  daher  bezeichneadei  dei"  Name  eines  komplexen  ZaJikn- 
paarea,  dessen  allgemeine  Form  auch  besser  2  ~  a  -f  &  f  i  ist,  worin 
a  und  h  Anzahlen  von  Einheiten,  im  ersten  Fall  reeller  {  [  1} ,  im  swdten 
Falle  imaginärer  (±]  -Ij,  bedeuten. 

Auf  Grund  olMger  Definition  der  einfadien  komplezo:!  &hlen  als 
aus  zwei  verschiedenen  Zahlenarten  (reeUe  und  imaginäre)  zusammen- 
gesetzte Zahlenpaare  lassen  sich  nun  für  sie  die  folgenden  grundlegen- 
den Gesetze  aufstdlen: 

1.  Zwei  komplexe  Zahlen  [a|  +  6]  0  und  [Oi  +  ^sf]  können  nur 
gleich  sein,  wenn  Oi  —  a^  und  bi  =  6|  ist,  d.  h.  wenn  sowohl 
die  reellen  Bestandteile  unter  sich  als  auch  die  Koeffizienten 
der  imaginären  Teile  einander  gleich  sind. 

2.  0ie  Summe  (Addition)  zweier  komplexen  Zahlen  [ag-{-  bgi] 

und  [02+  bftl  kann  nur  die  komplexe  Zahl  [(a^H-  o«)  +  *\ 

Ijedeuten,  da  nur  die  reellen  Teile  unter  sich  und  die  imaginären  Teile 
für  »ich  vereinigt  als  gleichartige  Zahlen  addiert  werden  können;  also 
güt  die  Formel: 

I«i  +  «»1  iJ  +  l«s  +     H  =  U«i  +  ^' J  +      +  ^)  *1 

3.  Die  Differenz  (Subtraktion)  zweier  komplexen  Zahlen 
ergibt  sich  analog  aus  der  allgemeinen  Form  wieder  als  komplexe 
Zahl: 

Ia,  +  [«,  +       -  [(a,  -  rt»)  +     -  h) 

')  welche  Bezeichnunf?  Oausa  in  einer  Ail>eit  vom  Jahre  1831  an  Stelle  des  bis 
dahin  für  »olchu  Zwecke  gebraucht«!!  Wortes  imtigiitär  vorschlägt  (vgl.  Klein,  F. 
Autogr.  I.  c,  S.  143). 
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4.  Unter  dem  Produkt  aus  «iner  reellen  Zahl  und  emer 
komplexen  Znhl  [a+^fl  versteht  man  eine  andere  kompUxe  Zahl, 
die  atdi  ergibt,  indem  man  die  g^bene  als  Binom  betrachtet , 
mit  der  reellen  Zahl  multipliziert,  so  daB: 

«» •  (a  +  fr  i]  a»  [9Ma  + fr  i] 

B  Ha  Produkt  »Weier  komplexen  Zahlen  führen  wir  ein 
die  J^orm: 

[«i  +  frifl  •  [«,  +  ^  i]  -         -  fr,»*)  +  Kfrs  +  Äia,)fl 

■ilao  wieder  eine  komplexe  Zahl,  d.h.. wir  betrachten  auch  hier 
die  komplexe  Zahl  wie  ein  Binom  von  Zahlen  und  wenden  daianf 
die^Multiplikationar^gel  der  Binome  an. 

6.  Für  die  Untersuchung  der  Division  B Weier  komplexen 
Zahlen  [Oi  +  ^^fl  und  [oi  +  ^fi  suchen  wir  den  Quotient  su  be- 
stimmen. 

Wir  setsen: 

«I  +  *i »  , 

und  suchen  die  Unbekannten  x  und  y. 

Eb  muB  dann  nach  Definition  der  Bivieion  sein: 

tti  +  6j  i  -  (a^  -r-  6j  ♦)  {x  h  y  i) 

^  a^x  +  Offfi     b^xi  —  b^y 

a,  -f  &,  i  ^  (o^x  —  ft^y)  ^  (/joo:  -|-  a^y)» 

Wenden  wir  auf  die  beiderseits  .steluMiden  komi  lt  xen  Zahlen  den  obigen 
ersten  Satz  an,  so  ergeben  sich  die  beiden  Ciieieliungen : 

Oi^a^x  —  bfp  i  Oj«  —  bfff  —  a,  =  0 

bi     b^x  -j-Ogy  ;  6,«  +  a,y  —  6,  «  0 

woraus: 

a,<»t  +  6,6,  0,6, —i,«! 

Es  werden  also  x  und  y  \sirklich  reell  und  wii"  erhalten  somit  ata 
Quotient  zwerar  komplexen  Zahlen  wiederum  eine  reine  komfdexe  Zahl : 


[g,  +  fr,/] 
[«2  +  ij 


[«2  tii  -i-     bi         />!  —  b^  «t  1 
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d.  h. 

*  Als  Quotient  gweier  komfUxen  Zahlen  folgt  wieder  eine 
(einfache)  komplexe  Zahl»  deren  reelle  Bestandteile  dch  leicht 
unter  Beachtung  der  vorgenannten  Besiehungen  beetimmen  laseen. 

Aus  obigen  Darlegungen  ergibt  sich,  daß  für  die  einfachen 
komplexen  Zahlen  das  assoziative  und  koiumutative  Gesetz 
bei  Addition  gilt  und  dies  auch  für  die  Multiplikation  der 
i?al\  ist,  wenn  wir  das  distributive  Gesetz  für  i  magiuäre  Zahlen 
als  gültig  voraussetzen. 

Man  erkennt  femor,  dafi  das  Produkt  zweier  (einfachen) 
komplexen  Zahlen  nur  null  werden  kann,  wenn  ein  Faktor  zu, 
Null  wird,  d.  h.  für  eine  komplexe  Zahl  sowohl  der  reelle 
Bestandteil,  als  auch  der  Koeffizient  des  imaginären. 

Zwei  einfache  komplexe  Zahlen  mit  entgegeng^setstem  Vorzdcben, 
also  von  der  Form  [a-\-b%]  und  — [a  +  6 i]  =  [— a  —  6t]  nennt  man 
entgegengesetzt 

Unterscheiden  sie  sich  aber  nur  im  entgegengesetzten  Vorzeichen 
des  imaginären  Teiles,  was  bei  den  Formen  [a  b  i]  und  [a  b  t]  der 
Fall  ist,  so  spricht  man  von  zwei  konjugiert  komplexen  Zahlen,  da 
die  komplexe  Zahl  als  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  niemals 
allein  auftritt,  sondern  immer  in  Verbindung  mit  der  konjugiert  kom- 
plexen Zahl,  d.  h.  wenn  \a  •  h  i]  Wurzel  einer  solchen  Gleichung  ist, 
HO  ist  es  auch  \a  h  t].  Das  Produkt  zweier  konjugiert  kom- 
plexen Zahlen,  hier  a-  -  b-,  ist  stets  reell  und  ergibt  sich  die 
Form  der  zweiten  derselln  [a  —6»],  aus  der  erst^ren,  [a  bi],  in- 
dem man  in  diese  als  imaginäre  Einheit  nicht  -|  »,  sondern  — »  ein- 
führt, sie  also  in  der  Form  schieibt:  [a     b  ( — t)]. 

Aus  diesem  allem  ist  unter  Berücksichtigung,  daß  mit  6  0  die 
komplexe  Zahl  a  bi  in  die  reelle  a  übergeht,  ersichtlich,  daU  wii 
diese  komplexen  Zahlen  als  die  ullgemeinere  Zahlcnform 
gleichsam  an  die  Spitze  stellen  könnten,  um  dann  aus  ihnen 
die  reellen  Zahlen  samt  ihren  Gesetcen  als  Spezialfälle  herzuleiten. 
Wir  werden  indertat  sehen,  daß  ein  wichtiger  Begriff,  nämlich  der 
des  absoluten  Wertes,  für  die  komplexe  Zahl  eine  viel  allgemeinere 
Bedeutung  hat  als  bei  der  reellen;  aber  ffir  letztere  ergibt  er  sich  aus 
der  ersteren  durch  entsprechende  Spezialisierung.  Ebenso  ist  die  oben 
besprochene  imaginäre  Zahl,  oft  präziser  auch  als  rein  imaginäre 
Zahl  bezeichnet,  ein  Spezialfall  der  allgemeinen  komplexen,  nämlich 
derjenige,  wo  das  reelle  Glied  den  Koeffizienten  0  hat,  also  null  reelle 
Einheiten  zu  nehmen  sind.  Die  allgemeine  Form  der  sog.  rein 
imaginären  Zahl  ist  daher:  0  •  (1)  ^  6i  ^  +ft  t .  Es  müssen  daher 
auch  für  die  rein  imaginären  Zahlen  die  gleichen  Gesetze  gelten,  wie 
für  die  einfach  komplexen. 
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Für  das  weitere  Arbeiten  mit  der  komplexen  Zahl  empfiehlt,  es 
sieh,  für  dieselbe  eine 


SU  verwenden,  die  an  und  für  sich  von  Bedeutung  ist,,  indem  sie  ge* 
wisse  Begriffe  der  Ifechanik  und  speziell  der  Bewegungslehre  durdi 
mathematisohe  GrOfien  leicht  ausdrücken  läßt.  Diese  graphische  Bar- 
stellung ist  vor  allem  durch  0au9$  bekannt  geworden. 

Wenn  man  auf  einer  geraden  Linie  die  positive  und  negative  Ein- 
heit als  Einlieitsst recke  aufträgt,  so  gelangt  man,  geometrisch  auB- 
gedrückt,  durch  eine  l>rf  hnn«z  um  180  von  -f  1  nach  —1  und  es  pjit- 
8t<'ht  die  Frage:  Welche  arithmetische  Veränderung  einer  Größe  findet 
hei  einer  Drehung  um  IR)  statt?  Das  ist  leicht  auszurechnen,  denn 
eine  Drehung  tun  18U  im  entgegen  gesetzten  Sinne  zu  der  des  Uhr- 
zeigers von  ;  1  nach  -  1  setzt  sieh  mi>  zwii  Drelumgen  7.u  je  90^  ioa. 
gleichen  Sinne  zusammen.  Man  niuli  also  die  Zahl  •  1  zweimal  mit 
demselben  Faktor  multiplizieren,  um  vom  Ort  der  Zahl  -f  1  zum  Ort 
von  —1  zu  gelangen.  Bezeichnen  wir  diesen  Faktor  vorübergebend 
mit  /,  so  bestände  also  die  Gleichung: 


Wir  sehen  also,  daß  der  Drehung  um  90''  die  Multiplika- 
tion mit  der  imaginären  Einheit  t  entspricht. 


graphische  Darstellung 


oder  /-=~1 


woraus  folgt: 


Flu.  II, 


Die  Darst  eil  u  ngder 
reellen  undi  maginären 
Zahlen  ist  n  un dadurch 
gegeben,  daß  wir  etwa 
auf  einer  horizontalen 
sog.  Abszisse nachäc  die 
reellen  Zahlen,  denen 
die  Einheitsatrecke  -f  1 
zugrunde  liegt,  dar- 
stellen und  auf  der 
dazu  senkrechten  sog. 
Ordinatenachse  die 
i  maginären  Zahlen  mit 
der  Einheitsstrecke 

+  »  =•  +  1  —  1 »  welche  die 
nämliche  Länge  wie  die  von 
+ 1  besitzen  muß,  da  sich 
ja  bei  der  besprochenen 
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Drehung  die  Länge  der  Strecke  nicht  ändert  (..reelle"  uud  , .imaginäre 
Achse").  Die  beiden  Einheits.st recken  der  reellen  und  imaginären 
Zahlen  besitzen  daher  die  näiuLiche  Lange,  stehen  aber,  geometrisch 
aufgefaßt,  senkrecht  zueinander. 

Ebenso  folgt  daraus,  daß  dem  Bildorl  oder  BildpuukL  der  rtin 
imaginären  Zahl  (ai)  auf  der  Ordinatenachse  die  gleiche 
Strecke  als  Abstand  vom  Nullpunkt  zukommt,  wie  sie  der 
ihrem  Koeffizienten  gleichwertigen  reeUen  Zahl  (o)  auf  der 
Abszissenachse  entspricht. 

Die  AbeziBaenaobse  ist  somit  die  ZaMenünie  der  reeUm  ZaMmf 
die  Oidinatenaohse  die  SkihUnUMe  der  rein  4magtnärm  SSahien, 

Obige  geometrische  Darstellung  der  reeUen  und  imaginairen  Ein- 
heiten, -(-1  >  — '1 »  +«}  —  t*  laßt  sich  auch  derart  interpretieren»  daß  man 
sagt,  i  als  Zeichen  wie  „ — "  aufgefaßt  diene  nur  dazu,  eben- 
so wie  das  Zeichen  „ — "eineneue  Richtung  fest  zu  setzen,  nach 
welcher  man  sich  bewegen  muß,  um  z.  B.  die  imaginäre  Zahl  ia  ab' 
zutragen,  wie  dies  nach  links  vom  Nullpunkt  aus  für  die  Zahl  — a  er- 
folgt; denn  für  +a,  —a,  -{-ia,  ia  ist  die  abgetragene  Strecke  von 
O  aus  die  gleiche,  entsprechend  a  reellen  Einheiten.  In  diesem  Falle 
ist  iih  imaginäre  Einheit  der  positiven  imaginären  Zahlen  (  -;  ?")  1  oder 
*  1  zii  1h  zeichnen  [d.  h.  1  mit  dem  Vorzeichen"  ( i)  oder  i],  die  man 
kura  auch  (  +  t)  oder  i  schreibt,  und  als  diejenige  der  negativen  imagi- 
nären Zahlen  (  — »)  I  [d.  h.  1  mit  dem  ,, Vorzeichen  '  (  t) Joder  kurz  ( — i) , 
welche  Analogie  «ich  bei  den  positiven  und  negativen  reellen  Zahlen 
durchführen  lälit  [{  ]  )1  (d.  h.  1  mit  dorn  N'orzeidu'n  ..  i  ")  oder  1  für 
die  positiven,  (  — )l  (d.  h.  1  tnil  dein  N'orzcichcu  ,.  '  )  iui  die  negati- 
ven]. In  den  rein  imaginären  Zahlen  \  ia  uud  ia  sind  hier- 
nach und  (  — »)  als  Vorzeichen  zu  a  aufzufassen,  wie  dies 
mit  -f  und  —  in  den  reellen  Zahlen  +a  und  -  a  der  Fall  ist. 

Die  Kombination  der  reeUen  und  rein  imaginären  Zahl  ergibt  nun 
die  einfache  komplexe  Zahl,  deren  Bildorl  in  geometrischer 
Darstellung  die  vierte,  dem  Nullpunkt  gegenüberliegende 
Ecke  eines  Rechteckes  ist.  Die  anderen  beiden  Ecken  desselben  sind  die 
Bildpunkte  des  reeUen  und  imaginären  Bestandteiles  derselben.  Jeder 
Punkt  der  durch  die  beiden  Achsen  bestimmten  Ebene  repräsentiert 
somit  eine  bestimmte  komplexe  Zahl  und  umgekehrt  ist  damit  jeder 
komplexen  Zahl  ein  bestimmter  Punkt  dieser  sog.  ZaMtatibene  der 
komplejr^n  Zahlen  zugeordnet. 

Die  VerbindungBStrecke  vom  Nullpunkt  nach  dem  Zahlort  der 
komplexen  Zahl,  der  sog.  Rndiunvektor:  o  nach  dem  Punkt  P,  stellt 
dänn  geometrisch  den  ahsohitf-n  tlerf  oder  Itetroff  otler  Modul 
derselben  dar,  den  man  für  die  komplexe  Zahl  z     n  -  b  i  als  den 

Wurzelausdruck  ]a*  -\-  hl^  einführt.  Daliei  ist  die  Wurzel  stets  positiv 
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Einführung  der  Zahl. 


SU  nehmen,  was  geometriaoh  daianf  hinauBkommt,  in  denuelben  nur 
die  L&oge  der  Strahlen  in  Beteadit  an  ziehen,  Bs  ist  also: 

Fig.  12  läßt  t  rkennen,  daß  mit  o  =  0  der  Bildpunkt  P  der  komplexen 
Zahl  in  den  Nullpunkt  rückt,  d.  h.  er  wird  zum  Ort  der  vorsoh win- 
denden komplexen  Zalil,  woraus  hervorgeht,  daß  für  das  Verechwinden 
der  komplexen  Zahl  auch  das  Verschwinden  ihres  Moduls  genügt. 


Fl«.  12. 


Ist  6  =  0,  so  geht  -f  b-  über  in  a,  und  das  ist  dasselbe,  was 
wir  früher  als  absoluten  Wert  Her  ref^llen  Zahl  eingeführt  haben.  Ist 
a  =  0,  so  erhalten  wir  daraus  b,  was  uns  sagt,  daß  der  absolute  Wert 
der  rein  imaginären  Zahl     hi  gleich  b  ist. 

Wie  aus  Figur  lier\  orgelit,  entsprechen  konjugiert  komplexen  Zahlen 
Spiegelbilder,  die  sich  an  der  positiven  Abszissenach.se  spiegchi;  ihre 
Radien  Vektoren  und  absoluten  Werte  sind  einander  gleich. 
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 P(a,*bü 


Fi«.  1& 


D«n  Winkel,  den  der 
Stralil  OP,  der  Radiusvektor 
der  komptezen  ZaU,  mit  der 
poaitivea  Bicfatung  der  ,;reel- 
len  Aoiifle'*  liMet,  nennt  man 
die  Jit^Miude  der  komplexen 
Zahl:  ip. 

Eb  ist  nach  Skizse: 

OQ  z=  a  =^  gco8(f 
QP  =  6  =  ^sin^ 

Man  Icann  demnach  die 
komplexe  Zahl  in  allge- 
meiner Form  auch  schrei- 
ben: 

a     b  i  9s  q  (cos  ff     i  *f) 

wenn  man  als  erzeugende  Elemente  q  und  fp  betntchtet. 

Aus  unaeier  Einführung  der  komplexen  Zahl  ergibi  sich,  daß 
Addition  und  Subtraktion  deradben  nur  m(^lich  sind,  indem  man 
die  reellen  Teile  für  sich  addiert  bzw.  subtrahiert  und  die  imaginiien 
Teile  für  sich  gleich  behandelt,  so  daß  also: 

[«I + foi+ft»»! « [(«1+0«) + (^1 + ft«)*')  -  r« 

und 

l«i  4-       -  [o,  +  6,iJ  -  Kai  -  0,)  +  (6,  -  [a'  +  t'fl 

Das  nämliche 


Resultatfolgiauoh 

aus  unserer  geome- 
trischen Darstel- 
lung: 

Wir  stellen  BU- 
eist  die  Zahl 

[«1 

dar  und  erhalten 
ihren  Zahkirt  im 
Punkte  Pi,  Zur 
Daistdiung  der 
zweiten  Zahl 

[ot  4-  ^2  i] 

denken  wir  uns  Pj 
ak  Nullpunkt  und 
finden  dann  für  sie 
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den  Punkt      welcher  der  2Sab]ort  für  die  Summe 

[«1 + Äi»!  +  [«« +    -  r»  +  &•) 

ut;  sein  Radiusvektor  ist  o  uiid  steine  Amplitude  ist  <f  .  Wie  Figur 
lehrt,  besteht  indertat  der  reelle  Teil  der  Summe  aus  der  Summe  der 
reellen  Teile  der  Summanden  und  entspreehend  steht  es  mit  dem 
imaginären  Teil,  der  sieh  auch  aus  der  Summe  der  imaginären  Teile  der 
Summanden  zusammensetzt. 

In  analoger  Weise  bildet  sieh  dir  Differenz,  wo  darauf  zu  achten 
ist,  daß  dem  negativen  Vorzeichen  ein  Abtragen  vom  Nnllpmikt  nach 

links  l)ei  der  reel- 
len, nacli  unten  bei 
der  imaginären 
—  Zahl  zukommt . 
Nach  Konstruk  - 
tion  entspricht  der 
zu  subtrahie- 
renden kom- 
plexen Zahl  ein 
Auftragenihres 
Radiusvektors 
in  entgegenge- 
setzter Rieh- 
tung. 

Wie  die  Fi^n 
ren  lehren  und  wie 
man  auch  alge- 
braisch leicht  nachweisen  kann,  ist  der  absolute  Wert  der  Summe 
zweier  kom]ilrxrn  Zahlen  a  h  kleiner  oder  höchstens  gleich  der 
Summe  der  ai)sohit(  ii  Werte  der  eiir/eliien  Summanden,  und  der  abso- 
lute Wert  einer  Diffeien/,  a  —  b  ist  gleich  oder  größer  als  die  Diffe- 
renz der  a>>soluten  WCite  von  a  und  b. 
In  Form  einer  Forniel: 


Flg.  16. 


Wir  erwiduien  noch,  daü,  vveun  man  Awvi  solche  einfache  komplexe 
Zahlen  niiUinander  multipliziert,  man  als  Re.sultat  wieder  eine  kom- 
plexe Zahl  erhält,  deren  AmpUtude  aber  gleich  ist  der  Summe  der 
Amplituden  der  Faktoren  und  deren  absoluter  Wert  durch  das  Produkt 
der  absoluten  Werte  der  Faktoren  gegeben  ist. 
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Es  wird  somit: 
Wenn 

[Oj  -f  6,  i]  =  eg(co8y,  +  »sin 9',) 

für  das  Produkt: 

1%    6j  ij  •  [«,  +  i>,  ij  =  9i9i[eoB<^i  +  9^)  +  i8iii(yi  +  9^)J 

ai8o: 

Ganz  analog  liegen  die  Verhältnisse 
Iqt  den  Quotient^): 


also: 

«1  4-  h^  i 
+  6g  t 


Fnr  n-znal  wiedeiiicdte  Multiplikation  ergibt  sich  eme  auoh  für 
beliebiges  n  gültige  Fonnel  für  die  Potenz: 

bekannt  als  Moivresche  Formel, 

%  5.  Die  Mhere  komplexe  Zahl, 

iüsbeBondere  die  Quaternion. 

Unsere  BarsteUung  der  gewAimlichen  komplexen  Zahl  hat  gezeigt, 
daß  wir  dieselbe  auffassen  dürfen  als  Zahlenpaar  oder  schlechtweg  als 
Paar»  ausbaut  mit  Hilfe  von  zwei  verschiedenen  Einheiten,  der 
reellen  und  der  gewöhnlichen  imaginären  Einheit.  Dieses  Prinzip,  noch 
weitere,  neue  Zahlengrößen  vermittels  von  Zahlentrippeln,  Zahleii- 
quadmpeln  usw.  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  gewöhnlichen  komplexen 
Zahl  aufzubauen,  liegt  hi^  nahe  und  führt  zu  den  sog.  höfteren  k»m~ 
ptexen  Zahlen,  deren  allgemeine  Form  etwa  wäre: 

a  •=  «0*0  +  +       +        +  • 

^)  Vgl.  S.  42. 

Ko«*tler>Tr»mer,  Dlffer»oUfti<  u.  Intcgialrechuuiitc.  1.  4 
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Bmiübning  dor  Zabt 


worin  clq,  Ol,  a;,,  a^,  reelle  Zahlen,  spesiell  die  Anzahlen  der 
vec8ohied«ien  Einheiten  e^,  ej,  et,  e«,  ««i  ■  •  *  bedeuten.  Über  die  Be- 
siehnngen  dieeer  Einheiten  ist  sonfichst  noch  nichts  ausgesagt  und  man 
kann  darüber  noch  beliebige  Festsetzungen  treten,  wonach  sich  dann  dio 
spesiellen  Eigenschaften  der  damit  gebildeten  komplexen  Zahlen  richten . 

Unter  diesen  höheren  komplexen  Zahlen  haben  nun  eme  besondere 
Bedeutung  erlangt  die  sog.  HamiltonAche^n  Qiiafernionen. 

Schon  der  Name  sagt,  daß  es  sich  hier  um  komplexe  Zahlen  handelt» 
die  aus  vier  Gliedern  bestehen,  welche  neben  der  reellen  Einheit  1 
noch  drei  weitere  Einheiten  euthaltoi,  so  daß  sich  diese  Zahlengrößeii 
aus  vier  verschiedenen  Zahlengattungen  zusammensetzen  und  also  die 
allgemeine  Form  der  Hamillonschen  Quaternion  wird: 

^.  =  flo(  +  M  +  +  «,(+7)  +  <H{+k) 

oder  kürzer: 

g«    «o  +  «I  *  +  OfJ  +  ««* 

worin  »,  j,  k-  die  Kinlieiieu  wären,  über  dert'ii  Beziehungen  uii  noch 
zu  verfügen  liahtn.  und       n,  ,  o^,  O3  die  Koeffizienten  der  QuatcTnion. 

Da  wir  bald  nacldier  mit  den  Grundbegriffen,  mit  welchen  in  den 
Uamiltonschen  Quatemlouen  und  auch  besonders  der  modernen  Vektor- 
analysis  gearbntet  wird,  läher  su  tun  haben  winden,  so  wollen  wir 
hier  sunachst  die  rein  mathematische  Seite  der  Hamiltonschen  Quater* 
nionen  kurz  betrachten,  nicht  um  eine  vollständige  Darstellung  deiselben 
zu  geben,  sondern  nur,  um  an  einem  Beispiel  zu  zeigen,  wie  man  auch 
praktisch  verwertbare  Größen  durch  schdnbar  rein  abstrakte  Fest» 
Setzungen  gewinnen  kann;  denn  schließlich  hat  die  Hamiltoosche 
Quatemion  eine  einfache  geometrische  Bedeutung. 

Für  Hamilton^  der  seine  Quatemionen  vornehmlich  in  Rück* 
sieht  auf  allgemein  geometrische,  zum  Teil  auch  ph^^kalisdie  An- 
wendungen ausgearbeitet  hat,  ergaben  sich  aus  ihrer  geometrischen 
Bedeutung  folgende  festzusetzende  Beziehungen  zwischen  den  drei 
neuen  Einheiten: 

1.  ;     ./*  =  -!    ;  A«--l 

2.  ijmt    k   i  Jk^    i    i    ki»  J 

3. *       Ji-m^k    ;    kjmt-i     ;  ik^-J 

und  schließhch  ergibt  sich  aus:  i{jk)  =;  t  >  t  ^       —  1 

4.       ijk  =  -l 

')  Hamilton,  William,  Rou^ii,  MatbenmtiktT  uml  Asli-onoin  IS()ö — 1865,  Professor 
in  Dublin.  Werke  hierüber:  „Lsctuns  on  quatemion»"  1853;  ,tEUm^nts  0/  gadUemtoiw" 
1866,  deutficb  von  Glan  1881. 
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Die  Tatsache»  daß  t*,  j*,  stets  alle  i^etoh  —1  sind,  führt  uns 
zunächst  auf  die  Eni|;e»  ob  die  Größen  t » /  ,  k  s&mtlich  B^Ssentanten 
von  y  — 1  sind;  sie  miißten  dann  aber  durchwegs  einander  gleich  sein 
und  inr  h&tten  es  dann  nicht  mit  einer  neuen  Zahl,  einer  Qwäemim 
zu  tun,  sondern  höchstens  mit  einer  gewdhnliehen  komplexen  Zahl. 
Doch  dem  ist  nicht  so,  denn  die  Formel  ij  ^  k  lehrt,  daß  eine  solche 
Deutung  von  i,j  und  k,  jede  der  Einheiten  als  y  — 1,  nichit  m<Sglioh  Ist. 
Indertat  seigt  die  geometrische  Herieitmig  der  Hamiltonschen  Qua- 
temicmen,  daß  wohl  i,  j,  1?  als  Repräsentanten  von  betrachtet 
werden  kOnnen,  aber  nicht  in  derselben  Ebene,  sondern  m  drei  zu- 
einander senkrecht  stehenden  Ebenen.  Ihre  Identifikation  mit  y — 1 
ist  daher  auch  nidbt  zulässig,  was  uns  nodi  leichter  verständlich  wird, 
wenn  wir  beachten,  daß  ja  auch  schon  die  reelle  Einheit  1  und  die 
imaginäre  Einheit  «  y  —  1  wohl  bei  ihrer  geometrisdien  Veranschau* 
lichung  der  Länge  nach  ^eich  sind,  aber  trotzdem  nidit  gleich  gesetzt 
werden  dürfen,  weil  sie  sich  durch  den  Richtungsfaktor  bzw.  die  Rich- 
tung, wenn  auch  in  der  gleichen  Ebene,  in  der  sie  nm  90°  differieren, 
unterscheiden.  Es  muß  also  etwas  Ähnliches  eintreten,  wenn  wir  in 
den  Raum  hinausgehen. 

Diese  I^merkungen  mögen  hier  nur  als  zur  vorläufigen  Orien- 
tierung und  Ix'quomcron  Vorstolhmg  gegeben  aufgefaßt  werden,  ohne 
uns  hier  zu  veranlassen,  v'mv  geometrische  Tnterpretation  dor  Kinhoiton 

k  7M  geben  uikI  damit  die  Frage  nach  einer  von  ihnen  eventuell 
repräsentierten  Kiciilung  auf  zu  werfen. 

Die  Summe  bzw.  Addition  zweier  Quälern  ionen  ist  un- 
mittelbar gegeben  nach  cU-r  Einführung  der  Quateniion  als  höhere 
kom{)le.\e  Zahl,  uuci  zwar,  wie  seinerzeit  bei  den  gewöhnlichen  kom- 
plexen Zahlen,  durch: 

«•  +  ^*  —  [«0  +  «I»  +  «»i4-  o, i;J -f  [öo  +  i>i »  -h  -Yb^k] 
Ha  +  Hh  =  («0  +  ''ü)  +  K  +      ^  +  (^2  +     J  +  («a  +  ö»)  ^ 

was  mit  H-  6»  -  A^,  ;  YK-'  \  a^^\  =  \  03  +  63  .4, 
der  allgemeinen  Form  entspricht: 

g«  -r  g6  —  ^0  -i-  ^1»  +  ^ti  +  -^ä»  ^ 

es  ergibt  sich  also  wied^  eine  Quat^rnicn. 

In  analoger  Weise  ergibt  sieh  audi  die  Differenz  bzw.  Sub- 
traktion. 

Aus  dieser  Additicmsformel  folgt  ohne  weiteres,  daß  für  die 
QuaHmiomtn  das  assoziative  und  kommutative  Gesetz  der 

4* 
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Addition  aaoh  gilt.  Hamiäon  hat  nun  vermöge  seines  geometrischen 
Auqgsngspunktes  nachgewiesen,  daß  für  cUese  Quatemionen  auch  das 
assoziative  Gesetz  der  Multiplikation  und  das  distributive 
Gesetz  gelten.  Wir  nehmen  sie  hier  zweckmäßigerweiHe  als  be- 
stehend an,  um  so  weit  als  möglich  die  GeeeUse  unserer  Zahlen  mit 
jenen  der  gewöhnlichen  Algehra  in  Übereinstimnumg  zu  bringen;  di^ 
auch,  weil  eine  naehträgUelie  SpeziaUsation  der  Quateniion  auf  die 
gewöhnliche  komplexe  Zahl  führt,  wenn  nanilidi  in  der  Form  der  all- 
gemeinen Quntrniion       und       zu  Null  werdm. 

Es  bliebt^  nun  noch  die  Frage  zu  beantworten,  wie  es  mit  dem 
kommutativen  Glosetz  der  Multiplikation  von  Quat^^rnionen  steht. 

Daß  dieik's  nicht  gültig  sein  kann,  erkemien  wir  schon  daraus,  daß 
)a  schließlich  die  Einheiten  selbst  spezielle  Fälle  der  Quaterniunen 
bilden,  für  sie  aber  das  kommutative  Gesetz  nicht  gilt,  da  nach  unserer 
Festsetzung  ij  =  k ,  jedoch  ji  ^  -  k  sein  soll. 

PaaProdnkt  oder  die  MoltipHkation  n-weler  Quatemionen: 

««•  «6     {«0  +  «I»  +  «li  +  % *J  •  |fro  -i-      +  *f>  +  *J 

ergibt  nun,  wenn  wir  geiiarU,  wit-  bti  den  gevvohnhchen  komplexen 
Zahlen,  die  beiden  Faktoren  als  Polynome  von  vier  GUedem  betrachten 
nnd  auamultiplisienn«  unter  Berücksichtigung  der  obigen  Qesetie  fOr 
die  Einheiten  nnd  der  Tatsache,  daß  ai^ia,  usw.,  folgendes  Resultat: 

=     «b^»    +0460»  4-«i*oi  +«1^0* 
-f        f  +  ä,&i     +  +  Ob ^1  ^« 

-f  «0  ^«  ./  *2  »  J  H         ^2.^      +  «3  *2 

4-  Oy  6,    4-  «1 63  i  ^  -i      b^j  k  -f  03  6j  k- 

Nun  ist: 

Ol  6|  i-  =        6,  ;  %  h^j*  =  — b^;  a^b^^k^  ^  — 6, 

■o  daß: 

tfa  •       =        I^'O       —  («1        +        ''2  +  ^'a  i)l 

+  [(^'0       +  «1  ''0)  +  ("2       —  *h  '* 

Beeeiobnen  wir  die  eckigen  Klammem  mit  A^^,       A^»  -^^i  ^  > 

qa  •  q>,  -  A^^-r  A^i  i  AJ  1  .4j, 

also  auch  wieder  eine  Quatemion. 

Der  Vertausohnng  der  beiden  Faktorquatemionen  vor  der  Auf- 
rechnung kommt*  eine  Vertauschung  der  beiden  Zidilen  q„  und  gleich, 
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was  sich  auch  im  Miiltiplikationsresultat  zeigt.  Unter  Beobachtung 
dieser  im  letzteren  erhält  man  für  die  rrnte  frmBe  Kiannner  den  näm* 
liehen  Ausdruck,  während  die  anderen  Klammern  A^,  und  A^  über- 
gehen in; 

K^iOo  -t-  K  öi)  +  (^2«3  -  ^i<h)\  •  » 
usw., 

in  welchen  Ausdrücken  aber  die  'J'eile  (63  63  a^)  usw.  gerade  die 
mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  versehenen  obigen  nind,  so  daß  man 
er^iieht,  daß  mit  dem  Vertauschen  der  Faktorquatt  1  lüonen  sich  ihr  PrO' 
dukt  ändert  und  also  das  kommutative  Gesetz  der  Multipli- 
kation iur  die  Quaternionen  nicht  gilt. 

Währenddem  sich,  mit  Vertauschung  der  zu  multiplizierenden 
Quatecnumen  der  von  den  Einheiten  t,  j,  k  freie  Teil  des  Produktes, 
der  sog.  skninre  Teil,  nicht  ändert,  erfährt  der  mit  jenen  behaftete 
sog.  vekf^t'ieil4t  TeU  ^)  zum  Teil  eine  Andening  des  Vorzeichens,  d.  h. 
ee  ist,  wenn  wir 

den  duiaron  Teil  obigen  Produktes  A^  ^Sq^q^ 

den  Tektoriellen  TeU  obigen  Pftidaktes  At%  -\-  Afj  -\-  A^k  ^  ^9« 9» 
ateo 

qa^qt       qa j*  +  Fg,  ji* 

seilen: 

yqmqh=hVqi,qu 

mid  damit  wird: 

qmq^'^qhq* 

Wir  haben  es  daher  hier  mit  einer  neuen  Art  von  komplex&n 
Zahlen  zu  tun,  die  im  Gegensatz  zu  den  ge  wöhnlichen  komplexen 
Zahl^  das  kommutative  Gesetz  nicht  befolgen.  Weil  sich  aber  der 
erste  Teil  diesem  Gesetze  im  Gegensatz  zum  zweiten,  wie  gesehen, 
fugt,  so  liegt  es  nahe,  wie  bereits  getan,  eine  Trennung  der  beiden  in 
einen  sog.  skakuren  und  vektorieUen  Teil  vorzunehmen. 

Für  den  Quotient  .bzw.  die  Division  zweier  Quaternionen 
betrachten  wir  zunächst  den  reziprolcen  Wert  einer  solchen. 

Ist 

eine  gegebene  Quateniion,  so  definieren  wir  als  deren  reziproken 
Wtri  diejenige  Größe  qa,  welche  analc^  den  reziproken  reellen 
Zahlen  die  Bedingung  erfüllt: 

9«  • ^  .1  . 

«)  Vgl.  S.  57. 
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Bo  daü,  ausführlicher  geachriebeu,  die  Bediugungsgleichung  erfüllt  sein 
muß: 

.  («0  +  «1 »  +     ;  +  «s    •  K  +  «1 1  +  «a; ■  +  ai  ifcj  1 

Nach  obigem  ei^ibt  aber  das  Produkt  zwoier  Quateniionen  wieder  eine 
Quaternion:  ercäbe  Bich  also  bei  Ansfühning  der  Multiplikation  ein 
auf  die  rechte  Seite  der  (ileiohung  zu  setzf  ridci-  Ausdruck  von  der 
Form:  Xq  x^i  -\-  x^j  x^k,  der  nach  Bedingung  1  ergeben  soll- 
Daraus  folgt,  daß: 

«i,  —  1       u&d  ^Xf^     —  0 

sein  muß. 

Denken  wir  uns  links  das  Resultat  der  Midtiplikation  nach  früherem 
ausgerechnet  und  eingesetzt,  so  ergeben  sich  damit  unter  GleichFct7i?iig 
der  links  und  rechts  der  Olelchung  mit  gleichen  Einheit^  behafteteu 
Glieder  die  weiteren  Beduigungea: 

(Ooo{  +  a,  O  f  (oj  oa'  -  Oj,  oi)  «  0 

(Oo  4  fh  O  4-  («5  —  «1  «sO  ^  ^ 
(oo  oi  4-  o,  O  4  (aj     —  a,  ai)  0 

Seteen  wir: 

BO  ergibt  sich  durch  Auflömmg  obiger  Gleichungeii: 

so  daß  wir  für  die  gesuchte  reziproke  Quaternion  den  Ausdruck 
erhaUten: 

oder: 

fip  -  ff ,  /  -  «8  J  —  ■ 

Diese  I^ung  ist  immer  möglich,  solauge 

was  ahtM",  d;i  dies  eine  iSuuiiuc  von  Quadraten,  itniiu  i-  dn  Kall  ist, 
solange  niclit  gleichzeitig  ,       und  a.[  verschwinden.    Da  aber 

für      —  «1  -   (i-,  0  die  Quaternione  qa  selbst  aiich  verschwindet 

"und  damit  auch  diese  Untersuchung  wegfällt,  so  erweist  sich  die  Ix>sung 
als  immer  möglich. 
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Bezeichnen  wir  aualog  wie  bei  den  gewöhulielien  kutnplexen  Zahlen 
auch  hier  mit 

den  konjugierten  Wert  der  höheren  komplexen  Zahl 

ga  =  öo  +  a» »  +  0,  /  4-  o,  t 

•o  lautet  alflo  ohiges  Resultat  auch: 


Vomit  dann  folgt 


oder: 


 £a  JW 


Vertauscht  man  die  RoUe  der  beiden  Quateroioneii  9«  und  ql , 
so  findet  man  f6r 

j«  •     =  1 

weil  auch  9«  die  konjugierte  Zahl  ku  9*,  ist: 


abo: 


oder: 

Auch  daraus,  daß  die  Ungültigkeit  des  kommutativeii  Gesetzes  nur 
durch  den  vektorieUen  Teil  des  Quaternionenproduktes  bedingt  ist» 
folgt  aus  g«,  •    —  1  ohne  weiteres: 

tfa  •  2«  =  äa  •  2« 

oder  also  auch: 

Hiermit  ist  es  uns  nun  leicht  möglich,  die  allgemeine  Aufgikbe 
der  Division  zweier  Q  u  at  er  n  i  onen  zu  lösen. 
Ks  gilt  dazu  in  der  Gleichung 

die  Unb^'kannte  x  zu  bestimmen. 
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Kun  wird  der  Quotieiiit  iweier  Zablen  defbiert  als  dk  Au^be 
eine  ZaU  sa  aoeliBD,  wel(die  mit  dem  Nemi^  mnltiplizieirt  den  Ziihler 
eigibt  mid  ist  es  hier  epezicU  nioht  {^ohgültig,  welche  Reihemfolge 
dk  Faktoren  Quotient  und  Nenner  haben,  da  Ja  eine  Faktovennmstel* 
lung  beim  Produkte  der  Qnateniionen  einen  Voiseiohenweohsel  im 
vektioriellen  Teil  zur  Fdge  hat.  Wir  aetEMi  daher  fest,  daB  stets  der 
Z&hkr  seb  soll  dem  Produkt  aus  Quotient  mal  Nenner*  Es  folgt 
damit  for  unsere  Losung  die  Erfüllung  der  Bedlngangsgleiohung:' 

Nun  multiplizieren  wir  beide  Seiten  mit  ^  und  erhalten: 

9* 

1  1 
ff«  •      —  « .    .      -3  a: 

I 

Erinnern  wir  uns  nun,  daß  * 

1  ^ 

wenn  wir  mit  qt  die  zu  konjugierte  Quatemion  dg  —  i|S  —  ^/  ^b^k 
bezeiohnen  und  T*  »  ft^'  +     +     +      ist,  so  wird: 

Ä* 

«  .  ^* 

9«    -Tt  * 

womit  wir  also  als  Resultat  für  den  Quotienten  zweier  Quateniionea 
finden: 

oder  ausführlicher: 

welcher  Wert  mit  Rücksicht  m\{  dir  I'nuiilt  igkcit  des  komuiutativcn 
LTi'setzes  für  die  Multiplikation  zweier  Quatemioneu  zu  unterscheiden 
ist  vom  Wert: 


Auch  fiii'  die  Quateroioiien  gibt  es,  \de  für  die  gewoliolichen  kom- 
plexen Zahlen,  eine  geometrische  Deutung,  und  zwar  erhält  man 
dieselbe  in  ganz  analoger  Weise,  indem  man  für  die  drei  v  er  sc  hie- 
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denen  Einheiten  t,  J,  k  drei  saeinander  senkreokte  Koordi* 
n»tenaolison>'^<'ktttngen  vaad  die  Koeffidenten  dieser  Srnheiten 
•la  PioJektioDen  einer  Strecke  wildt,  wdoke  durch  den  Koardi* 
natenanfirngspunkt  naeh  dem  Funkt  mit  diesen  drei  Koordinaten  toh 
der  L&Dge  ,  o,,  gesogen  ist.  Diese  Strecke,  welche  man  auch  als 
Vektor  beseiohnet,  ist  somit  der  geometrische  Repräsentant 
des  nach  ihr  bouumten  Tektoriellen  Teiles  der  Qnaternion. 
Dem  Yierten  Koefßaienten  Oq  entsprechend,  demjenigen  der  reeUen 
Einheit  +1,  dem  sog.  akalaren  Teile  derselben,  teilt  man  diesem 
Veictor  ein  gewisses  GeuHcht.  zu. 

Die  geometrische  Addition  und  Subtraktion  von  Quater- 
«tonen  (»gibt  nioh  dvm  analog  ihrer  Ausführung  für  die  gewöhnlichen 
zwei^iedrigen  komplexen  Zahlen  in  der  l'bpTic,  indem  man  die  Re- 
sultierende der  die  zu  verbindenden  Quaternionen  darstel- 
lenden Vektorstrecken  konstruiert  und  ihr  ein  Gewicht  bei- 
legt, das  gleich  ist  der  »Summe  bzw.  Differenz  der  Gewichte 
der  einzelnen  Strecken. 

Die  analoe  vcrj^iichte  geometrische  Deutung  des  Produktes 
zweier  Quaitmioneii  läßt  uns  erkennen,  daß  dasnelbe,  da  es,  wie  nUt  n 
schon  erwähnt,  wieder  ein  Quaternion,  hier  ebenfalls  durch  enieu 
Vektor  repräsentiert  ist. 

Wie  aus  der  früher  aufgestellten  Formel  für  das  Produkt  (S.  52) 
hervorgeht,  hat  das  Gewicht  dieses  l'roduktvektors  der  beiden  Qua- 
ternionen q„  und  q,^  die  Größe  üqÖq  —  (<h*^i  i  +  (h^i)  ^^^d  wird 
die  Wurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  der  Koeffizienten,  welche 
GrOBe  man  auch  allgemein  als  Tenaor  der  komplexen  Zahl  bezeichnet: 

welcher  Ausdruck  sich  überführen  läßt  in  die  Form: 

was  aber  dat:  Produkt  der  Tensoren  von  q,  und  q>,  ist,  so  daß  das 
Produkt  zweier  Quaternionen  eine  Vektor  große  ergibt,  deren 
Tensor  gleich  ist  dem  Produkte  der  Tensoren  der  Faktorenvek- 
toren, in  Formel  geschrieben; 

Im  besonderen  bezeichnei  man  einen  Vektor,  dessen  Tensor  gleich  i 
ist,  als  ferfm: 

Diese  Begriffe  eines  Tensors  und  ^\l^3ür^!  übertragen  sich  natürlich 
auch  auf  Spezialfälle  der  Quaternionen,  wie  die  dreigliedrigen  eigent- 
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Heben  Vektoien  im  dieidimeiiflloiialeii  Räume  von  dw  Form  der  drei 
j^ledrigeu  komplexen  &hl  des  ▼ekUnieOen  Teiles  der  Quateniion 
(oq    0)  rnid  die  Vektoren  der  Ebene  entoprecheod  der  gewöhnlichen 
komplexen  Zahl  (oi  —    <—  0) . 

Zum  Schlüsse  dieser  Betrachtungen  wollen  wir  noch  auf  eine 

andere  Deutung  der  komplexen  Zahlen  hinweisen. 

Zunächst  kann  man  df»m  Produkt  zweier  gewöhnlichen  kom- 
plexen Zahlen  eine  einfach*  I  )<  utung  geben,  die  wir  seinerzeit,  S.  4Ä,  49, 
erwähnt  haben,  daß  nämlich  in  dem  Produkt 

[o,  +    •  [ot  +  Ä^q  =  »1 

die  Amplitude  der  komplexen  Zalü  recht«  gleicli  iüt  der  iSumme  der 
Amplituden  der  beiden  komplexen  Zahlen  links  und  der  absolute  Wert 
oder  Tensor  der  efstocen  ^dch  ist  d^  Produkt  der  absoluten  Werte 
oder  Teneoien  der  Faktoten,  in  spezieller  Darstellung: 

[ßt(oo69>j  -f  I  ain^j)!  •  |^(cos^,  +  •  siny  j)|  - 

=  eiftloos(9?i  +  9,)  +  isin(9P,  -f 

Bieae  einfache  Tatsache  ergibt,  su- 
-nSxbßt  für  gewöhnliche  komplexe  Zahlen 
gedeutet,  daß  das  Produkt  zweier  kom- 
plexen Zahlen  in  der  Ebene  als  eine 
sog.  Drehstreekung  aufgefaßt  wer- 
den kann,  d.  h.  als  ein  meofaaniseher 
Vorgang,  der  aus  einer  Drehung  um 
einen  Punkt  und  einer  Streckung  der 
Größe,  in  unserem  Falle  also  des  Vek- 
tors, t^Btcht. 

£8  kann  daher  das  Produkt 
RM'eier  solcher  Vektoren  wieder  als 
ein  Vektor  gedeutet  worden,  der 
aus  dem  ersten  \'ekt()r  ({>i.9'i) 
entsteht  d  u  rcli  Dreh  u  ng  desselben 
um  den  Winkel  {'/ ,  -|-  f/\,)  (pi  ^  ffi 
und  durch  eine  Verlängerung, 
Streckung    desselben     um  das 

=  ^  fache.    Setzen  wir     =  1 , 

«, 

alöo  gleich  der  Länge  des  Einheitsvek« 
tors,  so  wird  die  Multipli- 

  kation  eines  Vektors  mit 

Fig.  1«.  einem  Einheitsvektor  hier 
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eich  als  eint'  Drehstreokimg  des  letzt<?ren  darst^Uen,  wobei  die  Strek- 
kimg  des  Eiiiheitsvekioi»  gleieh  dem  Betrag  oder  Tensor  des  mit  ihm 
multiplizierten  oder  auch  des  resultierenden  Vektors  ist. 

Multipliziert  man  analog  zwei  Quaternionen  miteinander  und  ver- 
suclit  dafür  eine  analoge  Deutung,  so  ergibt  sich  auch  eine  Dreh- 
ßtreckung,  aber  im  sog.  vierdimensionalen  Räume. 

Was  fJ-n  Begriff  des  „vierdimensionalen  Raumes"  anbelangt, 
so  -sollen  wir  liior  ganz  ktin  die  beiden  möglichen  i*4nfühnxngen  desselben 
skiz^eren« 

Mao  kann  nimÜcli  einmal  rein  analytisch  vorgehen»  uidem  man  von  dem 

Oedanken  ausgeht,  dafi  in  nnserem  gewöhnlichen  dreidimensionalen  Raunte  jedes 

Element,  das  wir  Punkt  n«^nnen,  durch  drt'i  nnablülngige  Größen,  Koordinaten 
genannt,  bestimmt  ist.  Indem  wir  diese  drei  GröUen  unabhängig  voneinander  sich 
wftDdem  lassen,  alle  Zahknwerte  der  redien  Zahlenreihe  dabei  durchlanfeiid, 
cfliaHen  -wir  sämtUcbe  Elemente,  d.  K  Fnnkte  des  Baumes.  Löst  man  nnn  diesen 

analyti^olion  C  d  mken  von  dem  geometrischen  Hintergründe  ab,  so  erhält  man 
einfach  den  Begriff  einer  nifitheTnntisehen  Mannigfaltigkeit,  in  welcher  jedes  Ele- 
ment durek  drei  unabhäugige  Zahlwerte  bestimmt  ist.   80  gefaüt  läßt  aber  der 

CManke  sofort  eine  Verallgemeinemng  so,  indem  wir  einiaeh  eine  mathematische 

.  Mannigfaltigkeit  definieren,  in  welcher  jedes  El<  nunt  durcli  vier  unabhängige 
Größen  bestimmt  ist.  die,  wieder  snmtUche  Werte  der  reell»  n  Zahlenreihe  durch- 
laufend (jede  unabhängig  von  der  anderen)  sämtliche  Elemente  dieser  Mannig- 
faltigkeit Uefem,  die  wir  eben  aneh  vieder  Punkte  nennen  dfirfen. 

Dies  kann  msa  natüriioh  anch  anf  6,  6  nnd  mehr  Variable  ausdehnen  nnd 
bekommt  <:n  anch  4,  5  und  mehrfache  Mannigfaltigkeiten  oder  in  einer  aasohau> 
hchen  Ausdnicksweise  4,  5  und  iiuhrditntnsiunale  Räume. 

Allein  auch  eine  geometrische  Einführung  d^  Begriffes  eines  „vier-  und 
mehwiimensionrien  Ranmes**  ttßt  sich  geben,  indem  man  von  folgenden  geo> 
metrischen  Überlegungen  aasgeht: 

Nehmen  wir  aufk>rhalb  ein»»r  f'.'frndf?>  fint  n  Punkt  an  und  verbinden  ihn  mit 
sämtUchen  Punkten  dieser  Geraden,  ao  bekomme  ich  die  i*unkte  eines  neuen^Ue- 
biUes,  der  Ebene.  Wenn  nun  die  Otrade  als  HndimeneioncU  betrachtet  wird,  so 
nmfi  die  Ufte»«  als  tweidimenwnude»  Gebilde  avlgefaßt  werden.  Nnn  denken  vir 
tma  außerhalb  der  Ebene  einen  Punkt  —  einen  solchen  gibt  es,  weil  es  in  unserem 
dreidimensionalen  Räume  nicht  nur  eine  Ebene  gibt,  da  sonst  ja  unser  Raum 
zweidimensional  wäre  —  und  verbinden  diesen  Funkt  mit  sämtlichen  l:hinkten 
der  gegebenen.  Ebene  durch  CSerade,  so  erhalten  vir  die  Punkte  dee  dreidimentuh 
naUn  Raumes,  Nehmen  wir  nun  an,  daß  es  noch  außerhalb  des  dreidimensionalen 
Raumes  —  was  wir  uns  allerdings  nicht  mehr  anschaulich  vorstellen  k<)imen  -  - 
einen  FunH  gibt  und  verbinden  ihn  durch  Gerade  mit  sämtUchen  Funkten  unseres 
drtidimmaionalm  Baumes,  so  erhalten  wir  analog  einen  sog.  vierdimensionalen 
Bamm,  Wenn  wir  versnehen,  diesen  letateren  analytisdi  »i  fassen»  so  ergibt  sich 
die  ^Ifa'ge  Übereinstimmung  mit  der  vorherigen  Einführung  mittels  vier  unab- 
hängigen KnordinateTi .  Dicf^er  (''crlnnke  läßt  sich  natürlich  auch  auf  fünf-  und 
mdirdimensionale  iiävme  erweitern. 

DaB  diese  Einffihrung  dee  Begriffes  eines  „vierdimensionalen  Baumeti**  oft 
geometrisch  und  auch  sonst  von  großem  Nutzen  st  in  kann,  lehrt  die  schon  wrM 
gediehene  Knt^virkiung  eh  r  entsprechenden  niatlu  matischeu  Disziplin.  Auf 
Näheres  einzugehen  ist  hier  nicht  der  Ort  und  verweisen  wir  bezügUch  der 
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geomeiriflchen  JSeite  z.  B.  auf  daa  Buch  van  UchoitU:  ,,Mehitlimeu«iionale  {j^- 

Eb  boU  nun  die  Qnatcnium  [a^  +  +  x^j  -\-Xgk}hi  einem^vier- 
dhnenmonakair  Räume  TermAgo  der  Punktkoonünatea  se^,  «|,  Xf, 
gedeutet  werden,  indem  wir  im  vierdimensionalen  Räume  vier  zii> 
emander  senkrecht  stehende,  durch  einen  Punkt  gehende  Geraden 
(was  hier  mö^^ch  ist)  annehmen  und  auf  ilinen  die  Strecken  Xq,  Xi, 
Xf,  0%  abtragen.  Es  bedeutet  dann  die  Strecke  vom  Anfangspunkt  bis 
KU  dieQom  Pimkte  (r^)»  ^i*  ^)  geometrisch  die  Quatemion  im  vier- 
dimensionalen Räume. 

Ist  q,.  =  ^„  f  n,  t  4-  a^j  -f  .7.;  k  pinr>  Quateniioii.  der  ein  Punkt 
^'(^»      «St  festen  Koui-diuatt^n  Oo-  a|,  o^,  entapriobt» 

und 

3x  ^  ^0  -1-     »  r  XgJ  -i  k 

eine  solche  mit  verindediohen  Koordinaten  a-Q ,  x, ,  a:^,  ar^,  so  wird  das 
Produkt  derselben  nach  firfihettom  ^«»gw  <^nch  wieder  eine  Quatet- 
nion  9y  sein  mit  veränderlichen  Koondinaten  y^*  Vi»  ttt^lh' 

Nach  obigem  folgt,  daß  der  Tensor  von  gleich  ist  dem  Produkt 
der  Tensoren  von  9,,  und  9«. 

Daraus  folgt,  daß  durch  die  Bildung  des  Quatemionenprodnktes 
q„  *  gj.  mit  q„  —  konst .  der  veränderlichen  Quatemion  eine  andore 
veränderliche  Quatemion  derart  sug^ordnet  wird,  daB  die  Tenscrai 
der  ietzt«»n  beiden  sich  proportional  vergrößern  oder,  mechanisch  aus- 
gedrückt, proportional  ausgedehnt  werden. 

Setzen  vnr  zunächst  den  Teii'^or  Tg  von  q^^  für  einen  Moment 
gleich  1 ,  so  folgt,  daß  aiicli  der  'IVnsor  von  ^j,  unverändert  bleibt.  Nun 
wissen  wir  aber,  daß  jede  Bewegung,  bei  velelicr  dir  Alf^tände  der 
be^s  egten  Punkte  vom  Anfangspunkt  unverändert  hieiben,  en)e  Drehung 
fle8  Raumes  oder  seiner  Punkte  um  den  Koordinatenanfangspunkt  0 
bedeutet. 

*)  Schuberts  Sammlung  Bd.  XXXV. 

Auf  tiwn  Umstand  iei  hier  noeh  beaondera  aufmertuam  gemaditv  to&mlioh  auf  dte 

Tiitsaehc,  daO,  wie  lwrr»its  betont,  von  einer  wirklichen  Vorstellung  vierdimcnsionalor  Ge- 
bilde, etwa  wie  wir  sie  vom  drei-,  zwei-  und  eindimensionalen  Räume  („Raum",  „Ebene**, 
,«G«rad»**)  haben,  natfiriidi  keine  Rede  «ein  kann.  Wie  wir  una  aber  dnidi  ProfeUioii 

fincH  dreidimensionalen  Körjifrs  auf  <'inc  Kb^nc  von  diesem  tinc  ufwissf  Vorstellung 
madxen  lumnea  —  natörlich  erst,  weuu  wir  gelernt  haben,  räumliche  Vorstelluogi»  im 
dveidineniiottalen  Baume  m  bilden  — ,  so  kann  man  auch  im  drudimenaionalen  Baum« 

Kdrper,  wenn  auch  nicht  Kich  vorstellen,  so  doch  wenigstens  unter  gewiasen  Bedingungen 
deuten  als  Projektionen  vierdiraensionalcr  „Körper"  Ein  wesentlicher  Unterschied 
bleibt  xwischen  diesen  beiden  Pro/.ca<e:i  jedoch  iKätehta;  Im  ersten  Falle  können  wir 
Mnn  aus  der  Projektion  (auf  der  Ebene)  etwa«  vorstellen  (den  Körper  im  dreidimensio« 
nalf^n  Raurne),  im  »weiten  Fnür»  nur  gedanklich  erschließen;  zu  einer  räumliob-anschatt* 
liehen  V  orstellung  des  vierdimensionalen  Räume«  kommt  es  keineafaUs. 
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§  5.   Die  ht>ii<»r0  komplexe  Zahl,  iiisb^tM>Ddero  die  Quaternioa. 
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Dttraus  ergibt  aloh  aber,  daß  durdi  unsere  ZuordDung: 

^      •  «X 

Jedem  Stcahl  tqh  0  naeb  dem  Paukt  P{x^f  a^,  a^»  eio  Punkt 
Q^*}/i*y%tVt)  sngdoidnet  wird,  welcher  gegen  denselben  verdreht  und 
in  seiner  L&nge  im  Verfafiltnis  des  konstanten  Tensors  von  Ter- 
Ubigert  igt;  d.  h.  wir  haben  es  mit  einer  Drehung  des  Raumes  bzw. 
seiner  durch     bsw.  (a^,      a^,  «,)  reprSsentierten  Punkte  verbunden 

mit  einer  Streckung  im  Verhiltnis  von  +  «i*  +  0|*  + 

SU  tun,  mit  einer  sog.  Drthstrtckung  im  viwdimtnaionaltn  Räumt 
bei  festii^fendem  Anfangspunkt^). 

Unter  einer  Drehsireckung  im  dreidimensionalen  Räumt 
▼erstehen  wir,  wie  schon  angedeutet,  eine  solche  I>Eehung  des  Räume« 
hew.  seiner  Punkte,  bei  der  gleich- 
zeitig eine  Streckung  der  Entfernungs- 
Rtreckf  der  Punkte  vom  Anfangs- 
pinilvt  statt  findet  oder,  genauer  aus- 
gednic  kt  Kine  Di  ein  Streckung  des 
Räume»  ist  tme  Bezieliung  der  Punkte 
aufeinanilcr  derart,  daß  einem  Punk- 
te P  nut  den  K( ><  irdinaten  ,  a^j ,  , 
der  also  die  Entfernung 


vom   Anfangspunkt  hat, 
ein  Punkt  Q  mit  den  Ko- 
ordiua^n  Vi>  Vt> 
spricht,  der  die  ^tfer- 

nung  l'y,*  +  y«-  +  y^-  =^  C  •  \x^*  -f  r,^  -f-  a^*  vom  Anfangspunkt  hat. 
Der  Strahl  OP  dreht  sich  also  in  die  Richtung  OQ  und  dehnt  sich 
gleichzeitig  bis  auf  die  Länge  OQ,  die  gleich  C-OP  ist,  aus. 

Eine  Bedentnng  kSonte  «iner  Deotimg  der  Qnatemionen  in  dbaem  ▼ferdixaeiiMo« 

nalen  Räume  zukommen,  wenn  man  sich  etwa  die  Bt-handlnng  der  Mechanik,  wie  sie 
von  MinkoUfdti*)  in  seinem  Aufsitze  über  Kaum  und  Zeit  angebahnt  ist,  denkt,  wo 
die  Zeit  «b  vierte  Dimension  zu  den  dreien  des  gewöhnlichen  Raumes  eingeführt  und 
nun  Tennoht  wird,  das  phy.sikaUscho  Geschehen  auf  die  Beziehungen  der  sog.  Wdt- 
linien  einrelner  Punkte  zurückzuführen,  wobei  diese  Wcltlinirn  dir-  Bahnen  der  Punkte 
im  vierdimeiisioualcn  Kaum«  sind,  die  alüo  von  den  vier  Koordinaten,  den  drei  Rauni- 
koordinaten  und  der  Zoitkoordinate,  abhün<:i  ti. 

Für  nähere  Ausführungen,  inpVte^nndere  die  Frage  nach  der  allgemeinsten  l>roh- 
Streckung  im  Tierdimensioualen  Räume  vgt  F.  Klein:  „Elemeutarmathematik  vom 
haieran  Standpunkte  aus."  Aiit<^.  v.  B.  Hdlinger,  Leipzig  1906,  S.  ISStf.  —  Caytep: 
inathi  tnatirnJ  f/fiju  rs.*'  Vo].  IT.   Cambridge  1889,  p.  133ff. 

')  Hermann  Minkotcski:  „Kaum  und  Zeit'*,  Vortrag  gehtüt.  a.  d.  80.  Xaturforsch.- 
Ten.  zu  KBtn  am' 21.  Sept.  1908;  erschienen  Sept.  1909  bei  B.  O.  Teubner,  Lei|mg. 
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02  £infuhniug  d»r  Zahl. 

Wir  betrachten  nun,  am  den  Zusammenhang  mit  den  Quatemionen 
bsw.  mit  deren  vektorieUem  Teile  ta  geben,  die  Zuoidnong  oder,  wie 
man  sich  auch  anden  aasdrückt,  die  ,,lYansfonnatton",  welche  gegeben 
ist  doroh  die  Formel: 

wobei  von  und  nur  der  vektorielle  Teil  genommen  wird,  dagegen 
q„  und  ql  zwei  vollBtändige  konjugierte  Quatemionen  sind,  so  daß  also: 

ff«  ^  «0  +  «i»  +       +  fl»  * 

ff*«  flo  —  «1  »  ^       —  * 

Multiplizieren  wir  nun  zunächst  •  narli  rlf-r  Regel  über  das 
Produkt  zweier  Quatemionen  und  heraaeh  das  Erhaltene  mit  q*  ,  so 
findet  nuin,  daß  der  skalare  Teil  dieses  Produkte?«,  also  der  obigou 
rechten  ISeite,  gleich  Null  ist  und  bezüglich  der  Tensoren; 

oder: 

welcher  Ausdruck  mit  der  Setzung 

zur  Übereinstimmung  mit  dem  obigen  für  die  Diehstreckung  im  drei» 
dimensionalen  Räume  aufgestellten  gelangt. 

Es  folgt  daraus,  daß  das  obige  Produkt  q„  •  q^  •  q*  eine  Quatemione 

qy  darstellt,  deren  sknlarer  Teil  null  ist  und  deren  Tensor  gleich  ist 
dem  um  das  Quadrat  des  Tensors  van  gestreckten  Tensor  von  der 
nur  aus  dem  vektoriellen  Teil  besiehenden  Quatemion  vs  liedeutet 
geometrisch  eine  Drehstreekung  im  dreidiniensioualeu  liiiunie. 

Allerdings  ist  dies  nicht  die  allgemeinste  Drehstreekmig  in  diesem 
Räume,  sondern  es  erfolgt  die  Drehung  um  eine  bestitntutc  Achse  durch 
den  iVnfangspunkt  nach  dem  i'unki  mit  den  Koordinaten  ,  a^,  « . , 
da  sich  nachweisen  läßt,  daß  dieser  auf  seiner  Verbinduugsgeradexi 
mit  O  bleibt»). 

')  Nahem  bieixu  vgl.  KUin-Sommcrfiid:  „Theori«  d«s  KxvtMla,**  H«ft  1. 
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^  5.   Die  böUera  komplexe  {(«ahl,  insbesundcrc  die  Quaternion. 
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Betraohten  wir  nmi  das  Produkt  nur  der  vekiorißlUn  Teile 
zweier  Quaternionen,  so  folgt  zunächst  unter  Beobachtung  der  allge- 
meiim  ffir  deren  Produkt  gültigen  Formel,  in  der  man  für  ihre  direkte 
Anwendimg  nur  die  akalaren  Teile  Oq  und  60  gideh  Null  zu  setzen  hat: 

foj  f  -f  a,j  -f  o,    •  16,  i  +  bfj  +  6,  *j  =  —  (aj  64  +  o,  6,  -j-  o,  6,)  (I) 

Gibt  man  nun  den  drn^edrigen  Faktoran  (II)  eine  naheliegende 
geometrische  Deutung  im  gew0hnlioh«i,  dreidimensionalen  Räume,  in- 
dem man  üi,  a^,  als  die  Koordinaten  eines  Punktes  P  auf  drei  zu- 
einander im  Punkt  O  senkrecht  stehenden  Achsen  der  t-,  j-  und  it-Rich- 
iung  und  6,,  6^,  63  als  die  gleichartigen  Koordinaten  eines  Punktes  Q 
auf  diesen  Achsen  betrachtet,  so  findet  sich,  daß  die  Ausdrücke 
(Oj  63  —  03  62)  r  («3  6,  —  a,  63)  und  (a^  —  6,)  nichts  anderes  dar- 
stellen, als  die  Flächeninhalt*^  der  Projektionen  des  Parallelogrammee 
OPBQ  auf  die  ;(•-,  i  k-  und  *  7 -Ebene»). 

Errichtet  in  n  nun  im  l*unkt  O  auf  die  Et»  lu  de-:  Parallele)- 
grammes  OPiiQ  eine  Senkreciite  und  nimmt  an,  ea  gebe  auf  ihr  eiueu 
Punkt  S  mit  den  Koordinaten  (a,,  63  —  bg) ,  {a^  6^  —  o,  6,)  und 
(a,  6^  —  %  6|) ,  so  ist  die  Länge  des  zugehörigen  Vektors : 

08  =  ]  ( Chi  63  —  fh\        +  («a  *1  ^  «I        +  («1  ^2  —  «2  ^1)* 

von  der  sich  nachweisen  läßt,  daß  sie  naeli  Maßzahl  gleich  ist  dem 
Flächeninhalt  des  Parallelogrammes  OPRQ.  Denn,  da  der  Neigungs- 
winkel zweier  Ebenen  gleich  ist  dem  Winkel,  den  zw  ei  zu  ihnen  senk- 
recht stehende  Gerade  mit  einander  bilden,  so  folgt,  daß  der  Neigungs- 
winkel der  Ebene  OPUQ  zur  t ) -Ebene  gleich  ist  dem  Winkel,  den  OS 

Denn  naob  den  Lehren  der  analiytisobeu  üeonittrie  drückt  siob  der  Inlialt 
«ines  DmieekM,  dcMMm  dne  Ecke  im  Kootdinatanftnfangapunkt  li«gt  vnd  denen 
andere  zwei  Ecken  die  Koordinaten  A  («|»  y^)  und  B  y,)  haben,  wie  teieht  nach- 
weisbar,-am  dnrch  die  Formel: 

_   y«  —  yt   jfj'fM 

Ako  nt  hier  der  Inhalt  a.  B.  des  Dreiecks  OP^Q'* 

in  der  /  Ir-Ebene,  dessen  zwei  freie  Eckpunkte  P"lind^?" 
die  Koordinaten  (0,6,)  und  (o^b,)  haben: 

Jof*»qr'  —  2  

nnd  aomit  der  Inhalt  dea  genau  doppelt  so  pro  Ben  Parallelogrammes  OP**  R*'Q"% 

Par,  OP*'R"Q*'  «=  a,  6,  —  \ 
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mit  der  ib*Aolue  bOdet.  Dmoh  MoltiplikAtioa  Biit  dem  Ktnum»  des 
KeiguDgswmkals  q>  war  ProjektioiiBdbeike  bsw.  Ptojektioneadiae  oliSlt 
mtok  ftber  mib  der  QrOße  dee  Originale  diejenige  eeiner  Projektioii,  d.  h. 


fr 

/ 


Flg.  lU. 


es  ist  hier,  wenn  OP'R'Q'  die  Projektion  von  OPRQ  auf  die  ij'Kbene 
und          die  Projektion  von       auf  die  A-Achae  ist: 


und 


F)a  nun  aber  nach  obigem  aus  den  Koordnmlen  von  jP  («xi  ^n) 
und  ^      ,  feg,  63): 

OP'R'Q'  =        -  a,  6, 
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g  5.  Die  höhere  komplexe  Zahl,  insbesondere  die  Quatemion.  66 

vnd  andemseito  nach  Annahme  det' Koordinaieia  Von  8i  ' 

03'"  ^  aiht  -  Ofhi 

j*o  iolgt: 

OP  U  Q  -  OS 

Zum  gleiefaen  Beanltate  kamen  wir  mit  Benutanng  der  anderen  beiden 

Projektionsebenen  bzw.  -aofaeen. 

Damit  folgt  aber,  daß  erstens  einmal  unsere  Annahme  einea 
Punktes  S  mit  den  Koordinaten  fr^  —Ot^i)»  ***  auf  einer  Senk« 
rechten  zu  OPRQ  richtig  ist^),  was  sich  dann  zweitens  darin  aus'^prioht, 
daß  die  Länge  dieser  Strecke  ÖS  ihrem  Maß  nach  gleich  dem  Inhalte 
dee  Parallelogrammes  OP^Q  ist. 

Ks  ist  somit  zwei  Vektoren  OP  und  OQ  von  der  Läng^ 

Lp  «  yvj^o,»  +  o,«  und      »  V6i«  +  b/+  V  «»n  dritter 

Viktor  08  sageordnet,  dessen  Länge  gleich  ist: 

Lg  =  y  (Ol  6  j  —  0,  6i)*  -f  (a,     -  Oa  6,)*  +  («» ^»i  —  ^s)* 

Nun  laßt  sich  der  Inhalt  eines  ParaUelogrammes  auch  noch  aus- 
drücken als  das  Produkt  aus  den  zwn  Seiten  und  dem  Sinus  ihres 
eingeechiossenen  Winkels,  so  daß  hier: 

OPRQ  =  OP'OQ  sinn 
=  Lp  •  Lq  siua 

womit  dann  für  die  Strecke  OS  auch  folgt: 

Bas  Produkt  Lp*  Lq»  am  {Lp,  Lg)  läßt  sich  damit  wiedm  als 
^ine  Strecke  deuten,  die  auf  der  Ebene  der  beiden  Vektoren  mit 
den  JLängen  Lp  und  Lq  senkrecht  steht  und  in  der  Maßzahl  gleich 
dem  Inhalt  von  deren  Parallelogramm  ist.  Als  Repräsentant  einer 
Strecke,  also  auch  eines  Vektors,  führt  es  den  Namen  eines  vektorieUen 
J^to<lukteft. 

Anch  für  den  übrigen  Teil  des  obigen  vektorieUen  Quatemionen 
Produktes,  den  Ausdruck 

läßt  sich  eine  analoge  Produktdorstellung  geben. 

')  E-s  ist  niimlich  jVricr  Punkt,  der  von  0  ciin-  Entforminfr  dem  ZahleDwcrte 
nach  gleich  dem  FlächeaiDhalt  des  Parallclograiumcs  hat,  wie  die  Umkehruog  obiger 
Betrttclitimg  lehrt. 

Koestler-Tranier,  l>ii(crciitial-  ii.  lnU>Kralrectinunit.   I.  5 
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Binföhnuig  der  Zahl. 


Ba»  wie'  aus  Figur  hervorgeht,  die  Koordinaten  des  Punktes 
(Ol  +  &|) ,  (o,  H-  hg),  (Og  +  5^)  sind,  so  folgt  nach  dem  Koeinussatc  im 
DreieciE  OQB: 

ÖR^  ^ÖQ'  +  QB' -20Q'QH*CQ6{ÖQ,  QK) 

Kun  ist: 

Uli'  =  {a,  I  h,Y  +  (a,  4-       4-  (a,  +  6,)» 

co8(Ö^,        -=  cos(180  -  a)  ==  -COSA  -  -  coslO/*, 
und  daher: 

+2  ^fe/4-6**^-v•yo|*+v+«s*««» 

Daraus  folgt  bei  Auflösung  der  Klaiuniciii: 

—  {a^  b^  4  «2 f  %  ^3)  —  —      *      •  cos(L/. ,  Lg)  =  I 

Das  Produkt  Lp* Lqcob(Lp,  Lq)  zeigt  sich  daher  identisch  mit 
dem  ersten  Teil  im  TektorieUen  Quatemionenprodukt  und  seigt  keine 
DarsteUungsmöglichkeit  durch  eine  Strecke,  sondern  nur  eine  solche 
durdi  reine  Zahlen ,  weshalb  es  als  skalareH  Produkt  im  O^nsatz 
zu  obigem  bekannt  ist. 

Wie  ersichtlich,  erwost  sich  der  ve kloritlle  Teil  des  ve htorielUft 
Quaier tiionen Produktes  in  geometrischer  Veranschaulichung 
darstellbar  durch  einen  Vektor  mit  den  Koeffizienten 
der  j-  und  AvKi(  htung  als  Koordinaten  oder  als  Vektor' 
Produkt  der  beiden  durch  die  Quaternionen  repräsentierten 
Vektoren,  währe nd  der  skalare  Teil  desselben  sich  als  skalare 
Größe  zeigt,  die  gleich  ist  dem  skalaren  Produkt  der  beiden 
die  Quaternionen  repräsenticrr' nden  Vektoren. 

Aus  diesen  X'ci  liältnissen  erklärt  sich  auch  die  s'piitor  in  der 
Vektorrechnung"  zu  t't'l)r;ui('h<'ride  linter^^<  hfiduii^  eni«\^  skalaren'* 
und  ciiic^  .  vcktoriellen  1' roduktcs"  zweier  Vektoren,  zu  welcher  Rech- 
nung wir  uns  jetzt  im  speziellen  \\  enden  wollen. 
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III.  Die  Vektoreiu'echiiuiig. 


§  6.  JUie  gerichtete  und  nicht  gerichtete  Größe. 

In  der  bishengen  Darstellung  sind  wir  im  weeentlichen  über  das 
Gebiet  der  reinen  Zahlenlehre  nicht  hinauflgekommen.  Die  geometri- 
schen Betrachtongen,  die  wir  gelegentiich  anstellten,  hatten,  wie  wir 
ausdrücklich  betonten,  nur  den  Zweck,  die  Ableitungen,  Untersuchungen 
anschaulidier  su  gestalten  und  ihren  Inhalt  dem  Verständnisse  näher 
zu  bringen.  Sobald  wir  aber  zu  den  Anwendungen  der  Zahlenldire  in 
Geometrie,  Physik,  Technik  usw.  uns  wenden,  so  werden  wir  vor  die 
Frage  gesteUt,  inwiefern  die  dort  auftretenden  Dinge  und  Eigenschaften 
sich  den  Gesetzen  der  Zahlen  unterwerfen  lassen,  falls  wir  sie  durch 
Zahlenausdrücke  darstellen  sollen.  Offenbar  wird  die  Antwort  auf 
diese  lYag^  davon  abhängen,  wie  man  dieselben  durch  Zahlen  zu  geben 
vermag  bzw.  praktischer  ausgedrückt,  wie  man  ihnen  in  beatimmter, 
für  die  Anwendung  zweckmäßiger  Weise  Zahlen  zuordnen  kann. 

Bei  den  Anw  endniig(>n  int  nun  eine  wesentliche  Bestimmung  der 
Kiseheinuugcii  die  ilirer  quantitativen  EiL'ensckaften.  Zu  diesem 
Zwecke  rnii^sf!)  sif  ((uanlitativ  verL'liehen  werden,  Jede  solche  Ver- 
gleichung  oder  also  „McMiSiiii^"  fiilii  t  uns  dann  7.11  einer  ^  <  1  L^leiehnngs- 
oder  Maßzahl,  die  wir  als  den  Aufdruck  der  i»elreffemk'ii  <]iianlita- 
üven  Eii^enschaft  betrachten  oder  der  letzteren  /luirdnen.  Da  also 
eine  solclie  Zahl  als  Maßzahl  eben  dadurch,  daß  ^ie  letzteres  ist,  noch 
einen  neuen  Inhalt  erhalten  hat,  .>u  fiiiirt  sie  auch  zu  einem  neuen 
Begriff,  nämlich  dem  der  Größe. 

Die  Or&ße  ist  eine  Zahl,  welche  eine  bestimmte,  im  all* 
gemeinen  quantitative  Eigenschaft  einer  Erscheinung  re> 
präsentiert  oder  sie  ist  eine  angewandte  Zahl^). 

Daneben  kann  es  bei  den  Erscheinungen  notwendig  werden,  neben 
der  Maßzahl  für  ihre  quantitativen  BUgenschaften  noch  eine  Richtung 
zu  unterscheiden,  welche  entweder  geometrisch  durch  eine  Gerade  mit 
einem  Pfeil  bezeichnet  sein  kann  oder  wieder  durch  Zuordnung  be« 
atimmter  weiterer  Zahlen,  die  etwa  die  Maßzahlen  für  die  Winkel  sind, 

')  Hr-züpUch  einer  noch  alltronieiiKn-n  I)«  finitii>n  der  „Ciröüe"  und  ein^-liendor 
Darlcjfuiig  ihres  VerhaltnifiHeH  zur  Zahl  vgl.  §  12,  .S.  114  u.  ff. 

5* 
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Dio  Vektoreuroclmiuig. 


velohe  dieae  Biclitiiiig  mit  diei  festen,  zueinander  senkrecht  stehenden, 
sog.  Koordinaienaehten  Inidet.  Die-yeremigiing  beider  Eigenschaften, 
det  quantitativen  und  geriditeten,  «gibt  dann  das,  was  wir  eine  0r«>- 
riehteie  OrSfie  nennen. 

Diese  „gerichteten  Größen",  die  wir  damit  zum  erstenmale  hier 
einfuhren,  denen  also,  um  es  nochmals  hervorzuheben,  neben  einer 
durch  eine  Za Iii  ausgedrückten  quantitativen  Bestimmung  noch 
eine  bestimmte  Richtung  im  Räume  zugeordnet  wird,  haben  sich 
für  die  Anwendungen  nicht  nur  in  rein  mathematischen  Fragen,  son- 
dern auch  vor  allem  und  speziell  für  die  Benutzung  in  der  Physik 
und  Teclmik  aiö  äuüerst  /..veckmäßig  und  wertvoll  erwiesen.  Eine 
solche  Größe  —  wie  z.  B.  eine  »Strecke  :  / -  /j  für  die  aber  wesentlich  ist, 
daß  sie  in  der  Richtung  von  c^f  nach  c-  //durchlaufen  werden  soll,  oder 
eine  Kraft,  für  welche  neben  ihrer  quantitativen  Größe,  d.  h.  der  Maß- 
zahl, noch  die  Richtung,  in  der  sie  wirkt,  maBgehend  ist, 
oder  eine  Geschwindigkeit,  für  die  das  näniHche  gilt,  wie  fiu" 
die  Kraft  —  ist  erst  dann  vollständig  für  das  Rechnen  mit 

ihr  gegeben,  sobald  man 
neben  dieser  quantitati- 
ven   Bestimmung  noch 
ihre  Richtung  kennt.  T)a 
die  Rechnung  mit  diesen 
Begriffen  und  Größen,  die 
auch  der  Hamütonschen 
Quatemionenlehre  zu- 
grunde liegen  und  die 
andrerseits  insbescmdere 
von  Oraß- 
mann^)  ein> 
geführt  und 
ausgearbeitet 
wnirden,  viele 

Beziehungspuiikte  mit  der  Rechnung  der  gewöhnlichen  komplexen 
Zahlen  besitzt  und  in  gewisser  Weise  sich  auf  dieselben  stützt,  so 
wollen  wir  dieselben  auch  ihrer  schon  betonten,  stets  zunehmender 
Bedeutung  in  physikalisch-techni«  )ieii  Fragen  han)er  hier  einführen 
und  die  ( wundlagen  für  ihre  Rt.  hriung  entwiekeln.  weitere  Betrach- 
tungen darüber  aber  dt  u  Darlegungen,  vor  allem  spezielleren  Auf- 
gaben au  andeien  Orten  üljerlasöcn. 

*)  Chnßvmnn,  Hermann,  Günter,  Mathematik«r  und  Spnicbforach«r  1809 — 1877,  Gym» 

nasialproft'ssur  in  Stettin. 
Hauptwerk:  „Die  WibseiucUäft  der  exteßsiven  Großen  oder  die  AusdebDun^Iehrc!/* 
Leipzig  1844,  neue  Bearbeitung  1882. 


Fig.  20. 
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Früher  hat  man  diese  gericliteten  (Jroßtn  nicht  als  selbständige 
aufgefaßt,  sondern  hat  die  Richtung,  wie  wir  eben  aasführten,  durch 
verschiedene  Winkelangaben  näher  festgelegt.  Dadurch  kam  aber  doch 
ein  Umstand  in  die  gerichtete  Größe  hinein,  der  eigentlich  nicht  zu 
ihr  gehörte,  da  das  Eoordmatensystem,  auf  das  man  etwa  Krftfte  be- 
zieht,  etwas  den  Kräften  und  ihrer  WirkBamkdt  nicht  Eigentümliches, 
ihnen  willkürlich  Zugefügtes  ist. 

Es  war  daher  von  groOem  Gewinn,  als  vor  allem  SatnUkm  und 
Orufimann  lehrten,  wie  man  mit  solchen  „gerichteten  GrOfien"  auch 
rechnen  kann,  ohne  zunächst  die  Beziehungen  zu  einem  solchen  Ko- 
ordinateniqrstom  emführen  zu  müssen.  Immerhin  wird  man  audi  diese 
Zorückführung  dennoch  benützen,  wo  sie  eben  VcHrteile  bietet  und  wo 
sie  unter  Umständen  leicht  zugangliche  Deutungen  geometrischer  oder 
mechanischer  Natur  gestattet.  Aber  das  Wesentliche  ist  und  bleibt, 
daß  man  gelernt  hat,  die  gerichtete  Größe  als  selbständiges  Ganzes  für 
sich  zu  betrachten  und  in  die  Rechnung  einzuführen. 

Tut  man  dies,  so  sind  zunächst  zwei  grundverschiedene  Arten 
von  Großen  zu  unterscheiden,  und  zwar: 

1.  Die  sknlnre  Größe  oder  kurzweg  der  Skalar,  welcher 
Name  einer  jeden  Größe  zukommt,  die  durch  Angabc  eines 
Zahlenwertes,  einer  Zahl  als  ihrer  Ma(3große  bezüglich  ihrer 
Veränderlichkeit  vollständig  bestimmt  ist. 

Als  Beispiele  erwälnun  wir  den  einfachsten  Skalar,  die  absolute 
ZahP),  durch  welche  sich  alle  anderen  Skalare,  wie  z.  B.  Zeit,  Temperatur, 
Masse,  Volumen,  Dichte,  Gewicht,  Knergie,  ^Vrbeit,  Leistung  usw.  ver- 
mittels Zuordnung  ausdrücken. 

2.  Die  geriehUie  oder  vekiorielle  Größe  oder  nach  HamiUon 
kurzweg  der  Vektor,  nach  Cfrafimann  die  »^trecke**,  welcher  stets 
außer  einem  numerischen  Werte,  der  Maßzahl,  bezüglich 
ihrer  Veränderlichkeit  noch  eine  Richtung  mit  Kichtungs- 
sinn  zukommt,  die  beide  veränderlich  sein  können. 

Als  Beispiele  nennen  wir  auch  wieder  zunächst  den  dnfachsten 
Vektor:  die  mit  einer  Richtung  behaftete,  die  gerichtete  Strecke,  in 
welcher  sicli  alle  anderen  Vektoren  durch  Zugrundelegung  eines  IMaß' 
Btabef?  darstellen  lassen,  wie:  Kraft,  Geschwindigkeit,  Beschleunigung, 
elektrische  und  magnetische  Feldstärke  und  Induktion,  elektrische 
Spannung,  Stromstärke  usw. 


')  wo  (laim  .i1Ierditi£r!4  von  ihr  als  MaßgröDe  bzw.  MaOcahl  im  ebengenannU'D 
äinue  nicht  geredet  wcrdeu  kann. 
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Graßmann  macht  noch  einen  weiteren  Unterschied,  der  bei  HamiÜon 
nicht  eziBtiert,  swisdieii  „freien"  und  „gebundenen  Vektoren"  von 
denen  für  uns  hier  »uch  nur  die  erstaun,  sonst  nur  kurs  als  Viktoren 
bezeichneten,  in  Betracht  kommen.  Man  versteht  unter  freiem  Vekior 
einen  solchen,  der  parallel  zu  sich  selbst  im  Baume  nach  allen 
Richtungen  verschoben  iverden  kann,  ohne  sein  Gleichbleiben  für  die 
Rechnung  dadurch  einzubüfien,  während  ein  gebundener  Vektor  ein 
solcher  ist,  der  nur  in  seiner  unbegrenzten  Geraden,  in  der  er 
liegt,  im  einen  oder  anderen  Sinne  ohne  Einfluß  auf  andere  Gröfien 
verschoben  werden  darf.  Zwei  freie  Vektoren  sind  daher  einander  gleich, 
wenn  sie  parallel  zu^nander  sind,  gleiches  Maß  und  gleichen  M'uh- 
tungssinn  In  sitzrii ,  wie  z.  B.  zwei  parallele  Kräfte  von  gleicher 
<;röße  und  Pfeilrichtuug.  alH  i  verschiedener  Aktionslinie.  Zwei  gebun- 
fiene  Vektoren  sind  einander  gleich,  wenn  sie  nach  Maüzahl,  Richtung. 
Rieht ung.Hsinn  und  T^ige  übereinstimmen,  wenn  sie  sich  also  durrh 
Wrschit'bimü  in  ihrer  Richtung  zur  Derkting  f)riiigpn  lassen,  wie  z.  B, 
zwei  Kräfto  mit  »iloirlipr  fJrößc  Pfeilrichtuug  und  Aktioiislinic. 

Zwf  i  Shihii  f  unter  .sii  li  sind  auf  Grund  obiger  Angaben  noch  nicht 
iminrr  Gn»ßeii  i;l<  ichf'r  Art  :  ^i^»  miisHf^n  außer  in  der  Mnßzahl,  d.  i.  der 
ihn  iM  <|uantitativeu  Wt-rt"-  ziiLiiordiu  ten  Zahl  auch  in  ihren  physika- 
lischen Dimensionen  übeieinstmuiieu.  Alniheli  steht  es  mit  den  \'rk- 
tnren,  die  nur  dann  als  gleich  zu  bezeiehneu  sind,  wenn  nicht  nur  die 
sie  repräsentierenden  Strecken  nach  Länge  und  Richtung,  bzw.  auch 
noch  Lage,  sondern  auch  noch  ihre  Dimensionen-),  in  denen  man  sie 
ausdrückt,  die  nämhchen  sind. 

Diese  Unterscheidungen  bezüglich  der  phy  sikalischen  Dimensionen 
sind  jedoch  für  uns  hier  nicht  wesentlich,  da  wir  für  die  mathematischen 
Betrachtungen  von  diesen  Unterschieden  absehen  können;  denn  für 
diese  kann  es  sich  selbstverständlich  nur  um  Vergletchung  solcher 
Vektoren  handeln,  die  überhaupt  vergleichbar  sind,  also  obenmirähntc 
Bedingungen  erfüllen. 

Nach  oben  bei  den  freien  Vektoren  gesagtem  spielt  die  Lage  der 
Vektoren  im  Räume  kerne  Rolle. 

In  der  gebräuchlichen  Weise  bezeichnen  wir  einen  Vektor  all- 
gemein mit  gotischen  Ruchstaben  (deutsche  Schrift:  ^,  (S, 
•••;a.b,c,'»«  oder  Fraktur:  Ä ,  Ö ,  C»  •  •  • ;    »  b ,  C ,  ♦  •  •)  zum 

*)  Der  Name  selbst  {gehnndtntt  Vektor)  rithrt  von  Timerding  her,  wotvirGraß- 
fiiitnn  dns  Wort  LinieHt^il,  nein  Sohn  Stab  Tonichhi|ii|en  und  F6ppt  Knitnfliiehtiger 

l'tktor  schn-ibt. 

•)  l'jiior  l)  imtiimun  in  physikalischem  Sinne  —  w>is  streng  XU  untet«ch«iden 
i-t  FH  »ii  n^io»  in  geometrischem  Sinnt'  -  vor^ti-lit  man  bekanntlich  die  Art  der 
^'<'^knü^>ful)s<<'^  di  r  :iii_''-ii'»rnrn»!K'ri  ( Ii iiiiflpiiihoitt-n  in  der  zu  rncsMiidcn  Grölie.  So 
ixt  z.  B.  im  Z<.nuinu'i<T-( itanini-Srkun'irn-Systcm  (cm-gr-Sck-  oder  CGS-System)  dii" 
Dimension  der  Oesehwindigkcit  cm  Sek  diejenige  der  Energie  (und  Arbeit) 
rm*  nr  Sek 
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Unterschied  von  dem  stet»  mit  lateinischen,  auch  griechischen  Buch*. 
Stäben  bezeichneten  Skalar.  .-   *  . 

Die  CkOOe  dM  Vektois  wird  dutch  eine  skalm  Gx^^ 
zahl»  gegeben,  die  ihn  in  einem  gewiesen  HaOetab  mißt.  Mm  beEoiohnek 
dieoen  Skalar  als  den  Beirag  dea  Vektors  oder  auch  seinea  aiötohtten 
Wert  und  deutet  ihn  an  duich  EinacUießen  der  Vektorbezeiohnmig  in 
zwei  vertikale  Striche  oder  beaeiohnet  ihn,  wie  allgemein  einen  Skalar, 
mit  iateiniachen  BuduBtaben.  So  ist  z.  B.  der  absolute  Wert  des  Vek- 
tors 9(  KU  bezeichnen  mit  |9|  oder  auch  mit  A^) . 

Vektoren,  deren  skalarer  Betrag  der  Zahlcncinheit  1  zugeordnet  ist, 
nennt  man  EinheitBvehtoren  und  bezeichnet  sie  wie  die  gewöhnlichen 
mit  dem  Index  1  :  $(| ,  ao  daß: 

%  =A,^\ 

Betrac  hten  wir  z.  B.  als  \'ektoigrüße  die  Kraft  %  von  der  Größe 
gleich  5  Kiafteiiiheiten  (z.  B.  kg)  oder  der  Maßzahl  5  mit  ihrer  graphi- 
schen Darstellung  durch  die  gerichtete  Strecke,  bo  entspricht  die  Ein- 
heitslänge dieser  Strecke  (z.  B.  1  cm)  nirt  gleicher  Richtung  der  Einheit 
dee  Vektors  (1  kg);  sie  ist  also  die  graphische  Verauschaulichung  des 
Einheitsvektors  von  ^ ,  also  von      mit  der  Maßzahl  1  * 

Es  ist  also  in  unserer  angeführ-  ^'^'^^^ 
ten  Bezeicbnungsweise :  '^^y^'"^^^^!^^^^ 

und  es  folgt  allgemein :  .-.-^^f^x""''''^^ 

Die  Kraft  läßt  sich  also  ansdnicken  durch  das  Produkt  aus  einer 
skalaren  Größe,  die  gleich  ist  ilirei-  Maßzahl  und  ihrem  Einheitsvektor 
gleicher  Richtung  und  Lage;  allgenuin  fol^t: 

Der  Vektor  ist  stets  darstellbar  als  Produkt  aus  dem 
seine  Maßgröße  angebenden  Skalar,  seiner  Maßzahl,  und 
«einem  Einheitsvektor. 

Für  die  Herleitung  der  Kechnungsregcln  und  Grundgesetze 
der  Vektoren  wählen  wir  den  anschaulicheren  Weg,  der  von  der 
Geometrie  ausgeht,  um  so  mehr,  als  dann  die  Anwendungen  der  Vektor' 

amdysis  mehr  in  die  Augien  sprin^ren.  Wie  eine  rein  arithmetische  Ab- 
leitunfi  einzuführen  wäre,  zeigt  deutlich  unsere  Einführung  der  gewöhn- 
lichen komplexen  Zahlen  und  der  Quateniiooen. 

')  Di<'  R^-zoiclinuiis^  des  aftsolntcii  Wi  id  s  fiiip-i  Vrkturs  mit  lnt<'ini>ichrn  BtirU« 
Stäben  an  Stelle  des  für  den  Vektor  tidtenden  deutschen  bujiitst  jedoch  eine  be< 
wshiftnktera  Anwendungiifihtgkeit  ah  diejenige  mit  den  einfassenden  T«>rtikalen 
Strichen,  denn  sie  läßt  >i>  Ii  nur  auf  die  Schreibweise  des  Vektors  in  einem  Buch- 
staben anwenden  und  nicht  beil>ehaltcn,  wenn  ein  Vektor  als  Resultat  einer  an- 
zudeutenden Operation  durch  die  operativ  verbundenen  Elemente  gcächrieben  werden 
«oH  (vgL  8>  72,  Anm.  2);  sie  hat  aber  den  Vorteil  der  einfacheren  Schreibweise. 
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Die  Vfiktorenrechnun^. 


I  ?•  Additton  and  Subtraktion  Ton  Vektoren. 

Zwei  Vektoien  wwöm  addiert,  indem  man  sie  mit  den  Knd> 
iluer  Bie  danteUendeiL  StredLen  geometrisch,  d.  h.  mit  Be> 
rfieknohtigoog  der  Riolitimg,  aneinander  fügt,  wie  Fig.  22  seigt. 

Ak  geometrische  oder  ala 
Yektarsumme  der  Vektoren  % 
und  96  ersoheint  dann  der  Vek> 
tor  G  als  dritte  Seite  des  Drei- 
eckes, gebildet  aus  den  Vektoren 
9(  und  9»  geschrieben: 

Eiiie    einfache  Überlegung 
lehrt,    daß   wir   zu  deiriHt'llK'n 
Resultat  gelangen,  wenn  wir  zu- 
erst den  Vektor  $  angeben  und 
«n  ihn  den  Vektor  ü  in  gleicher  Weise  anfügen. 


Es  ist  somit  auch: 

=  »  +  « 


und  daher: 


«  =  S3 


vif.  tt. 


was  uns  aber  sagt,  daß  für  die 
Addition  der  Vektoren  das 
komm utati ve  Gesetz  ^ilt. 

Für  die  Subtraktion  eines 
Vektors  "i^  von  einem  Vektor  VC 
setzen  wir  fest,  daß  darunter  die 
Addition  eines  Vektors  5?  vom  glei- 
chen Betrag  aber  mit  zu  obigem 
entgegengesetzter  Richtung  zu  ver- 
stehen sei,  nach  Fig.  23. 


*)  Wann  schon  dai         Zeichen  aonat  nm  für  die  Andeutung  der  algebnisehen 

Adclifion  pinerführt  wnrde,  so  pflcpt  min  hier  für  diese  geonirtri^;!  doch  ^nnz  andon» 
definierte  Addition  kein  ueuee  Additionszeiclien  aufzunehmen,  sondern  das  algebraische 
ftudi  dsf  6r  beiKnbehftlten.  Die  Andeutung  der  neuen  Additionsart  verlegt  man  in  die  an- 
dere S<  liri  ilnvt'ist'  der  so  addierten  Größen,  indem  man  für  sie  andere  Biu  hstaljen/xiclit  u 
(gotische)  verwendet.  Das  Analoge  ist  von  der  Verwendung  des  „ — "-Zeichens  zu  sagen. 

Immerhin  trifft  man  für  die  Andeutung  der  geometrisctien  Addition  vaA  Bub- 

—V  — >  — > 

traktion  a.  a.  O.  auch  die  Zeichen:  +,  — ,  2*.  oder  +>- ,  . 

•)  Der  absolute  Wt n  den  Vektors  (5  ist  (I  -  C  otler  mit  Andeutung  des  Ent- 
8tehungs|B'e'M»t7es  drs  \  rktuis  (5  n>i<-]\  zu  schnnben  91  -i-  ^  :  f  Ii  «  ire  e*t  aber,  ihn 
mit  A  B  zu  notieren,  da  die»  die  .Summo  der  absoluten  Werte  der  V  ektoren  Si  und  ii-i 
ist  (md  <Ue8e  nicht  gMch  ist  dem  absoluten  Wert  der  Summe  dieser  Vektoren.  Eb  M  : 
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Das  Resultat  schreiben  wir  wieder  symbolisch:  , 

Miiu  sieht  auch  leicht  ein,  daß 
sich  Summe  und  Differenz 
zweier  Vektoren  fi  und  ^^  als 
die  beiden  Diagonalen  des  ans 
ihnen  als  Seiten  konstruier- 
ten Parallelogra 

mg-  24). 

Dehnen  wir  die  Addition  von  Vektoren  auf  mehrere  derselben  aut«, 
8o  erkennt  man  leicht,  daß 
fär  die  Addition  von  Vek- 
toren auch  das  assoziative 
Gesetz  gilt,  daß  z.  B.  nach 
Fig.  26: 

m  t^).±5  -  «  +   +  g) 

Es  folgt  auch  feiner,  wie  ans  Fig.  26  ersichtlich: 

a+iö+S  +  2>  +  <£  +  S  +  ^  -  ^  +  G  -f  03  +  91  +    +  33  +  Tv 


=        g  +  g  +  Sd-f    +  2)  =  usw. 


uad  des|^chen  auch: 
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§  8.  Das  Piodakt  zweier  Yektoren. 

Als  erste  Frage  Aviire  die  nach  dein  Produkt  eines  Skala  res 
mit  einem  Vektfü  zu  betrachten.  Da  aljer  eine  skalnre  Größe  keine 
Richtung  besitzt  und  infolgedessen  auch  keine  Kichtinig  ändern  kann, 
SO  ergibt  sich  als  festzu-i  t /.( ndr  Definition,  daü  man  unter  dem  Produkt 
aus  einem  Skalar  M  und  enieni  \  eklor  9t  einen  \'cktor  iß  zu  verstehen 
hat,  der  in  der  Richtung  mit  dem  Vektor  übereinstimmt,  aber  ui 
seinem  Betrage  if-mal  so  groB  int,  au  daß: 

ja  ^  Jf . ^  ,    wobei  B'-M'A 

In  dieser  Festsetzung  liegt  auch  eine  Bestätigung  der  bereits  oben 
gemachten  Bemerkimg,  daß  man  jeden  Vektor  als  Produkt  aus 
seinem  Betrage  und  seinem  Einheitsvektor  auffassen  kann. 

Bezüglich  des  Produktes  zweier  beliebiger  Vektoren  hat  man  es 
in  der  Vektoranalysis  mit  Rücksieht  auf  die  Anwendungen  als  zweck- 
mäßig gefunden,  zwei  ^)  verschiede  ne  Arten  von  Produkten  zu  unter- 
scheiden, deren  Namen  sieh,  wie  bereits  früher  schon  ai>gpppbeii,  aus 
der  geometrischen  Darstellung  des  Vektors  im  Räume  herleiten  (vgl. 
S.  57,  63-66). 

Es  sind: 

1.  das  skalare  oder  in/ure  J'roduU,  kurz  l'nuliikt. 

2.  das  vektoridle  oder  üußtre  Produkt^),  kuiz  Vektorproduki, 

Das  6kalare  Produkt  ZHcier  Vektoren 

%  und  S3  deutet  man  an  durch  die  auch  durch  das  MultipUkations- 
zeichen  verbundenen  Vektoren  oder  dinch  einfaches  Xebeneinande r- 
stellen  derselben,  auch  durch  ein  Komma  getrennt,  in  eine  runde 
Klammer  gefaßt: 

öeltener  durch  die  »Schreibweise: 


')  Km  kömit«u  natürlich  auch  mehr  ala  nur  die  iolgvDiien  zwei  Produkte  zweit  i 
Vektoren  definiert  Verden;  ihre  Einfuhning  ist  jedoch  durch  da«  Torliegende  Bedfirfni« 
und  ihro  Kigniiii^  zu  ilrrarlimtMi  KoTiil  inatinn. n  licdin^'t. 

^)  Der  Name  „äutieres  i'rodukl"  wird  für  Uns  vektorielle  in  der  VektoraiudyMio 
von  Hamiltanf  Heaviwk  und  Föppl  bentttaet»  wohingc^u  ii  (iraßmann  darunter  etwas 
anderes  versieht,  rgL  S.  80;  aus  diesem  Grunde  Termeiden  wir  hier  diese  Ausdrucks' 
weiee. 

Um  Milivci-si  ii.  lrii->f  zu  vermeiden,  ziehen  wir  im  allgcmcincu  die  ei-sttn-u 
dieser  Schreibarten  vor  iin<i  reservieren  Uns  die  runde  Ivlamiucr  möglichst  allein  für 
die  übliche  algebraische  Zusammenfassung  Ton  Ausdrücken. 
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Es  wird  definiert  durch  die  Gleichung: 

Andei^  »uch  oft  gelmaohte  Darstellnngeo  aiiid: 

(«[;B)»'|«i';»j.oo«(«43)»cr 

v>onn  iinttT  cos  ('^l,'^^)  der  Kosinus  des  von  den  !>fMi)f»n  \Vktf)n»ii  ?(  und  ^  ein- 
geechiosdeuen  Winkels  zu  verateheo  ist  und  zwar  gcmettaeu  iu  KicUtung  voo  $( 
nach  ^  auf  dem  kOrzeren  Wege. 

Wie  der  Name  und  der  fOr  dasselbe  gesetzte  Buchstabe  O  andeuten, 
ist  das  skalare  Produkt  selbst 
ein  Skalar^). 

Vertauschen  wir  in  diesem  Pro- 
dukt die  Vektoren,  so  erkennt  man 
leicht,  daß  der  Wert  des  Produktes 
sich  dadurch  nicht  ändert;  dam  die 
beiden  ersten  Faktoren  sind  Skalare, 
deren  Vertaiischung,  wie  bei  Zahlen, 

auf  die  durch  ihr  Produkt  clargcsteUte  skalare  Größe  keinen  Einfluß 
ausüben  kann,  während  die  beiden  Winkel  (^(.^B)  und  (^,^1)  gleich, 
aber  entgegengesetzten  Vorzeichens  sind,  für  welche  bekanntlich  der 
Kosinus  gleich  ausfällt. 

£s  besteht  somit  die  Beziehung: 

Mit  Worten: 

Das  skalare  Proilakt  zweier  Vektortn  befolgt  das  kom- 
mutativü  Gesetz  der  Multiplikation. 

Nehmen  wir  vom  Vektor  %  den  m  -  ten  Teil,  das  ist  ein  Vektor,  der 
mit  diesem  gleiche  Richtung,  gleichen  iKichtungssinn  und  gleiche  Lage, 
aber  nur  den  m-ten  Teil  seines  Betrages  besitzt,  und  bezeichnen  diesen 
TeÜ Vektor  mit  9(  i  ,  und  nehmen  wir  analog  vom  Vektor     den  n^ten 

tu 

Teil  als  Teiivektor       ,  so  wird: 

"JT 

A^m*Ag    ;  B  =  n*Bt 


und  es  folgt  aus:        ^_  ... 


tu  II  in  II 


in       n  iH  it 


')  Srin  Zali!i-n\vort  wird  ;nn  Ii  dnr(  h  den  Tnlialt  d*-  PnrallcloL'^ranunrs  ;inL'('5;clu'n, 
welches  aus  den  den  zugehörigen  Küniplewent-Winkel  ein.schiit*LSenden  Vektoren  ge- 
bildet wird  oder  aus  swei  Vektoren  «U  Seiten  enteteht,  wenn  wir  den  einen  der  beiden 
Veitlorea  enetaen  dureh  den  su  ihm  senkrechten  gleicher  Länge. 
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Setzen  wir  vorübergehend: 

m  n 

eo  folgt: 

uiid  mit  der  Wiedereinführung  der  Bezeichnungen  St  und  JÖ,  indem 
wir  Jetzt  setzen: 

<£  =  91    und    %  —SB 
ergibt  sich  die  allgemeine  Beziehung: 

oder: 
Da 

so  folgt  hiernach  auch: 

Das  akalar^  Produkt  läßt  sich  stets  darstellen  als  das  mit 
den  Beträgen  der  beiden  Vektoren  multiplizierte  skalare 
Produkt  ihrer  Einheitsvektoren. 
Feruex  folgt: 

=  ^(/i^l,,S3,)  -  ß(%,A'^i)  usw. 

d.  h.  in  der  Schreibweise  des  skalaren  Produktes  durch  die  Beträge  der 
Vektoren  und  ihre  Einheitsvektoren  kann  man  erstere  beliebig  Jedem 

der  letzteren  zuteilen. 

Es  wäre  noeh  zu  untersuchen,  wie  es  mit  dem  distributiven 
Gesetze^)  für  skalare  Multiplikation  bei  den  Vektoren  steht»  also 
ob  die  Beziehung: 

besteht. 

Dies  wollen  wir  hier  zunäehf^t  geonKtiiüch  tun  und  uns  eine  ana- 
lytibcho  Darstellung  vorbelialten,  die  w  ir  ausführen  werden,  sobald  die 
Komponeiitendar-stellung  eines  Vektors  pegel)en  ist. 

Mit  Berücksichtigung  des  koiumutativen  Gesetzes  für  die  Multipli- 
kation geht  unsere  zu  beweisende  Beziehung  über  in: 

oder  ausgeschrieben: 

,<£j .  i^l  +  ä3iCos((i;,2l  -f  i8)  =      .  i3l,co8(Ml)  T      •  iiö,cos((£,^; 

))  Für  eine  aaalytisofae  Einführung  der  Vektoren,  wie  dies  bei  den  QaftteziiioneD 
geschehen  itt,  müßte  mva  da«  distributive  Gofleta  &1b  gültig  TomnsaetMn. 
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Nun  iit  aber 
|9i|ooa((S,9l)  oiohtB  an- 
deres als  die  orthogo- 
nale   Projektion  dier 
Strecke  von  der  Länge 

auf  die  Richtung  (£. 
Führen  wir  diese  Auf- 
fasanng  auch  für  die  an- 
deren Glieder  der  Glei- 
chung durch,  so  folgt: 

\ü\  X  Fkojektion  von  \^  -^  »|  auf  6  -      X  Ptojekt.  von  «(  auf 

+  \(&\  X  Projekt,  von  18  auf  (E 

Dividieren  wir  die  ganze  Gleichung  durch  den  Skalar       so  bleibt: 
Projekt,  von  |3l  +  ©|  auf  (£  =  Projekt,  von  i^li  auf  © 

H-  Projekt,  von  \fd\  auf  (S 

was  durch  obige  Figur  als  richtig  erkannt  vird  und  damit  auch  be- 
wiesen ist. 

Aus: 

«,t6-«,9t-i4.Bcoe(W.») 

folgt,  daLi  das  skalare  Produkt  verBcUwiudet,  wenn  entweder 
einer  der  beiden  Vektoren  verschwindet,  also  =  0  oder 
S3  =  0  ist,  oder,  wenn  die  beiden  Vektoren  aufeinander  senk* 
recht  stehen,  da  cosQO''  =  0  . 

Für  SB     9(  folgt  aus  obiger  Formel: 

31*     ^  .  ^  .  coaO  d.  h. 

Das  skalare  Quadrat  eines  Vektors  ist  gleich  dem  Quadrat 
seines  Betrages. 

Als  Beispiel  eines  skalareii  Produktes  erwähnen  wir  die  Arbeit, 
die  ja  bekanntlich  stets  gleich  dem  Produkt  i^^t,  welches  aus  der  VÖrken- 
den  Krnft  und  deni  in  ihrer  Richtung  zurückgelegten, 
d.  h.  aut  ilire  Richtung  projizierten  Wege  ist;  oder  auch, 
was  da'^  Gleiche  bedeutet:  Weg  mal  Kraftkomponcnt< 
in  Rieht  unir  des  Weges.  Und  zwar  kommt 
nur  das  Pro(lul<t  der  Beträge  tlies(^r 
ren  $  und  §  in  Betracht,  welches  die 
Größe  der  auf  dem  Wege  §  durch  die  Kraft 
geleisteten  Arbeit  angil)t.  Wir  erhalten 
nach  für  die  auf  dem  geradlinigen 
Wege  g  von  a  bis  b  durch  die  in 

«einer  Richtung  wirkende  Kraft    ,  f  ig.  29. 
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z.  B.  in  Form  der  Bewegung  eioes  KOrpen  über  diese  W^gitrecke, 
geleistete  Arbeit  den  Ausdruck: 

Das  vektorielie  Produkt  zweier  Vekioreu 

^){  und  wird  syraboliäch  allgenieit«  dadurch  angedeutet,  da  II  nuui 
die  beiden  zu  niultipliziereudeii,  auch  oft  durch  ein  Komma  getreonten 
Vektoren  in  eckige  Klammem  einschlieOt,  also  durch: 

lf|,«]»[1f.«].[t«] 

.seltener  durcli  die  Schieibweise  /  "Hl  3^  . 
Eö  wird  definiert  durch  die  Gleichung: 

oder  auch  in  anderen  Darstellungen: 

A*B  *nn(ä^)^(l 

Wie  Name  und  Buchstabe  (£  andeuten,  verstehen  wir  unter  dem* 
selben  einen  Vektor,  im  Gegensatz  zur  Graßmannschen  Lehre,  wo  das 
sog.  „äußere  Produkt"  als  ein  Skalar  erscheint.  Die  nähere  Bedeutung 
dieses  Vektors  d  ergibt  sich  aus  dem  Folgenden: 

Vertauschen  wir  die  Faktoren  und  bilden  also  das  Produkt  {fd,fQ, 
so  wäre  dieses  nach  Definition  gleich: 

Nun  ist  aber: 

8in(«l,^)--8in(iö3) 

da  mit  eiiti^fL'cnj^ot  t/.ter  Ziililr icht uim,  d.  Ii.  fiii'  eiitgegengessetat*?«  Vor- 
zeichen des  W  inkels  auch  der  Sinus  sein  Vorsieicheu  ändert. 
Es  folgt  somit  die  Beziehung: 

womit  eiuie.sen  ist,  liaLi  das  konnnutuiive  (iesctz  der  Multipli- 
katifni  für  das  Vektor  protl  nki  nicht  gilt. 

Damit  eiktimen  wir  das  vektorielie  J'rudukl  zweier  ^■ektorell  als 
eine  (Jniße  anderer  Art,  als  wie  wir  .sie  bi.sher  kennen  gelenit  haben, 
eine  ClrüLJe,  wie  wir  sie  in  ebensolcher  abweichender  Weise  bereits  bei 
den  liamiltonschen  Quatemionen  konstatiert  hatten. 
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Wir  definieren  nun  das  vektorMUe  (äußert  lYodukt  der 
Vektoren  H  und  S3  als  einen  Vektor  f ,  weldier  avt  der  Ebene 
dieser  beidoi  Tektoren  senkrecht  steht  und  dessen  Richtung 

dadurch  festgesetzt  wird,  daß  einer  Drehung  um  ihn  als 
Achse  von  91  nach  ^  und  einem  Vorrücken  in  seiner  Rieh'' 
tung  eine  Rechtsschraubung  entspricht  (Korkzieherregel); 
sein  absoluter  Wert  oder  Beirag  sei  gleich  dem  Flächen^ 
inhalt  des  durch 
d i e  b e i d e n  Ve kt oren 
VI  und  gebildeten 
Paralleiogram  mes*). 

Die  Reihenfolge 
der  \  ektoren  im  vek- 
torieUen  Produkt  [91  ,i8] 
deutet  an,  da (3  der 
Winkel  zuiselieii  den 
beiden  zu  nehmen  ist  Kig.  ao. 

vom  Vektor  31  aus- 
gehend in  einer  Drehung  von  nach  was  mit  der  Festsetzung 
eines  Drehsinnes  in  der  Ebene  der  beiden  Vektoren  %  und  Sb  gleich- 
bedeutend ist.  Darin  liegt  auch  die  Berechtigung,  eine  solche  GrOße, 
wie  dieses  Produkt,  aJs  Vektor  aufzufassen  und  also  diese  Drehrichtung 
durch  eine  gerichtete  Größe,  im  Bild  eine  gerichtete  Strecke,  wieder- 
zugeben. 

Da  nach  Definition  des  Vektors,  gleich  dem  Giafimannschen  freien 
Vektor,  derselbe  nur  durch  Größe  und  Richtung,  aber  nicht  durch  eine 
bestimmte  Lage  (Aktionslinic) 

gegeben  ist,  so  kann  man  die 
Vektorwi  91  und  8  ihrem  Pai  - 
ailelogramm  auch  nach  Fig.  31 
zuordnen,  womit  dann  der 
Drehsinn  für  den  zu  lesenden 
Winkel  auch  durch  die  Folge- 
riehtung  der  Ix-iden  Vektoren, 
durcli  den  sog.  V  tn  ja  h  r  u  ngs • 
tS/n7i  des  ParalU'logrammes 
nngegclKjn  wird.  Das  Vek- 
torprodukt nnd   also  aneh 

der  Vektor  ii  ist  damit  auch  Fig.  u. 

bcstim  mt  durch  den  Flä- 
cheninhalt und  den  U  mfahrungssinn  des  Paraiielogrammes. 

')  Daher  ist  das  Vektorprodukt  auch  als  »^ParBllelogranamYektor'*  bekannt. 
')  auf  köneatem  Wege. 
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folgt  für:  18  —  51 

Umgekehrt  folgt  hiernach  aus 

[^3]  =  0 

daß  entweder:  «,    a      j       co  n 

=  0     oder     93  =  0 

^*  ßin(^,!e)  =  0,     d.h.  gllg 

Die  von  Gnißutann  eingeföhrto  Beaeichnung  eint-s  ».äuOeien  Produkte*^'*  u 
Stelle  dvs  ..vcktoriclli-Mi**  ist  besser  zu  verineHt'n.  weil  die  Begriffe  des  vekioridhyi. 
und  äußirtii  Piofluldes  wohl  in  manchen  Punkten  übereinstimmen,  jedoch  im 
wesentlichen  gunz  verschieden  sind.  Während  das  äußere  Produkt  bei  Graßmann 
flkalanii  Gluurakter  hat,  ist  dies  bei  Föppl  und  Hamiltcmf  Hmvimde,  Oihbt  nicht 
der  FaU.  sondern  da  ttoUt  es  einen  sog.  axialen  Vektor  dar,  den  ni;)ii  dann  vom 
pohtrrn  Kr/.Yor  nufornoheidet*).  Auch  ist  die  analytische  Formel  für  beide 
au/itrtn  l'rudukit  die  nämliche:  \^^\  ~  ABsjiU{^^)i  beide  befolgen  nicht  das 
kommatative  Qeeeti  der  MultipKkation  mit  der  Bedehiing  ['?(,^]  =  . 
Wihrend  aber  Chn^mann  dabei  stehen  bleibt,  das  äußere  ProduB  ak  Sbalar  auf« 
zufassen  mit  dem  Xiclit befolgen  des  kommutativen  Gesetzes,  wird  es  bei  Hamilton- 
Föppl  als  Vektor  definiert,  wird  i!im  hier  ein  Vektor,  dor  auf  drr  Ebene  der  an- 
deren beiden  senkrecht  steht,  zugeordnet,  dessen  Betrag  gleich  ist  dem  Flächen- 
inhalt ihres  Par&Uelogrammes.  Man  geht  also  beim  letzteren  Fall  mit  dem  veh- 
toridien  Produkt  in  den  Raum  hinaus.  Graßmann  bleibt  mit  seinem  änßiren  Pro- 
dukt in  der  Ebene  tmd  »-rhält  durch  dasst-lht«  t  infacheruei.se  dt-n  Itilialt  eines 
Klächenstückes,  also  eine  zwfidimensiujjaU'  (iioUc;  ffnmillnn-Fujipl  fiilirt-ii  diese 
wieder  in  eiuo  eindimensionale  zurück  durch  Zuoidnung  einer  i»eukrecht  i.u 
dieser  Ebene  stehenden  linearen  gerichteten  Streckcp  eines  «machst  prinzipieU 
den  Vektoren  gleich  gearteten  Vektois.  Während  Hamilton -Föppl  bereits  durch 
das  Vektorprodukt  in  den  Ratim  liinauskoninien,  gelnnpt  Graßmann  erst  durch 
Hinzufügung  eines  weiteren,  dritten,  nicht  in  der  Ebene  der  anderen  beiden  Vek- 
tcwen  liegenden  Vektors  dazu.  Der  Unterschied  liegt  in  der  Zweckbestimmung 
dieser  Gröfien  begründet;  nimlich  der  mehr  geometriseh-mathMtnatisdien  und 
systematischen  Darstellung  bei  Graßmann,  der  phy!?ikali8ch-technischen,  prak- 
tischen lind  einfucii.ste  Formeln  liefernden  Atiffjvssung  l)ei  HamiUon-Föfyp!. 
Und  du  iiut  es  sich  als  praktisch  und  für  die  l'hysik  und  Mechanik  als  zweck- 
mäßig und  vorteilhaft  erwiesen,  eine  Flache  mit  Dreh-  oder  Umlaufasinii  als 
linearen  Vektor  zu  deuten,  für  den  man  dann  auch  den  bezeichnenden  Naomi 
JSotor  fitiden  kann. 

Bei  Graßiiuinn  i-if  <\nn  äußere  Produkt  ein  8kalar,  liir  den  das  kommiilative 
Gesetz  nicht  gilt,  dem  eui  Drelisinn  lediglich  als  skalarc  Eigenschaft  —  d.  h.  ohne 
das  Produkt  zu  einer  gerichteten  Größe  zu  machen  — ,  die  nur  durch  entgegen* 
gesetastes  Vonseichen  „  t  '  oder  ,.  "  Berücksichtigung'  findet,  beigeordnet  ist.  Weil 
aber  die  Zuordnung  des  Drehsinnes  nichts  nruit  rv^  i>t  a\<  r  im-  Drehung  in  der 
£beno  der  Ix'iden  Vektoren  und  'i\  um  <  uie  zu  ihrer  Ebene  senkrecht  stehende 
Achse  und  um  die  Zuordnung  eindeutig  zu  machen,  wird  nach  HamüUm-Föppl 

1)  Vgl.  S.  08. 
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als  Silin  daraelbeo  derjenige  feetgeeetzt,  wek>her  dem  Yarftoken  einer  Beehta* 
•ehrftttbe  bei  einer  Diehnng  vaa  9i  nach  9  entepciebt  und  die  GföBe  dieeer  eo  0e* 

richteten    Drehachse,     diese«  ^ 
Vektors  gleich  dem  Iiilialt  des 
Parallelogramiiieä  der  Vekto- 
Ten  9  und  9  gewShU» 

Beknnnflfah  ist  das  Dnh- 
moment  eines  Kräftepaare« 
gleich  dem  Produkt  aus  der 
Knft  mnUiplisert  mit  dem 
tenkveohten  Abetaad  Miner 
parallelen  Kräftei,  was  sich  auch 
durch  den  Fliif  Ik ninhalt  eines 
Parallelograuimeä  ausdrücken 
läßt  —  du  die  Krftfte  zu  par- 
allelen Seiten  und  deren  aenkrccliten  Abltand  zur  Höhe  hnt  —  eowie  durch  einen 
bestimmten  Drehsinn.  K  läßt  sich  demnach  ein  Drehmoment  nach  dem  Ge- 
sagten durch  einen  solchen  axialen  Vektor  oder  Roior  darstellen. 

=  [$.a]  »  P.a  flin(^,a)  =  A 

Das  distributive  Geeetz  für  vektorielle  MultipUkaliou  wollen  wir 
nachfolgend  aus  der  Komponentendarstellung  ableiten. 

§  ^.  Die  Komponentendarstelluüg  des  Vektors. 

Gnind  Vektoren. 

Für  die  Komponente  tu  Iii  rstellurig  eines  Vektors,  die  sicli  in  vieler 
Hinsicht  als  zweekinäßiV  i  r wiesen  hat,  wählt  man  gewöhnlich  ein 
rechtwiiikÜLi  s  KoordtiuUtmystem,  d.  h.  ein  solches,  das  aus  drei  zu- 
einander senkrecht  stellenden  Achsen,  den  sog.  KoordinaieTiachsen  und 
aus  den  drei,  durch  sie  gebildeten,  zueinander  senkrecht  stehenden 
Ebenen,  den  Koordinaieriebemn  besteht.  Man  sagt  auch,  es  bUden 
diese  drei  Achsen  ein  dreirecht u  iukliges  Dreikant  bzw.  die  Ebenen 
ein  dreirechtwinkliges  Drei  flach. 

Um  mit  einem  solchen  Koordinatensystem  zu  arbeiten,  muß  man 
aie  fwUm  und  fugaHve  Biehiwig  der  Aehun  festlege. 

Von  diesen  Koordinatensystemen  gibt  es  nun  swei  wesentiich  von- 
einander ▼ersebiedene,  das  sog.  englisohe  oder  It^ehtB'System  und  das 
französische  L%nk9 'System,  Wie  aus  den  beiden  Figuren  (Fig.  33) 
ecsicbtlieb,  entspricbt  dem  BeektaayBtem  eine  Drehung  von  der  posi- 
tive ersten  Achse  zur  positiven  zweiten  (y-)  Achse  mit  fort- 
schreitendem Sinn  in  Biohtung  der  positiven  dritten  (z-)  Achse;  oder 
eine  Rechtssohiaubnng  mit  Drehung  in  Richtung  von  der  posi- 
tiven  1^  zur  positiven  2^  Adise  und  Fortschreiten  in  Richtung  der 

Im  beeonderen  ist  dieeev  Vektor  de«  Momentes  eines  Krftf  tepaares  niglelch 

ein  freier  Vektor  {v^\.  S.  70),  derjenige,  durch  den  da«  statische  Moment  einer 
Kraft  dargesteUt  wird,  als  gebunden  an  den  Beeugspunkt,  ein  gtbundtner  Vektor. 

Koestlor-Tramei,  IMftwentlsI- u.  Integralreehnung,  L  6 
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podtiTen  3^  Achse*  Dem  lAnktiifBkm  entspricht  eine  Linksschrau- 
bang  mit  Drefamig  in  Baohtimg  von  der  positiTen  1^  zur  positiven 

2^°  Achse  imd  Fortschreiten  in  Richtung  der  positiven  3***^  Achse. 
Auch  kann  man  die  beiden  Systeme  mitteb  der  Dreifingerregel  cha- 
rakterisieren: „IVIan  halte  die  drei  ersten  ünger  nach  ihrer  Reihenfolge ; 
Daumen  (erster),  Zoigefinger  (»weiter),  Ifittelfing^  (dritter)  in  die 
Richtung  der  gleichfolgenden  }K)8itiven  ersten,  zweiten,  dritten 
Achsen,  so  deutet  die  rechte  Hand  das  Bechtssystem,  die  linke 
Hand  das  Linkssystem 


-  System 


>  ig. 


Wir  können  auch  im  Hechtssyst^^m"  die  Koordinatenehcne  der 
Ijeiden  ersten  Koordinaten ac Ii scn  (x  und  y)  horizontal  legen,  wobei 
dann,  mit  positiver  Richtung,  die  1**"  Koordinatenachse  {x)  nach  vom, 
die  2^''  {y)  jiach  rechts  und  die  (::)  naeli  oben  geht.  Wir  ziehen 
diese  Lage  für  dasselbe  vor,  zunml  dauii  unsere  beiden  \'ektoren  9(  und 
wie  in  den  früheren  Darstellungen,  in  einer  horizontalen  El>ene  bleiben 
und  der  tlritte  Vi  ktor  wie  dort  auch  vertikal  nach  oben  gerichtet 
erscheint.   Auch  bietet  diese  I^age  eine  nicht  minder  große  Analogie 

Vertauschen  Daumen  und  Mittplfincpr  ihre  Rolle,  --n  tnn  es  auch  ^'w  Hände, 
d,  h.  das  Rechtssystem  wird  dann  duitl»  die  öug.  Linkt- üandritj^.  da.H  LinksHysU^m 
durch  die  jRtehte  Hainittgd  definiert. 

Weil  im  Rechtasyatem,  von  der  Seite  der  pwitiv^n.  ersten  (j-)  Achse  aus  CPHchcn. 
die  Drehung  der  zweiten  (y-)  in  die  dritte  (:-)  Ach^e  eine  entgegen  derjenigen  des 
Uhndgen  Terlftufonde,  sog.  positive  Drehung  ergibt,  so  beseiobnet  man  dusdbe 
auch  als  „pontiTee  Koordinatensystem"  und  dementspixN^nd  das  linkss^tem  ids 
yyiiegatiyes". 


Digitized  by  Google 


§  9.  Die  Kompojieuteudaistellung  des  Vektors.  GnmdTektozen. 


83 


zum  gBbräaohficlieii  IdnkfiBystom,  da  dann  in  beiden  Eoöirdlnaten* 
Systemen  die  wichtigste  Koordinatonebene  der  X"  und  y-Acfaaen  hori- 
zontal liegt  und  die  dritte  KocMcdinatenaolise  senloeoht  zu  ihr  mit 

der  positiven  Richtung  ver- 
tikal nach  oben  gerichtet  ist. 
Sdhheßlich  nehmen  wir  damit 
auch  die  häufigste  Darstel- 
lungaweisc,  welche  auch  der 
englische  große  Gelehrte  Max- 
well verwendete,  an. 

Die  drei  Kof)r(linaten- 
achsen  bzw.  Koordinatenebe- 
nen des  zum  Zweck  der  Be- 
trachtungen nn  i  \  ektorSt  ver- 
wendeten Küorclinatensyste- 
mes  denken  "wir  uns  mm  mit 
ihren  oben  angegebenen,  ihnen 
stets  eigenen  Richtungen  so 
gelegt,  daß  der  Koovdmaten* 
anfangspunkt  O  mit  dem  An* 
fangspnnkt  des  Vektors  zu-  pi^^^ 
sammen0Qlt 

Die  Komponenten  des  Vektors  %,  welche  durch  Zeri^gong  des- 
selben nach  den  Richtungen  der  drei  Koordinatenachsen  erhalten  wer- 
den, bezeichnen  wir  entsprechend  den  benannten  Aohsenrichtungen  mit 
^f%f%l  AUS  iliiw  geometrischen  oder  vektoriellen  Addition  ergibt 
sich,  wie  aus  Fig.  35,  37  deutlich  hervoiigefat,  die  Beziehung: 

Ä  ^  fÜjt  ^  ^ 


Wie  aus  folgender  Figur  hervorgeht,  überträgt  sich  die  geometrische 
Addition  von  Vektoren  auch  auf  ihre  Komponenten,  demi,  wenn 

so  folgt  auch: 

*)  D»  dio  Kooidinatenachsen  ub  solche  zufol^^e  ihrer  Definition  bereit«  eine  gaas 

licntimmte.  ihnen  stets  gleichbleibend  ri^rnc  Rieht imj:^  beftitzcn  und  wir  ziuhun  an 
ihnen  keine  Größe,  Länge,  keinen  J3etrag  untereeheideu,  so  ist  eine  vcktorielle  Auf- 
faarai^  für  m»  im  obigen  Sinne  ohne  Belang.  Für  OrdBen,  die  stets  nnt  eine  bestimmte 
Richtung  bcHitzcn.  die  sie  nie  iiiulern,  ist  eine  Betrachtuni;  als  Vektoren  übeiflüjwig. 
Wir  verwenden  daher  überall  für  die  Bezeichnungen  der  Actuieu,  wenn  auch  stets  ihre 
Riditvng  gemeint  ist,  dem  üblichen  QebTRUohe  folgend,  skslsie  Beseielinung  x,  y,  z, 

6* 
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deon  «■  Iii  s.  B.  aus: 


somit: 


JObb'^Jaed 

Oh'  ^ad^a'c' 


/ 


Oa'  -h  06' «  Oa'  +  aV  «  Oc' 


oder: 


1  \ 


A  \ 


1  j 


-V' 


/  I 

/  l 

/  I 

/  I 

\ 


\ 

\ 


\ 


/ 


C 


und  da  diese  drei  Vektoven  gleiche  Lage  und  BiehtuDg 
haben»  so  gilt  diese  Bemehung  auch  für  die  Vektoren 
Bclbst,  80  daB: 

Die  in  die  Achsenricht  untren  faliendeii  Vektoren 
können  wir  nach  früherem,  w  ie  jeden  Vektor,  ausdrücken 

durch  das  Produkt  aus  Betrag  und 
Einheitsvekt  or. 

Die  sjMVjell  in  die  Achseurich- 
tungen  fallenden  Einheitsvektoren, 
die  als  Gi  uudelenient«  für  die  An- 
gabe jcdoö  Vektors  wegen  der  durch 
Bie  allein  schon  festgelegten  Richtung  der  Koordinatenachsen  dienen, 
belegt  man  aucli  mit  dem  besonderen  Namen  der  Crl'^undvektorefl 
und  auch  mit  besonderen  Bezeichnungen,  die  in  der  Reihenfolge  der 
^"t  V't  z -Achse  sind:  \f  f,  f. 


Flg»  tti  OnnidviftMotMi» 
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Mit  ümeu  können  wir  daim  setzen; 

wenn  Äg,  Ay,  Ag  die  nach  den  Koordinatenachaen  gebildeten  Kompo> 

nenten  des  Betrages  von  91, 
also  des  Skalars  A,  sind. 
Es  wird  dann: 

Ans  Eig.  37  fdlgt  weiter: 

As  =  AeoBi%x) 

A^  —  A  cos(il,</> 

A^~  AQO^{%tt) 
Al  +  Äi^A\^A^ 
oder 

Ist  a  irgend  ein  Teil- 
vektor von  9t ,  etwa  der 
w-te  Teil  desselben,  so'  v^^^vaT"'^^ 
wird; 

80  daß  analog  bei  Kürzung  mit  der  Zahl  m  folgt: 

fl«»tf^t  +  qyi  +  a»l°=  Oa  +  ay  + Og 

wobei: 

a  €ty  1 

a 

_  a        ^       _  **  j 

Wie  ersichtlich,  ist  ein  Vektor  stets  durch  seine  Komponenten- 
vektoiren  bestimmt  und  in  den  Grundvektoren  darstellbar. 
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I^etztere  lassen  sich  auch  nach  einer  oben  gtgt'beuen  Auffassung^ 
als  bloße  Richtungszeiger  der  (skalaren)  Komponenten  des  Vektors 
deuten,  wie  da«  und  ,,— "-Zeichen  dtr  Zahl  auf  der  Zahlenlinie 

bzw.  die  reelle  und  imaginäre  Eiulieit  1  und  i  auf  der  reellen  luid  ima- 
ginären Zahlenlinie. 

Einfache  geometrische  Betrachtungen  anhand  dieser  Kompo* 
nentenseilegung  lehren»  daB  die  Summe  Eweier  oder  mehrerer  Vektoren 
gleich  ist  der  Summe  der  Komponenten  der  einzeUien  Vektoren. 

Es  ist  ferner,  wenn: 

und  nach  obigem: 


A^i  +  Ayl 

SB 

^  (s,  +    -1-  e. 

=  0,  t  +  c;  i 

+  c,  l 

+  At 

m 

wie  sich  leicht  einsehen  läßt : 

A:,\  +       4-C>i  +  Dzi  -  Us-f     +  C?.  +  />,)! 

i^,t  +       4-  C^!  H-  i>, t  =      +  ^»  +  C\  4-  A)  t 
so  dafi  auch: 

««-Sl-i-Sb4-i£+2)  =  i*  -i-  i  •  2:^. Beträge 

+  !•  ^«-Beträge 

Wenden  wir  das  Gesetz  des  skalaren  Produktes,  welches  ver- 
schwindet, wenn  die  beid«'ii  Wkluren  senkrecht  zueinander  stehen,  auf 
die  Einheitsvektoren  an,  wie  dies  ja  für  deren  Richtungen  stets  zu- 
trifft, so  folgt; 

1.  i,i  =  0  ;  i,t-0  ;  t,i-0 

und  da  das  Quadrat  dnes  Skalares  gleich  ist  dem  Quadrat  seines  ab- 
soluten Wertes,  so  wird  femer: 

2.  M-1  ;  M  =  X  ;  t,t=.l 
und  femer: 

3.  M  =  i,t  ;  W-M  ;    =  n 

Malwr:   Dj]  = i  Ü.n  «  i  ti,?l=  -[f.U,  vgl  S.  94. 
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womit  die  Grundbe- 
oehuogea-  zwischen 
unseieii  Grondvekto- 
len  i,  I,  I  festgelegt 
sind*). 

Wie  aus  Fig.  38 
hervorgeht,  gilt  für  das 
]>reieok,  gebildet  aus 
den  beiden  Vektoxen 
V  und  8  und  dem 
Vektor  (S,  der  seine 
dritte  Seite  biklet,  nach 
dem  Kosinussats: 

-2]«(|.!ö|co8(«,©) 
oder: 

Die  linke  Seite  der 
letzten  Gleichung  stellt 

')  Auch  die  geometrische  Deutung  der  Quatcruionen  läßt  sich  hiernach  in  anderem 
Sinne  als  früher  ergänzen,  wenn  wir  auch  dort  den  Einheiten  »,  k  nicht  nur  die  Be- 
deutung einer  reinen  Zahl  zuschreiben,  sondern,  damit  verbunden,  zugleich  noch  eine 
J>cstiminte  Richtung;  wenn  wir  sie  also  auch  als  „gerichtete  Kiiiljciten"  erklären,  ab 
Größen,  denen  neben  einer  abstrakten  Zalik  iiliedeittung  noch  eine  Richtungsbedputun^ 
zukommt,  kurz  ala  sog.  ,,£inheit8vektoreu".  In  dieser  Weise  erklären  sich  dann  die 
Tdlzahlen  o,  >,  o,  I;  der  Quatemionen  ab  GiSSen  mit  dem  Zahlenmafi  a,,  o^,  <^ 
Tind  der  durch  die  Einheiten  f»  k  angegebenen  Richtungen,  »b  Vektmen  von  der 
Mai]igrö0e      o,,  o,. 

Wie  in  der  Ebene  libh  t  auch  ab  Ri<^tung8seiohen  deuten  ließ,  so  ist  es  hier 
auch  für  I,  j,  k  für  drei  zueinander  senkrecht  stehende  Richtungen  im  Räume  möglich. 

Im  G^ensatz  zu  diesen  drei  gerichteten  Größen  t,  a,  a^k  beseidinet  man 
dann  auch  hier  Og  als  skalare  Große. 

Die  Quatemion  wird  auch  hiermit  zu  einer  Zahl,  die  sich  vom  Charakter  der 
gewöhnhchen  reellen,  rein  imatrinfiren  und  gewöhnlichen  komplexen  sehr  unterscheidet. 
VVir  finden  in  ihr  eine  neue  Zahle nart,  die  nicht  nur  in  ihrer  MaUgrüße  durch  vier  Zahlen- 
maße  a„,  a,,  a,,  festgelegt,  sondern  zudem  nodi  durch  die  in  den  drei  Einheiten 
Ii  k  gegebenen  Richtungen  bestimmt  ist. 

Die  der  richtigen  Auffashung  naherkunimende  Sehiviim'ei!«e  der  (^uulemioneu 
wfiie  demnach: 


oder: 

abo  die  „ 

^^.rten  yimeninifniM't-zt ; 


kozB: 


«.  -  +  <^  +  <+0«i  +         +  (+*)% 

Ehüiaitsquateniion",  die  eich  aus  den  Einheiten  der  verschiedenen  Zahbn« 

ffi=  l(+l)+l(t) -f-l(7)+l(t) 

^  M  +  (  :  1)1 
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nun  Aber  das  doppelte  ekalare  Produkt  der  beiden  Vektonn  K  und  9 
dar,  flo  dafi,  wenn  wir  dessen  Schreibweise  berückaichtigen: 

Nun  öiud  die  skalaren  Komponenten  von: 

:  Aj,  Ay, 

wovon  die  letztere  Beziehung  auch  daraua  folgt,  dafi  in  Erinnemng 
an  die  frühere  Paiallelograinmkonstruktion  der  Vektoren  K  und  9  in 
Hg.  23  gefunden  wurde:     »  ^  —  9 . 
Es  folgt  dann: 

A^^A'i  +  A]  -f  Ä\ 

B*^Bl  +  B;  -i- 

=      -  BJ»  +      -  B,r  4-      ~  ^,)* 

und  somit  wird: 

-  \{A,  -  B,Y  +      -  B,)^     ( J,  -  BJ«] 

Also  finden  wir; 
oder  auch: 

31,«  =  121,  .  <8x|  +     •     -I  31,  . 

als  Darstrllungsform  des  skalaren  i'rotluktes  z\\(MPr  Vektoren  durch 
die  Kl  III]) onenten  ihrer  Beträge,  die  KQ^nuMmmtendiirHteilutm  des 
skalareu  Trodaktes. 

Alle  bis  daiün  über  Vektoren  gcnamiteu  Sätze  lassen  sich  leicht 
Huch  iiiiL  liilfe  dieser  Komponentenzerlegung  ableiten,  wie  wir  dies 
zeigen  wollen  für  das  distributive  Gesetz  des  skaJaren  Produktes. 

Hierin  ist  nun  nach  obiger  Relation: 

(31  +  33).e     ;(31  +       •      4-  ,m  -f       •  .^y,  +  M  +  33).^  •  %z 

Wie  aus  Fig.  35  ersichtUch,  ist:  (31  +  39),!  31,  +  33,  der  skalare 
Teil  der  «-Komponente  de»  Vektors  (3(  +  ^)  und  analog  ist  ea  mit 
den  anderen  Teilen,  so  daß: 

(«  +  Ö),C  =  |«.  +  «.!  |«5,H-1«»  +  «„PV  +  I%  +  Ö.I 
^Bbenso  ist  nach  d«r  gleichen  Relation: 

31.6  -^,81,;.  G,.-f       •  ^, +  ,2i..-  tl„ 
und:  ^ 
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Somit: 

sr.€  +  iB.(£«|«.l-l<E-H-l».l-l€«l 

Kon  sind  aber  die  rechten  nur  aus  skalaren  Größen  bestehenden 
Seiten  der  letsteren  Gleichungen  einander  gleich,  ^de  ohne  weiteres 
klar  ist  nnd  somit  auch  die  linken  Seiten,  d.  h.  es  folgt: 

+       »  %^  + 

womit  der  Beweis  für  die  Qültigkeit  des  distribntiTen  Gesetses 

bei  akalarer  Multiplikation  von  Vektoren  erbracht  ist. 

Ebenso  leioht  läßt  sieh  naehweiaen,  daß  das  skalare  Produkt: 

(«  +  «M€  +  +  8,«  +  ff*»  +  th» 

abo  gleich  der  Snmme  von  vier  einfachen  skalaren  Produkten  ist. 
Um  diesen  Beweis  zu  leisten,  aetaen  wir  vorübergdiend: 

e  +  5)  =  X* 

dann  folgt  nach  obigem: 

+  »Mft  -h  D)  =  (81  +  5Ö).2)*  =  + 

Föhien  wir  nun  rechts  wieder  X*  den  Wert  (£  +  5t)  ein,  bo  folgt  nach 
dem  gleiefaen  Sata: 

imd  somit  schließlich: 

Es  folgt  daraus  mit  Hilfe  der  oben  gegebenen  Komponenten- 
daisteliung  eines  Vektors: 

für  daä  ökalare  Produkt  zweier  Vektoren,  indem  man  obiges  Resultat 
berücksichtigt : 
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und  mit  Beachtung  der  aUgemeumn  Formel: 

wird: 

%^  =  A,BA  1,1 )  r      B,  ( i,i )  +  A,  i>',  ^  l.i ) 

+   A,  By  (  t.i  )   +   Ay  B,    (j.i  )-\'A,By{  fj  ) 

+  ^.B,  ( !,!)  +  A^B,  (J.I)  ^A^B,{ U) 

worauä  liiii  Kücksicht  auf  die  früher  erk^mnteii  Beziehungen  unter  den 
Einheitevektoren : 

i,i  =  i,i  =  M  =  1 
i.i     i.f     t.i  =  0 

U  — M  ;  U  =  J,i  ;  M  =  M .  ..>. 

folgt: 

^,5Ö  =  A,B,  +         4-  A^. 

was  wir  oben  bereite  direkt  auf  geometnechem  Wege  gefunden  hatten 
und  somit  darauf  hinweist,  daß  unsere  eii^efnhrte  Multiplikaition  ^on 
Vektoren  mit  der  geometrischen  Einführung  des  Produktes  In  Uber- 
einstimmung ist. 

Da  wir  in  oh^em  das  V^torprodukt  sweier  Vektoren  %  und  99 
als  einen  neuen  Vektor  zu  betrachten  haben,  der  auf  der  Ebene  der 
ersten  beiden  Vektort-n  senkrecht  steht,  dessen  Größe  ^«ch  ist  dem 
flächenliüialt  ihres  Parallelogrammes  imd  dessen  Richtung  sich  nach 
der  erwähnten  Drehre^l  der  Recht sschraubung  bestimmt,  so  wollen 
wir  uns  zunächst  fragen,  wie  sich  die  Komponenten  dieses  Vek- 
tors (£  durch  die  Komponenten  der  Vektoren  Sl  und  ^  aus- 
drücken. 

Wir  projizieren  zu  dem  Zweck  das  Parallelogramm  der  Vektoren 
mid     auf  die  drei  Koordinatenebenen  und  den  Vektor  ^  auf  die  drei 
Koordi  n  a  t  f  •  n  n  chsen . 

Ist  i'  die  Fläche  de.i  rarallelogrammes  im  Räume  und  sind  i-  j. 
^>,*t ■^'»,« seine  Projektionen,  so  lehrt  die  analytische  Geometrie,  daß: 

Wir  köimen  diese  Flächenprojektionen  daher  als  die  Komponenten 
der  Fläche  F  betrachten,  denn  sie  stehen  unter  sich  in  ganz  gleichen 
Beziehungen  wie  die  Größen  der  Komponenten  oder  Projektionen  des 
V^ektors  (S^: 

=»<7co8(M^)  :  CV  =  Coofl(^,CS,,)  ;  C'^  =  C cos 
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Xun  sind  Winkel,  deren  Schenkel  bezüglich  senkrecht  zu  einander 
stehen,  einander  gleich,  womit  folgt: 

«o  daß: 


Fig.  m. 


Es  sind  somit  die  Projektionen  des  Parallelogianuiu's  der  Vektoren 
9L  und  ^b  auf  die  Projektionsebenen  ihrem  Werte  nach  gleich  den  Skaiar- 
komponenten  des  Vektors  i&  auf  die  senkrecht  zu  deren  Ebenen  stehen- 
den Projektionsachsen  und  wir  finden  daher: 

Die  Vektorkomponenten  des  das  \  ektorprodukt  ['}1.33]  darstellen- 
den Vektors  (5  :  6^,  (5y,  d.  ^ind  die  Repräsentanten  der  Vektorprodukte 
der  Vektorprojektionen  der  beiden  Faktoren  in  den  drei  Koordinaten- 
ebenen, so  daß: 


(ix  = 
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Nun  üt  naoh  der  analjrtisebeii  Geometrie  der  Inhalt  dnee  Paral- 
lelogrammeB  aoQgedruokt  durch  die  Koordinaten  seiner  Eoikan,  von 
denen  eine  im  Koordinatenanfangspnnkt  liegt: 

Wenden  wir  diese  Formel  anf  unser  Parallelogramm  in  der  jcy-Bbene 
an,  dessen  Ecken  die  Koordinaten  (0,0),  {A^,  A^} ,  (B«,  B^) ,  {A^  +  B^)» 
{Ap-{-B^j  haben,  so  folgt: 

Analog  findet  man: 

^V,Z  ~  Ay  Bg  —  Ag  By 

^\,T  =  A:Bt  —  A^Bg 

Die  letzteren  Ausdrücke  folgen  auch  aus  dem  jeweils  vorbeigehen- 
den  durch  die  sog.  zvldische  Vertausohung  der  Indizes  «,  y,  z% 
£b  folgt  somit  dami  weiter: 

C^^'AyBg-A.By 

Cy^AgB^-A,Bg 

und  da: 

so  ergibt  sich  zunächat  die  gesuchte  Daiätellung  der  Komponenten 
von     durch  die  Komponenten  von  ^  und 

fh^\%9V,^iAyBg~A,Byyi 

%,=  \%^l,.  =  iABg  -  A,  Bg)  i 
6,  -JMk»  =  {A,By~AyBg,)l 


')  Es  ist  nach  Fig.  40: 


0] 

folglich: 


FtiT.  Oacb  =  2A0ab 
Nun  ist: 

. 4. (Vi  ^ y«) (^1  - »i) _ ^ 

2   *^  2  2 


Flg.  40. 

'  Mftn  dMikt  Bidi  dabei  die  Punkte  x,  »  auf  dnerKiei«- 
Unie  nach  Fig.  41  angegeben  und  im  gleichen  Folgennn,  s.  B. 

im  Sinn-:'  des  iTirzrim  rs  rroiceon.  naoli  einem  Umgang  jeweib 
beim  folgenden  derselben  beginnend. 


Fi«.  41. 
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und  somit,  da  der  Vektor  %  ak  geometxiaohe  Summe  der  Komponenten- 
Tektoien  Um,       6*  dargestellt  werden  kann  naoh: 

e  -  6,  -f   +  Q^, 

flo  folgt: 
oder: 

was  nun  die  gewünschte  KmnponentendavHtelhnHf  des  ^''ektors  ®  oder 
«{es  vektorißUen  l*rodukte9  bezw.  des  FeiUeriirodtUi^e«  [Sl,^J  ist. 

Wenden  wir  obige  EomponentendanteUung  von  duroh  91  und  O 
auf  den  Spemalfall  an,  dafi: 

=  1     und     SB  »  i 

0O  wild: 

.  By=  1  ;  5,  =  J?.  =0 

und  somit  folgt  durch  Einsetzung  dieser  Werte  in  obigen  Ausdmdc 
für  «  =  [31,93]: 

[i.iJ-'(0-0-0.1)i-f  (0-0-  1-0) j  + (1.1  -0.0)1 

welches  Resultat  auch  ohne  dies  aus  der  Überlegung  folgt,  daß  die 
Grundvektoren  t  und  {  auf  der  x-  und  y-Achse  von  der  Länge  1  ein 
Parallelogramm  (Quadrat)  vom  üahalt  1  bestimmen  und  der  dazu  senk- 
recht stellende  Vektor  von  der  Lange  1,  der  ihrem  Vektorprodukt 
gleich  ist,  der  Grundvektor  I  irt. 
Sefeaen  wir  oben: 

a-i  ;  Jö  =  i 

so  wird: 

=  JS,  =0 

und  daher: 

[W]-(0«0-O.0)t  + (0.1  —  1.0)1 +  (1.0 -0.1)! 

fi,t  1  0 

waä  «ich  auch  daraus  ergibt,  daß  dieses  Vpktorpro<lukt  gleich  dem 
Inhalt  eines  Parall<  logrammea  ist ,  dan  aus  zwei  zusammenfallenden 
und  gleichen  Grundvektoren  i  besteht,  al^«o  den  Inhalt  null  hat^ 
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Es  ergeben  sich  soiuit  auf  Gnmd  dieser  auch  für  die  anderen  Grund* 
Vektoren  fortgesetzten  f^berlegungen,  die  für  die  Gr  und  Vektoren 
in  Vektorprodukten  geltenden  Formeln: 

1.  [Wl-    0  ;  (M)«.    0  ;  IM]«  0 

2.  li,n=  t  ;  i  ;  i 

Denken  wir  uns  Jeden  der  beiden  Vektoren  0  und  IB  dmeh  den 
ihrer  Lage  und  Bichtung  entepreokenden  Einheitsvektor  aiugedrfiokt, 
80  wird: 

und  der  ihr  Vektorprodukt  andeutende  Vektor        C  •  S|  bekommt 

einen  Betrag  C  =  A  •  B •  an{fSl,V) »  der  nach  Größe  gleich  ist  dem 
Inhalt  des  ParalJelograrames  von  '^l  und  93  oder  gleich  der  skalareo 
Größe:  C  =  •  •  sin (^,93) ,  so  daß  aurh  (X  ^  •  ß  •  an (21,95)  .(Sj  • 
Der  Einheitsvektor  (£|  hat  den  Betrag  1  und  ist  auch  gleich  dem 
Inhalt  des  Parallelogrammes  der  Einheitsvektoren  lt|  und  f^,  so  daß: 

Es  folgt  somit  aus: 

einerseits:  =  [A^uB^i] 

und  andererseits:  \%^\  -  G  4£[3(i,93iJ 
ganz  allgemein: 

so  daß  z.  B.  auch  aus: 
folgt: 

\%^,\  -  [AyiB, t\=A,B,\ul\ 
usw. 

Dies  überträgt  sich,  wie  man  bei  einfacher  Überlegung  leicht  ein- 
sieht, ohne  weiteres  auf  eine  andere  Vektorunterteilung,  so  daß  noch 
iülge  meiner: 

Setzen  wir  nun  allgemein  den  w-teii  leil  des  Vektors  91  gleioh  i&. 
und  den  n-ten  Teil  des  Vektors  ib  gleich  3),  so  folgt: 
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oder,  wenn  wir  nun  'wieder  9[  und  $d  einffihien  voi%  der  Setzung: 

und  ^»-iB 
80  folgt  die  allgemeine  Beziehung: 

Selsen  wir: 

%  -=  ASHi     und    $3  =  BSBi 

so  folgt  aus  obigem: 

d.  h. 

Das  vektorielle  Produkt  läßt  sich  stets  darstellen  als  das 
mit  den  Beträgen  der  beiden  Vektoren  multiplizierte  vei- 
torielle  Produkt  ihrer  Einheitsvektoren. 
£b  ist  weiter: 

-  i4[J59r„©,]  -  1J[«„^  «,]  =  [3tj,^ JSSSJ  usw. 

also  kann  man  auch  im  vektoriellen  Produkt  sweier  Vektoann  deren 
Betri^^  den  dafür  eingeführten  Einheitsvektoien  in  beliebiger  Wdse 
znteüen. 

Unter  Zugrundelegung  oiHger  formd  (S.  93  für  (E)  können  wir 
nun  auch  die  Gültigkeit  des  distnbutiTen  Gesetzes  für  das  Tektorielle 
Produkt  nachweisen* 

Es  ist  also  zu  zeigen»  daß: 

1(51 4-  mm  =  w]  T  Lw 

was  uns  leicht  gelingt,  indem  wir  für  beide  Seiten  der  Gleichung  gleiche 
Komponentendarstellung  bringen. 

diesem  Zwecke  setzen  mr  zur  Abkünung: 

4-    -  $> 

dann  ist  auch  nach  früherem: 

31,  +  ^,  =  3>,     und  ebenso         +  5, 
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Dann  wiid  nach  obigem: 

+  ((ii.+  B^c.-u.+  Äjc,)i 

+  {{a,^b,)c,~{a,  +  b;^c,)i 

+  (AsCg  +  B,<7»  —  i4„C,  —  B^C^)  t 

Nun  ist  nach  Gleichung  Seite  93 : 

und  da  ferner  auch; 

-4i  +  Äi  +  (7i4  «(il  +  Ä  +  CH  )i 

80  mtd  durch  Addition  der  letsteren  beiden  Ausdrucke: 

Aua  der  Gleichheit  dei  rechten  Seiten  folgt  iiuch  die  der  linken, 
womit :  • 

und  also  erwiesen  ist,  daß  das  distributive  Gesetz  auch  für  die 
yektorielle  Multiplikation  gilt. 

Unter  Zuhüfenahme  dieses  Satzes  beweisen  wir  noch  endlich,  daß 
auch: 

[(« +«),(«+ 1)]  =-  [wi + »,«1  +  [«,«1  +  vm 

sodaß  man  bei  der  Bildung  eines  Vektorproduktes  aus  additiv  zu- 
sammengesetzten Vektoren  die  Vektorgrdßen  wie  algebraische  Zahlen 
behandeln  kann  und  ao  die  Summe  der  Zweifaktoienprodukte  findet. 

Wir  setzen  zu  dem  Zweck:  Q^  +  ^  =  (S,  womit  nach  Vorher • 
gehendem: 
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Da  beim  Vektorprodukt  eine  Vertansohimg  der  Vektoren  ein  entgegen- 
gesetztes Vorseiohea  des  Iftoduktes  zur  Folg?  hat,  so  wird  mit  aber* 
maliger  Anwendnng  obigen  Satzes: 

\%{{S,  +  ®)1  =  -m  +        =  -[631  - 

woraus  unter  Vertauschung  der  Vektoren  in  den  letzteren  Vektor- 
produkten folgt: 

iSetzt  man: 

I«^] «  t(«,  +     -I-         +     H- 18.)] 

ao  findet  man  bei  Anwendmig  der  algebraisohen  Multiplikation  auf  die 
beiden  Timome  nach  obigem: 

Da  nun  aber  allgemein  nach  irüherem: 

lA,i,ß,i]  =  A,B,iiM 
usw., 

80  folgt: 

[m\  =  A,  B,[  i,i  ]  +  A,ß,[ii]-^  A,  BA  f.i  ] 
+  fi^L  U  J  +  il,  i4  J  +  A,  B^[  U  j 
+  AnB,[\,t]  +  A^B,[lt]  +  A,B,l  m 

Mit: 

fUl-  i  ;  i  ;  [W]«  i 

[i>i]--l  ;       =     ;  (U]  =  -i 

ediBlt  man  auch  hieraus  wiederum  die  Komponentendarstellung  des 
VektorpKoduktes : 

[%^]  -  (^y  5,  -  A,  B,)  X 
'^{A^B.-A^B^n 

Koestler-Tramer,  DlffereDUal-  u.  lutegralrechuuug.  L  7 
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§  10.  Spezielle  Skaiare  und  Vektoren. 

In  der  VektoTanalysiB  imtencheidet  man  nach  Voi^  neben  den 
gewöhnlichen  Skalaren  auch  noch  sog.  Fiteudotkaiaref  die  man 
auch  nach  Eiein  und  Titnerüfig  als  Skalare  erster  und  zweiter  Art 
aa8einand«>hält.  Während  erstere  die  Skahre  eddechtweg  und  mes- 
sende  Zahlen,  wie  z.  B.  für  eine  Menge,  Maase,  Dichte,  Ene^e  usw. 
sind  und  auch  das  skalaie  Produkt  zwei^  Vektoren  dne  solche  Größe 
ist,  bedeuten  letztere,  also  die  Pseudoskalare  oder  Skalare  II.  Art,  ge- 
wisse RechiumcfJCTößeu,  die  in  der  Lösung  von  Problemen  aiiffroten, 
wie  z.  B.  Inhalte  von  Körpern  als  Resultat  aus  Grundfläche  mal  Höhe, 
die  sekundliche  Durchflußmenge  einer  Substanz,  z.  B.  Wasaer,  durch 
ein  Profil,  der  elektrische  Kraftfluß  durch  eine  Flät  hr.  Sie  aeigen  einen 
{ihnliclion  wesentlichen  Unterschied,  wie  die  zwei  Arten  von  Vektoren^ 
die  polaren  uiul  tlie  axialen  (nach  Maxwell  IranMat arische  und  rota- 
torische), von  denen  die  ersferen  die  Vektoren  sehleclitliin  sind,  re- 
7)räsentiert  durch  die  geradlini^fe  Verrückung,  die  txerichteto 
Strecke  schlechthin,  und  die  letzteren,  auch  Rotoren  genannt,  als 
Vertreter  des  \ ekt<»riellen  Produktes,  repräsentiert  sind  durch  eine  mit 
Unif ahrungäsi n n  behaftete,  el)en("  Fläche  oder  eine  zu  dieser 
senkrechte,  mit  l)es{imniteu  Dreh-sian  behaftete  Strecke  (Rota- 
tionsachse), auch  dargestellt  als  dem  Drelisiuu  entsprechend  ge- 
richtete Strecke.  Die  Unterscheiduag  dieser  Skalare  und  Vektoren 
ist  begründet  durch  das  Verhalten  derselben  gegenüber  einer  Inver- 
rion  des  Koordinatensystems,  d.  h.  einer  Yertauschung  des  Rechts- 
systemes  mit  einem  Linkssjstem,  was  vor  sich  geht,  wenn  man  z.  B. 
die  Richtungen  aller  drei  Grundvektoren  umke^,  oder  das  System 
an  einer  seiner  Koordinatenebenen  spiegelt.  Während  hei  diesem 
Übergang  gew&iinUehtr  SkaHar  und  axialer  Vektor  da^  Vorzeichen 
nicht  wechseln,  tun  dies  Pseudaakahr  und  polarer  Vektor. 

Man  erkeimt  dies  für  die  Vektoiwi  sofcwt,  wenn  man  beaehtet,  daß  der 

,. polare  Vektor",  seinem  Richtung8sinn  nach,  vom  Koonünatensystem  unabhftngig 
Vertauscht  man  dnhcr  das  Rechtssystem  mit  einem  T.inkssy?tem.  «^o  müwen 
die  sänitiiclten  Komponenten  des  seinen  Riclitungssinn  nicht  ändernden  Vektors 
das  entgegengesetzte  Vorzeichen  bekommen,  da  ja  die  alte  positive  «-Achfle  in  die 
negative  .r- Achse  übergegangen  ist  usw.  Bei  einem  „axialm  Vektor"  ist  jedoch  die 
Saclie  anders,  di  riii  (i(»r  Richtiinps>inn  desselhen  liängt  ab  von  der  Drehrichtung 
von  9tn6ich33,  .seuier  Definition«vektoren,  nnd  df-mriach  suich  von  derjenigen,  die 
«ich  in  deren  Projektionen,  in  den  Projektionsebenen  ergibt,  also  von  der  von  91' 
nach  IB'  in  der  xy>Ebene  (vgl.  Fig.  39).  Diese  aber  wird  bei  Veitansohutig 
des  Rechtssystema  mit  einem  links-system  in  letzterem  die  entgegengeaetate»  weil 
man  jetzt  die  r  y  -  Ebene  von  unten  betrachtet  (nämlich  jetzt  entsrcErrnpesetzt 
der  negativen  z -Richtung),  während  sie  vorhin,  vor  tlem  Übergang,  für  die  Be- 
obachtung der  Brahricbtung  von  oben  (entgegen  der  positiven  -Richtung)  be- 
trachtet wurde.  Also  muß  der  ,,aztale  Vektor"  nun  die  entgegengeeetate  Rieh* 
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tung  bekonuneD  und  somit  hat  aioh,  rem  Kooidiaatensystem  an»  gewlieii,  niobta 


Diese  Unterscheidiingeii  spiden  daher  vor  aUem  bei  TJiitemiclraiigei& 
in  beiden  Koordinateosjstemen  eine  Bolle.  Man  benätzt  aber  auch 
gerne  die  Bexeicbnungen  Psevdoakalar  und  axidUr  Vektor  bei  Be- 
trachtungen über  Vektoren  übeErhanpt,  w&an.  man  l)(>zweckt,  ihre  Her- 
konft  besonders  zu  betonen  oder  auch  nur,  um  einfachere  Aufidruoks- 
formen  mit  ihnen  zu  gewinnen,  wie  dies  in  den  folg^Mien  Darlegungen 
besonders  hervortritt.  Das  geht  schon  daraus  hervor,  daß  man  oft, 
statt  vom  „Vektorprodukt'*  zu  sprechen,  es  vorzieht,  den  Namen  des 
..axialen  Vektors"  oder  Rotors"  statt  des^'n  zu  gebrauchen,  da  ja, 
wie  aus  obigem  folgt,  ein  „axialer  Vektor"  stets  als  „Vektorprodukt" 
zw^r  , .polaren  V^ektoren"  betrachtet  werden  kann  und  umgekehrt. 

Wir  werden  im  folgenden  aber  immer  nur  ein  ganz  bestimmtes 
Koordinatensystem,  das  Rechtssystem,  zugrunde  legen,  so  daß  diese 
Unterseheidu Ilgen  für  das  Weitere  hier  imw^entlich  und  demnach  auch 
nicht  weiter  in  Betracht  gezogen  werden. 

Um  VocsteUung  und  DanteUungsweise  in  der  VektOFaiialyais  melir  za  be- 
festigen und  etwas  einznüben,  sollen  im  naohfolgenden  auf  Grund  der  bisher 

abgeleiteten  Formeln  tkicIi  neue  Vektorbeziehungen  abgeleitet  werf!'  n,  dir  nrh^n 
df>rcn  Wert  für  den  gcnaimten  Zweck  auch  aoost  aUgemeiDe  Bedeutung  in  der 
Vektoranalyais  haben. 

Büdet  man  das  skalareProdnkt  aas  einem  polaren  und  einem asialei» 
Vtiior  and  denkt  man  sieh  der  Defioition  gemaB  eniteieu  dorah  eine  gew^m- 

liehe  gerichtete  Strecke,  letzteren   

durch  das  Parallelogramm  darge-  /"  /  ^ 

stellt,  so  kann  man  sich  aus  diesen  /''^  f  y^i 

Elementen  ein  FaxaHelepiped  kern-    l  /  /  / 

fitniiert  denken,  welches  das  Par-     1  l    X  I 

allelofjraniTTi  zur  Grundfläche  und     \  I  I  I 

die  Projektion  des  polaren  Vektors      |        /        '  /  / 

auf  eine  snm  PaiaUelogiamm  senk-  ^  1  /  /  / 

ndit  stehende  Richtung  zur  Höhe      |    /       /  I  f 

hat.  Das  ParaUelepiped  ergibt  sich      \    /       >    t-^  ^  / 

dann  ans  dem  axialen  Vektor  (Par-       \jiJ        /  / / /  'TJTT f  7rf^-r-,-^ 
allelogramm  als  Baflis)  und  dem  po-       |  /  yC  /  f  •'//////////  ilf  / // 
laran  Vektor  ate  dritte  Kante,  aaoh  ^ '  ^ '  U/// u/f 

als«  ein  doToh  dni  polare  Vektoron  ^ —  1 ^ 

iiesUmmtes.  Flg.  42, 

Bezeichnen  wir  diese  letzteren 
mit      93»     und  den  axialen  Vektor  mit  %t  so  folgt  nach  Figur: 

Ffir  den  Inhalt  des  ParalleleinpedBi 

ParaUelepiped  =  Parallele »pramm     Projektion  von  A  , 
^9mr».       ^  B  '  C  '  nmcs.  '  A  coaß  , 

7* 
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Dm  Fkodnkt  leohts  iit  aber  das  akttlam  Ftodukt  der  Vektoien  S)  and 
■odiifi: 

und  dft: 

Di  r  Rauminhalt  des  Parallelepipeds  mit  (len  Vektoren ''Jl . .  ü  als  Kanten 
drückt  sich  daher  auch  aus  im  akalaren  Produkt  doa  axialen  Vektorä  [$,(^]  (des 
Vektorproduktes}  und  dee  polaren  Vektors  %  (des  gewöhnliolieD  Vektors),  oder 
in  der  ignubolisidien  Sohieibweiae: 

Jr^  =  =  «l,[93.6] 

T>)f»9e  Größe  stellt  sich  nun,  wie  oben  bcrdts  angedeutet,  r\\f>  Pseud(>':}:alar 
heraus,  \^oaii  man  beachtet^  daß  der  eine  Faktor  dieaes  Produktes,  der  axi&le 
Vektor  [93,(^3  hei  der  InTereion  sein  Voneiiolien  nioht  ftndeit»  wohl  aber  der 
andere,  der  polara,  9  und  infolgndoiMien  dann  f&  das  FrodnklMiehein  Voneidien- 
«eohsel  folgt. 

Es  zeigt  eich,  daß  durch  /.yklische  Vertauschung  in  obigem  nkalaren  Produkte 
idoh  nichts  ändert,  daß  also  für  drei  Vektoren  i'l.  die  Beziehung  gilt: 

Den  Grund  dafür  erkennt  muu  ohüe  weiteres  schon  darin,  daß  diese  Pseudo- 
skalaie  alte  den  Inhalt  des  Pan^elepipedB  bedeuten,  mit  jeweib  einem  anderen 

ParallelogTamm  als  Basis. 

Fällt  der  Vektor  91  in  die  Ebene  des  Parallelogrammes  pi^.lM-  ^''ird  der 
Inhalt  des  Parallelepipeds  gleich  Null,  woraus  folgt,  daß  dann  l'i,L'-ö,Ö]  —  0 . 

In  diesem  Falle  läßt  sich  der  Vektor  ^1  duroh  Vielfache  x  und  y  der  Vek- 
tcnen  9  und  ü  aoadrüoken,  wenn  man  ihn  namlioh  nach  deren  Richtungen  in 
ILomponenten  serkgt,  so  daß  dann  ?l  =  x^  +  =  +  nnd  damit  folgt 
dann  mit  Anwendung  des  distributiTen  Geeetaes  für  skaiare  Multiplikation: 

und  hieraus  mit  Anwendung  des  obigen  Satzes  für  zyklische  Vertauschung: 

Die  Untetsudiung  des  vektorMUn  Produkiea  ans  einem  polartn  und 
axialen  Vektor  (gewSbnUohem  Vektor  und  Vektorprodukt),  das  aidi  also 
iSymboUsob  sohreibt: 

führen  wir  anhand  nebenstehender  F^n"'^)  durch,  wobei  wir  cur  Vereinfadinng 
der  Ableitung  vorauBsetzen,  daß  Vektor  &  in  die  positive  Biditimg  der  «"Achse 
und   Vektor  SO   in    die  ary 'Ebene  fallen.    Älit  diesen  spesielfon  Lagen 

die  den  Zweck  hat,  nur  allizcnioin  in  einfachster  Weise  zu  orientieren,  ohne 
Rücksichtnahme  auf  einen  bestimmten  Fall,  wie  den  folgenden. 
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im  Koordinalemysteni  ergeben  «ich  dMm  die  Koordimtendftwtettniigen  der  dnl 
Vektoien. 

wobei  alio: 

Es  wird  dann  mit  Anwendung  der 
allgemeinen  Formel')  für  tViv  Koordina- 
teadarBteliung  des  Vektoqiroduktea: 

[»,C]=15  =  (ß,C'.  B,C,)i 

und  da  B.  —  =  C.  =  0,  so  verschwiu- 
den  alle  Glieder  bis  aiif  eines  und  es 
bleibt: 

was  une  KO^eieh  sagt,  daß  der  «adele 

Vektr)r  ^  den  Betrag  B^C,  hat  und  in 
die  negative  Richtung  der  s-Aobae  fällt. 
Es  folgt  dann  weiter: 

-  [1  ■  in,  B,c,f] 

^l'~-B,CA%t} 

-  B^CJ'^J] 

wobei  wir  uns  an  die  früher  aufgestellte  allgcmrino  ikzichung  erinaem: 

Entwickeln  wir  aucli  dos  erhaltene  Vektorprodukt  nach  der  Komponentendar» 
Stellung  unter  der  Beachtung,  daß  I  ul^«  Grundvektor  nur  einen  Betrag  in  der 
z-Achaenriohtung  von  der  Größe  1  aufweist,  so  daß  also  1  ^  —  ^  0, 
daiiD  wird: 

[V(.X3=  B,C,[%,\] 

=  -B,C,  {{A,     -     k,)  i  +  {A,  iv  -      K)  \  +  {A,  k,  -  A^k^)  I) 

welches  Resultat  wir  auch  direkt  unt^  Anwendung  der  Komponeutendaretellungs- 
fonnel  fdr  [V,^]  mit  Berfieksiohtigang  von  JD.  «  -  0  und  D,  »  -B^O^  er* 
balten  können. 

Wir  erinnern  uns  mm»  daß  der  dem  Vektorprodukt  [9(,^>]  entsprechende 
Vektor  (£  in  die  Ebene  von  S  und  fallen  muß,  so  daß  er  sieh  uaob  deren  Bich» 
toogen  in  Komponenten  seriegen  läBt  und  wir  ihn  daher  auch  darstellen  icdnnen 
in  der  Form: 

wobei  tn  und  n  noch  unbestimmte  Zahlen  sind,  die  angeben  den  wievielfachen 
Betrag  die  nach     und     gebildeten  Komponenten  von  (S  von  diesen  leteteren 

ausmachen. 


S.  93. 
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Wir  eriuJten  damit  die  Bedehnng: 

»  «  .       4-      -  •  B^C^(Ä,i  -  A/\) 

Sollen  nun  wirklich  die  beiden  für  f?l,Xj  =  *J  aufpf-slelHen  Ausdrücke  ein- 
ander gleich,  also  diese  Ctleichnnpen  erfüllt  sein,  so  müssen  die  in  gleiche  Ach.sen-  , 
ricbtuBg  fallenden  Vektorkoiupoiieuteu  einander  gleich  sein  oder  abo  die  mit 
gleichen  GrandvektoroD  bebafteten  Aiudiüoke  beider  Seiten,  womit  abo  dia 
Oleiohimgen  folgen: 

m  Bf  +  w  Cff  •=■  — Bf 

m  Bf      =    £f  JL^ 

am  denen  ai^  die  beiden  Unbekannten  m  und  %  beetimmen: 

n  =  -Ä^B, -A^B^MM  -(A,B,  +  -d,B,) 

Beachtet  man,  daß  daa  akalaie  Produkt  der  Vektoren  V  und  S  in  Kompo- 
nentendaiateüaag  naeh  friUieiieni  aioli  aiudrookt  durch: 

nnd  liiw  {7,  »  C,  =  0,  so  folgt,  daß  AgC,  auch  zugleich  daa  skalare  Produkt 
KJC  iat  nnd  analog  folgte  daß  A^B,  +  il,J}y  daa  akalare  Pkodnkt  93  danteJIt» 
BO  dafi  vir  erhalten: 

und  wir  bdrommen  für  das  Vektorprodulct  des  polaren  and  axialen  Vektors 
daa  Beenltat: 

Damit  ist  dieses  Velctorprodnkt  dargestellt  durch  die  Differenz  zweier  mit 
je  einem  polaren  Vektor  multiplizierten  skalaren  Produkte.  Da  letztere  reine 

Skalare  sind,  so  steht  rechts  die  Differenz  zweier  polaren  Vektoren  und  muß 
daher  auch  die  linke  Se  ite,  das  vektorielle  Prod akt  eine«  polaren  („gewöhn- 
lichen") und  axta/en  \  ektora  („Vektorprodukt*?«")  ein  polarer  rel;<or8eiu. 
Durch  zyklische  Vertausohung  folgt  analog: 

=  9{ ((!,«)  -  sa(6,«) 

woraus  mit  Bf>rücksichtigung.  daß  (9l.(E)  =  (15,91);  (%^)  =  (»,^);  (^^,6)  =  (d^) 
durch  Summierung  der  drei  Gleichungen  die  interessante  Beziehung  folgt: 

Wim] + [g^ffljT  [gjg>g]] = 0 

Während  das  Piudukt  zweier  polaren  Vektoren  im  früheren  bei 
der  Betrachtung  des  Produktes  von  Vektoren  schlechthin  erledigt  wurde,  wollen 
wir  hier  aneh  noch  daa  Produkt  zweier  axialen  Vektoren,  also  vc»  Vektor« 
Produkten  schl^hthin,  untersuchen. 

Auch  hier  ist  wieder,  wie  dort,  zwischen  skalarem  und  vektorieUem  Produkt 
zu  unteiacheiden. 
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Dan  shalare  l*rodukt  zweier  ajHalen  lehtofen  (liotoren)  oder 
Vektorprodukte  soUedbtluD,  hart  demnach  die  symbolisolie  SohreibvMse: 

Führon  wir  vorübeiigeheiid  ffir  das  dne  Vektcnprodakt  aeinen  (azialeD) 
Vektor  ein,  so  folgt; 

Betrachten  wir  dif  rpfhtf  Seite  für  ^ir!i,  so  spielt  der  Vektor  G  die  Rolle 
eines  polaren  Vektoi><,  der  uu  äkalaren  i'rodukt  fiteht  mit  dem  Vektorprodukt 
oder  axialen  Vektor  [6,^].  Dafür,  d*  h.  für  das  skalai«  Fkodnkt  eines  Vektcns 
fsohlaohthin,  bzw.  polaren  Vekton)  und  eines  Vektoiiwoduktes  (axialen  Vektots)» 

gilt  nach  obigem  die  zyklische  Vertaufjchharkeit,  so  daß  die  linke  Seite  auch 
gleich  G^^T.c^l  cesetzt  werden  kann  und  wir  erhalten,  wenn  wir  dann  für  C  das 
Vektorprodukt  wieder  einsetzen: 

FSr  das  Vektorprodukt  [1D,[V,iB]],  eines  g^wöbnliohen  (polaiea)  Vektors  und 

eines  Vektorproduktes  (axialen  Vektors)  folgt  aber  nacli  ubigem  die  Zerlegung: 
Ä  •  (^3)  5^  ■  C^M),  worin  9(  und  53  Vektoren  (sehle<  litliiii.  gewöhnliche)  sind, 
multipliziert  mit  den  skalaren  Produkten       ^)  und  (X',        £s  folgt  also: 

[«WÄ3>]  =       •  (3).»)  - 
worin  und  {%^)  als  ekalare  Produkte  reine  Skalare  sind.  Daher  aueb: 

[^2i,ibj,n>,^j  =        .  %  -  im)  •  3j} 

Setzen  wir: 
so  bleibt  das  skalarc  Produkt 

0 

auf  welchee  wir  das  für  dasselbe  gültige  distributive  (besetz  anwenden: 
SO  daA: 

=       -W,  eine  Differenz  zweier  skalaren  Prodokte 

Nach  der  früher  g^nannfen  Beziehung  für  das  skalare  Produkt 
folgt  hier: 

C,m«  =  (1  e,m?l)  =  1  .in(63)  =  m  (^M) 
(S,n  SB  =  n 

vonut  wir  sofaüeßlioh  erhalten: 

=  (3>,»).(6.Sr)-(S>,«)(W 

Berfioknnhtqssn  wir  aooh  die  Gültigkeit  des  kommutativen  Gesetzes  ffir  das 
skalaw  Produkt»  so  «rbalten  wir  mit  Ordnung  des  Resultates  das  ekalare  Pro- 
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duH  sveier  Vekforprodukte  oder  azialtn  Vektoren,  dargeatelH  durch 
di«  Differenz  sweier  Produkte  von  skaloren  Produkten: 

Es  ist  daher  eine  tkalart  GroUe. 

Das  vektorielle  l^odukt  iweler  aa-ialen  IVAfomt  (Rotoren) 
oder  Vektorprodukie  erhalt  die  aymboUache  Sohieibweiae: 

Mit         =  wird: 

und  für  dieses  vektorielle  T*nxlukt  aus  einem  (pdaren)  Vektor  und  eioem  Vektor- 
produkt (axial.  Vektor)  folgt  nach  obigem: 

und  somit  ist,  wenn  wir  für  den  Vektor  (£  sein  Vektorprodukt  wieder  einfiihrtti: 

Die  Klammerausdrüoke,  die  skalarem  Produkte:  ["^^^j.X  und  ItC9]JII  sind 

nach  obigem  Pseudoskalare.  Ort  ««ie  mit  je  einem  Vektor  (  schlechthin,  also  polarem) 
multipliziert  sind  und  wie  jene  bei  Inversion  das  Vorzeichen  wechseln,  so  ändert 
bei  einer  aolehen  der  gune  Auedmok  rechte  sein  Yoneiolien  nidit  und  wird  daher 

KU  einem  mit  einem  Skalar  multiplizierten  Vektor*  der  sein  Vorzeichen  bei  In» 

Version  nicht  üntlert,  also  einoin  axialen  Vektor.  Es  erpilit  Avh  also  hiermit  da.^ 
viktoritlle  Produkt  zweier  axialen  Vrktoren  oder  das  Vektorprodukt 
zweier  Vektor prvduklt  al»  ein  axialer  Vektor. 
W«ter  folgt  auB  obigem  durch  Analogie: 

io  daß  mit  Berückraohtigung  des  obigen  Ausdruckes  lur  die  linke  Seite: 

und  es  ergibt  sich  duher  die  zwischen  den  vier  Vektoren  ^  bestellende 

Beziehung: 

Derart iire  l'ntersnehiinpen  lassen  sidi  auch  stets  auf  dem  Wepe  der  K«.t.r< 
dinatendarstellung  der  Vektoren  und  ihrer  »kalaren  bzw.  vektoriellen  l'rodukt© 
maohen  und  ist  dies  namentlich  für  verwickeitere  F&lle  der  leichtere,  wenn  auch 
viel  umständlichere  Weg. 

Dies  sei  an  zwei  Beispielen  kurz  dargetan; 

1.  DaO  das  skalare  Produkt  aus  einem  Vektor  mit  einem  skalareu  Produkt: 
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wieder  ein  Vektor  ist,  zeigt  sich  sofort  aus  der  Schreibweise: 

a,(3Ö,(t)  -  A^, ,  BC coHiW 

worin  ABCiiM0d,(i)  eine  rein  ekalaie  GrOfie  iet,  mvdtipliäert  mit  dem  Einheiten 
▼ektor  9[|,  eo  dafi  die  rechte  Seite  einen  Vektor  ^  darsteUt»  der  Bjohtnng  vnd 

Lage  Ton  W  unA  rlrn  Betrag  D  »         cob(0,C)  hat* 

2i  Aualog  untersucht  man: 

[%^-]  =  (^^U.  -  A,D,)i  +  {A,D,  -  A,D,)i-\-  (A,D,  ~  A,D,)l 

lolgUeib: 

[«,[».«]]  «  (i*,(^,0',    Ä,<7,)  -  A,{B,C,  -  B,{7.))i 

+      {B, C,  -  B, Oy)  ^A,{B,C,^  B, Cr))  \ 
i  ^A,  ( -     C.)     A,  {B,  C,  -  B,  C,))  t 

wenn  man  redkts  noeh  A,  BgO^x,  A, B,    \  nnd  A,  B^C,  l  guBammenweMt 

[St WJl  {Ä,  -\-  A,C,  +  A,C,)  B,  i 
-\  {A,C\-\-  A,C,-\^  AX\)n,  i 
-\-{A,C,^-  A,C\  +  A,L\)B,l 
-  [A,  B,  +  A^B,+  A^  ß.)  C\  \ 

rWe]J  =93.(51,6)  G.(?W 
£>  Bei  nochmala  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  wohl: 

aber: 

Aus  obigen  Darlegungen  resultieren  folgende  Sätze: 

1.  Das  skalare  oder  vektorielle  Produkt  aus  einem  ge- 
wöhnlichen Skalar  mit  einem  polaren  oder  aartaZe/i  Vektor 
{Vektorprodukt)  ist  wiederum  ein  |»o{af€r  bsw.  axialer  Vektor. 

2.  Das  akalare  Produkt  aus  einem  polaren  und  axialen 
Vektor  {Vektorprodukt)  i»i  ein  Peeudoskalar, 
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3.  D^B ^kalare  Produkt  auseinem  Paeudoskalar  und  einem 
polaren  bcw.  axialen  Vektor  {Vektorprodukt)  ist  ein  axialer 
bjBw.  polarer  Vektor, 

4.  Das  ekalare  Produkt  zweier  polaren,  wie  auch  zweier 
axialen  Vektoren  {Vektorprodukte)  ist  ein  gewöhnlicher  Skalar. 

5.  Bas  Vektor ielle  Produkt  aus  einem  polaren  und  einen 
axialen  Vektor  {Vektorprodukt)  ist  ein  polarer  Vektor, 

6.  Das  vektorielle  Produkt  zweier  polaren  wie  auch  zweier 
axialen  Vektoren  {Vektorprodukt«)  ist  ein  axialer  Vektor  {Vektor" 
Produkt). 

§  11*  Division  vou  V  ektoren. 

Wählend  wir  bei  der  Multiplikation  voa  Vektoien  durch  die  an- 
gegebene  Spezialisierung  von  skalarem  und  vektoriellem  iPlodnkte  ein- 
deutige Resultat«  endelt^n,  wird  die  Sache  etwas  schwieriger,  wenn 
man  zur  Division  von  Vektoren  übergeht,  da  man  hier  nicht  ohne 
weiteres  eindeutige  Resultate  erzielt,  sondern  dies  erst  durch  geeignete 
Festsetzungen  möglich  wird. 

Die  IKvision  dnes  Vektors  dmdi  eine  aealare  Grüße  leidet  zunächst 
an  dieser  Mehrdeutigkeit  nicht,  denn  sie  kommt  sdüiefilioh  auf  die 
Multiplikation  eines  Vektois  mit  einem  Skalar  zurü(^  nach  Definition 
des  Quotienten  als  diejenige  Größe,  welche  mit  dem  Nenner  (Skalar) 
multipliziert  den  ZShler  (Vektor)  ergibt. 

Es  bedeutet 


daß  %  ein  Vektor  mit  gleicher  Richtung  und  Lage  wie  der  Vektor  % 
ist,  dessen  absoluter  Betrag  aber  gleich  ist  dem  absoluten  Betrag  des 
Zählers  dividiert  durch  den  Nenner,  denn  es  ist: 

^  ^  '-^x  i  4-  -^y  i  r  l  ^  .  Ä'y  .4, 
B  B  B^"^  B^^  B 

folglich : 
sodaß: 

Steht  dagegen  im  Nenn  i  «  in  Vektor,  so  sind  noch  zwei  Fälle  aus- 
einander zu  halten,  je  nachdem  ob  nämlich  der  Zähler  ein  Vektor 
oder  ein  Skalar  ist. 
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Retrachten  wir  zunächst  den  ersten  Fall,  wo  alw  Zähler  und 
Kenner  Vektoren  sind,  ßo  haben  wir  die  Gleichung  zu  loöfn: 

WO  O  eine  sn  auohende  Größe,  deren  Natur  noch  zu  bestimmen  ist  . 

Um  dieeer  Au^be  einen  beetimmtea  €änn  beizuiegen,  woUen  ivir 
im  AdwUhB  an  die  gewöhnliche  Definition  die  Divimon  ans  der  Mnlti- 
plikatioii  herleiten,  indem  wir  sagen:  „Den  Vektor  SBi  dnroh  den  Vek- 
tor 16  dividiecen  soill  heißen  ^ne  Große  C  suchen,  die  mit  dem  Nenner 
multipilimert  den  Zähler  9(  gibt."  Um  über  die  Art  der  GrOße  0  su 
entscheiden,  hat  man  zu  untersuchen,  ob  diesdbe  dir^  als  Vektor 
angenommen  weiden  darf  oder  nicht.  Die  erstere  Annahme  läge  nahe, 
insbeeondere,  wenn  man  noch  das  Ganze  in  Koordinateotorm  schreibt : 

Allein  man  überzeugt  sioh  leicht,  daß  diese  Annahme  nicht  zu- 
liasig  ist,  denn  wir  hatten  bei  Wegsdiaffung  des  Nennern  rechts  das 
vektorielle  l^odukt  von  S$  und  zu  schreiben,  da  ja  links  ein  Vektor  9( 
•teiht,  dem  die  rechte  Seite  gleich  sein  muß.  Dann  aber  steht  links  ein 
polarer  Vektor  einem  axialen  rechts  gegenüber,  die  einander  nach 
früherem  nicht  gleich  sein  können. 

Auch  eine  geomeinsch«^  Überlegung  führt  zum  gleichen  Ziel: 
Wenn  die  Gleichung  bestehen  sollte: 

ao  müßte  %  auf  der  Ebene  ,  $  also  auch  auf  $  senkrecht  stehen,  was 
im  allgemdnen  nicht  der  Fall  sein  wird,  wefl  wir  an  den  Winkel  von  ^ 
und  9  keine  speziellen  Bedingungen  knüpfen  dürfen. 

C  als  skalare  Größe  anzunehmen,  würde  auf  die  Gleichimg  führen : 

d.  h.  der  Vektor^  wäre  gleich  dem  C- fachen  Vektor^,  womit  zugleich 
gesagt  ist,  daß  imd  $  gleiche  Richtung  mid  La;L'e  besitzen,  was  im 
allgemeinen  auch  nicht  möglich  ist,  da  über  den  Winkel  von  %  mid  ^ 
nichts  Bestimmtes  ausgesagt  ist,  er  also  eine  beliebige  Größe  haben 
kann  und  jedenfalls,  nicht  wie  hier  verlangt,  gleich  Null  sein  muß. 

Für  eine  weder  aJb  bluilar  nuch  als  Vektor  bekannte  Ciroße  wuhicu  wir  vorüber- 
gehend diese  Schreibweise;  die  Unbestimmtheit  wird  duTcli  den  Übet  dem  BttchstAben 
dar  Qföfie  •Dgegebemen  homtmtalen  Strich  angedeutet. 
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Wir  müssen  demnach  für  C  eine  allgemeinere  Annahme  treffen, 
wofür  die  nächstliegende  die  ist  daß  man  C  gleich  der  Summe  aus 
einem  Skalar  und  einem  ^'ektor  setzt.  Wir  bekommen  dann: 


Nun  entsteht  die  Frage,  waa  für  eine  Multiplikatioii  reöfats  beim 
Ansmultiplizieren  für  4$  93 zu  nehmen  ist,  wenn  K  naoh  VoiaiiBaetcung 
ein  polaier  Vektor  ist,  wohl  nur  die  vektorielle,  da  ja  das  dkalaie  Pko> 
dttkt  zweier  Vektoren  eine  skalaie  Größe  ist.  Alsdann  hildet  sioh  aber 
wegen  des  Vorzeichens  weiter  die  I^age  nach  der  Reihenfolge  der 
Faktoren  und  hierfür  setsen  wir  fest,  daß  stets  der  Z&hler  gleich 
sein  soll  dem  Produkt  aus  Quotient  mal  Nenner.  In  Kooidi- 
natenform  ausgedrückt  erhalten  wir  dann  also: 

Führen  wir  die  Multiplikation  aus,  indem  v\ü-  re<;hts  zinr  vektoriellen 
Multiplikation  die  früher  behandelte  Darstellimg  des  Vektorproduktes 
diu:ch  die  Koordinaten  benätzen,  und  vergjeiöhen  wir  dann  die  Glieder 
links  und  rechts,  so  folgt: 

A,  =  NB,  +  (<7,Ä,  - 

Dies  sind  die  drei  Bcdiiigungsgleichungon  fü!  dir  vier  Größen  N , 
Cz,  Cyy  Cj ,  woraus  folgt,  daß  eine  von  ihnen  noch  willkiirlich  an- 
genommen werden  kann. 

Die  »Sache  wird  etwa.s  efnfiR'lier,  wvnn  man  —  was  immer  möjzlich 
und  wegen  der  für  di(^  Betrachtung  gleichgültigen  Lage  der  Koordinaten- 
achsen stets  zuläbbig  ist  -  die  Koordinatenachsen  gegenüber  den 
Vektoren  in  einer  speziellen  Lage  annimmt,  und  zwar  etwa  fol- 
gendermaßen : 

Eri  falle  der  \  ekior  ^L^  in  die  Richtung  der  x-Achse,  Slliege 
in  der  a;y-Ebene  mid  Vektor  IS  sei  beliebig. 
Es  wird  dann: 

"ii  -  AA  ■  .4,1  , 

_      _  -C',i  ^C',i-t  c,i 

')  Die  Bedeutung  des  Horisontiilstrichea  wurde  auf  Torau^dieiidOT  Seite  b«Mit» 
genannt. 
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ond  obig^  BedingwngHgteiehimgen  gehen  über  in: 


c. 


A, 


0  '^'^^Bft  ;  d.h.  Oy  ~  0,  da      mit  O  im  allgememen 

nicht  yeraehwindet. 

Für  folgt  keine  bestimmte  Angabe,  d.  h.  die^e  KouiiM)ueute  ist 
Willkürlich.  Die«  deutet  aucli  die  geometrische  Daxstellmig  an,  auü 
welcher  hervorgeht,  daß  dtr  Ausdruck: 


=  A'  +  (i:     oder     2(  =  iV    +  [«,(£1 

ganz  unabhängig  von  der  Wahl  von  ist.  Denn 
welche  Biohtung  auoh  der  Vektor  %  in  der  ««-Ebene, 
bzw.  wekhe  Größe  seine  jp-Komponente  haben  mag, 
80  ändert  eich  damit  weder  die  von  ihm  gar  nicht  beein- 
fiufite  Gröfie  JS  ^  noch  das  Vektoipioduke  [S3,4S]  durch 
^  den  Inhalt  des  PaifaJldo<» 

— .  grammee  seiner  Vektoren 


Wir  erhalten  somit  für  den  Vektor  (£  den  Ausdruck; 
«  -  C7,i -f      +  (7.r  =  C,i  +  Oi  + 

d.  h.  der  gesachte  F^Isferigftcofiefii  wird? 


%       A  4 


Digitized  by  Google 


110 


Die  Vektoreiu-edmimg. 


Er  ist  nach  dieser  Form  wogen  der  unbestimmtezi  Gidfie  unend- 
lich vieldeutig. 

Man  sieht  also,  daß  nur  durch  Beeeitigung  dieser  unbestimmten 
Größe  Cx,  indem  wir  etwa  die  Festsetzung  machen,  daß  Cg  —  0  sei, 
d.  h.  die  Komponente  von  d  in  der  Richtung  des  Vektors  $  im 
Nenner  verschwinden  boU  (was  der  Fall  ist,  wenn  senkrecht  zaS$ 
steht,  also  hier  in  die  a;2-£bene  fällt),  wir  zu  einer  eindeutigen 

Division  zweier  Vektoren,  —  ,  gelangen,  die  sich  als  Summe  ans 

Ji  ^  A 

einem  skalaren  Teil  -~  und  aus  einem  vektoriellen  Teil  -™I  dar- 

stellt,  in  unserem  Spesdalfall: 


Man  kami  aber  noch  auf  einem  anderen  Wege,  der  sich  für  die 
Anwendung  als  zweckmäßig  erwiesen  hat,  zu  einer  eindeutigen  Defini- 
tion der  Division  zweier  Vektoren  gelangen. 

Zu  diesem  Zweck  betiacht*'n  wir  jetzt  den  Fall,  wo  dw  Zähler 
als  eine  Mknlnre  <>ft»p<  üUer  einem  Vektor  als  Nenner  steht  und  haben 
daim  wiederum  zunäcliBt  den  Ansatz: 

i  =  + 

da  »Skalar  oder  \'ektoi  für  sich  als  Ktsultat,  aus  analogen  Gründen, 
wie  vordem  ohne  weiteit-s  wiederum  auszuschUeßen  sind. 
£s  muß  dann  sein: 


^  =  (Jv-h(5)tJ  =  xV^B^- 
Da  links  in  A  ein  Skalar  steht,  muß  daher  auch  rechts  eine  skalare 
Größe  hervorgehen*  Da  aber,  solange  ^  Vektor,  N  ^  stets  auch  Vektor 
ist,  so  muß  iV  »  0  sein  und  für    $  das  skalare  Produkt  gelten,  womit 
dann  folgt: 

A  -  6:,)ö  -  16',  i  t  C;  i  -T  C\  \)AB^  i  r      \  -i-  l) 
woraus  für  obigen  Spezialfall:  SB  B»t: 

^  =  (C.i  rC^i-t  C\i).B^  =  C^BAux)  =  C»B, 

da 

i,i      I       und       \,\     iA  —  ü 
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£b  wird  also;         ^  und  ergebea  sich  für     und  C,  keine  Be- 

dingtmg^g^chungen,  weshalb  sie  wÜlkurlich  siiid,  so  daß  wir  nuii  als 
Resultat  erhalten: 

jSetzen  wir  nun  speziell  A^l,  bo  folgt: 


1  1 

^  wollen  wir  als  reziproke»  Wert  des  Vektors     definieren,  welcher 

hiernach,  da  (7,  und  Og  noch  ganz  willkürlich  sind,  unbeschriakt  viel- 
deutig ist.  Um  zu  einer  eindeutigen  Zuordnung  von  Vektor  und  seinem 
reziproken  Werte  zu  kommen,  müssen  wir  diese  Unbestimmtheit  aus- 
schalten,  indcni  ^\  ir  etwa  Cy  =  Og'^O  setzen.  Es  folgt  dann  als 
Beiipioker  Wert  des  Yektois  8: 

womit  Vektor  SB  mid  ^  den  gleichen  Orundvektor  i  erhalten  und  also 

der  reziprt)kc  Wert  des  Vektors  gleiche  Richtung  und  Lage  mit  dem 
Vektor  selbst  besitzt.  Auch  ißt  dann  der  absolute  Betrag  des  reziproken 
Wertes  eines  Vektors  gleich  dem  reziproken  Wert  des  absoluten  Be- 
trages des  Vektors. 

Cranz  allgemein  wird  dann  der  getauchte  Quotient: 


A      A  . 


Wir  tintersuchen  nun  noch,  ob  die  Multiplikation  mit  dem  rey.i- 
proken  Wert  eines  Vektors  wirkhcli  identisch  ist  mit  der  Division  chircli 
ihn.  Dabei  haben  wir  auch  \h  ieder  zwei  Fälle  auseinander  zu  halten,  je 
nachdem  der  Zähler  ein  Vektor  oder  ein  Skalar  ist. 

Für  den  ersten  Fall  erhalten  wir  als  zunächst  skalares  Produkt 
aus  einem  Vektor  31  und  dem  reziprokere  Wert  eines  Vektors  SB,  vitnn 
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wir  uhb  wiedwum  wi  obig?  vereinfadieDde  Lage  der  Koonünatenaolttep 
besiehea: 


oder: 


1 


1 


1 


Für  das  vektorielle  Produkt  der  beiden  folgt  unter  Zugmnde- 
l^ung  der  aUgememen  Formel  der  Komponentendaistelluog  des  Vektor^ 
Produktes  fOr  den  vortiegenden  Fall«  in  velohem  Ag^  =  0: 

[41  =  h'+^'»'i.*]=-^'i'=-t' 

Femer  wird  aua  gleichen  Gründen: 


A  t 


80  dftß,  wie  SU  erwarten: 


[ 


Nun  folgt: 





1 


B^' 


Nadi  früherem  drfiokt  sich  aber  der  Vektorquotient  aus  durch: 


woiaus  nacii  obigem : 


91 


l 


oder: 


M 


1  % 


Setzen  wir  die  ganz  willkürliche  Größe  Gg  auch  hier  wiederum 
gleich  0,  80  wird: 

d.h. 

Die  Division  zweier  Vektoren  läflt  sich  eindeutig  ersetzen 
dnroh  die  Summe  oder  Differenz  vom  skalaren  und  vekioriel' 
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Itn  Produkt  des  rezipioken  Wertes  des  Vektors  des  Nenners 
mit  dem  Zähler  bzw.  umgekehrt. 

Mf*-  ~'  daß  der  Quotient  zweier  Vektoren  aus  einem 
skalareii  l  einem  velttoriellen  Teile  bestellt,  was  wir  auch 
bereits  bei  den  Quatemionen  konstatiert  hatten,  womit  sich  indertat 
die  Quaterniou  als  Quotient  zweier  Vektoren  erweist. 

Für  den  Fall,  daü  der  Zähler  ein  Skalar  ist,  folgt  unter  den  uäm> 
liehen  Vereinfachungen: 

Nach  früherem  ist  aber: 

mit      =  Ce  =  0  wird : 

^  ^  .  _  1 

und  es  folgt  daher: 


d.  h. 

Die  Division  eines  Skalarts  durch  einen  Vektor  läßt  sich 
ersetzen  durch  das  Produkt  aus  dem  Skalar  des  Zählers  mit 
demresiproken  Wertdes  Vektors  des  Nenners  oderumgekehrt. 

Wir  erwähnen  zum  Schluß  noch  folgende  Sätze  über  die  Division: 
Der  Quotient   ins  einem  polaren  oder  axialen  Vektor 
durch  einen  gewöhnlichen  äkalar  ergibt  wieder  einen  po- 
laren bzw.  axialen  Vektor. 

Der  Quotient  aus  einem  polareti  oder  axialen  Vektor 
durch  einen  Faeudoakalar  ergibt  einen  axialen  bzw.  polaren 
Vektor, 


Ko««tler<TrBnier,  DUfnentitl*  u.  lutegralrechnuug.  I.  8 
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§  12.  Zahl  und  GioUe. 

Für  die  Mathematik  ist  es  —  was  schon  ^le|^tli<^  betont  wurde» 
jedoch  hier  nochmals  hervorgehoben  worden  Boll  —  von  grundlegender 
Bedeutung,  daß  sie  ihre  Operationen  und  Gesetze  nicht  ffir  spesielle 
Zahlen,  sondern  für  Zahlen  schlechthin  ableitet.  Daher  werden  wir  im 
folgende,  aus^^ommen  in  besondren  Beispielen,  immer  mit  Zeichen 
operieren,  die  uns  eine  Zahl  eines  gewissen  Zahlentypus  oder  Zahlen- 
gebietes zn  repräsentieren  haben.  Schreiben  wirz.  B.  ,,a",  so  meinen 
wir  damit  irgendeine  reelle  Zahl  und  was  wir  über  dieses  a  auszusagen 
imstande  sind,  gilt  dann  für  alle  reellen  Zahlen,  insoweit  sie  eben  von 
(Hpf^pin  a  re})räsentiert  sine]  Es  i-t  gk-ichsani  der  Buehstabe  a  das 
Z(  i(  hen  für  den  Typus,  tur  <iie  Gattung;  die  einzelnen  Individuen 
wind  dan  II  die  Zalilcn ,  die  er  repräsentiert,  also  in  unserem  Falle  z.  B.  1 ,  2 , 

—3,187,  ^  2,  0,03ö7  •••usw.,  kurz  alle  reellen,  rationalen  und 
irrationalen  Zahlen.  Sollten  z.  B.  durch  die  Zeichen  a,  h,  c  nur  ganze 
Zaiilen  bezeiciuiet  werden,  so  muß  dies  ausdrücklich  betont  werden  und 
alle  Gesetze,  die  daiui  unter  dieser  Voraussetzung  ableiteT),  gelten 
natürlich  nur  für  die  ganzen  Zahlen.  Es  ist  dann  nicht  notwendig, 
für  die  einzelnen  Zahlen  jeweils  die  »Sache  speziell  abzuleiten,  sondern 
die  Ableitung  füi'  din  Typus  oder  Ivepräöentanten  enthält  in  sich  die 
Ableitung  für  alle  einzelnen  Individuen.  Zum  Unterschied  von  den 
speziellen  einzelnen  Zahlen  spricht  man  von  ihrem  Repräsentanten, 
der  Zalil  a  oder  b  als  der  allgemeinen  ZitM. 

Würden  wir  uns  auf  das  eben  Gesagte  beschränken,  so  blieben  wir 
im  Grebiete  der  reinen  Zahlenrechnung.  Für  die  praktiaehe  Verwendung 
derselben  ist  es  aber  weeentlioh,  daß  diese  Zahlen  in  deisdben  nicht 
an  und  für  sich  Bedeutung  haben,  sondern  als  Vertreter  von  gewissen 
Eigenschaften  phy.sikalischer  oder  chemischer  Zustände  und  Vorgänge, 
die  den  Gesetzen,  welche  für  die  Zahlen  gelten,  unterworfen  werden 
können.  In  diesem  Sinne  können  wir  dann  die  Zahlen  selbst  als 
Größen  bezeichnen,  indem  sie  eben  bestimmte  Quantitäten  (,  Jfongen" 
in  gew5hnlicher  Ausdrucksweise)  zur  Darstellung  bringen^). 

^)  Vgl.  hierzu  auch  S.  67. 
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im  allgemeinen  sind  die  Größen  sflu  verschiedener  Art  und  können 
gegenseitig  miteinander  nicht  verglichen  werden,  wie  dies  z.  B.  iiii  Zeit 
und  Temperatur,  Wäxme  und  Länge  einleuchtet;  sondern  dies  ist  nur 
uiit  Größen  gleicher  Art  möglich.  Jede  Größenart  steht  für  sich  und 
ist  nur  dmoh  ihresgleichen  stets  meBbar.  Die  Quantität  derBelben, 
mitteite  der  man  die  GMe  mi6t  und  angibt,  nennt  man  die  Qröfitn^ 
Sinheitt  welche  an  und  für  aioh  eigentlich  iviUfcdriioh  wftre,  aberdooh 
so  gew&hlt  werden  muß,  dafi  sie  mOgliehst  unTsiSnderlioh  ist^),  so  daß 
man  de  nötigenfalls  jederzeit  hinreichend  genau  herstellen  konnte,  daß 
sie  feomer  in  der  ReMshnung  nicht  unbequem  giofie  oder  kleine  Haß* 
zahlen  bedingt  und  kiohte  geigenseitige  VentSndigung  enn^l^cht  u.  a.  m. 
Sie  wird  daher  meist  in  einer  fest  beibehaltenen  Größe,  wie  Anndehnung, 
Menge,  Starke  uaw.  gewühlt,  welche  fGr  die  Lftngeneinheit  z.  B.  das  in 
Paris  aufbewahrte  Normal meter  ist. 

Für  besondere  VerhältnisHc  wählt  man  dann  von  dieser  in  beque- 
mer Unterteilung,  meist  Dezimalt eilung,  erhaltene  Firihr>iten,  v,ie  z.  B, 
für  die  Längenmessungen  der  äiiüerst  kleinm  Lichtwellenlängen  den 
millionsten  Teil  des  Meters  als  ein  Mikrometer  oder  Mikron  (1  n) ;  anderer- 
seits für  sehr  großi  1> iingen  den  tausendfachen  Betrag  des  Meters  als 
Kilometer,  den  7420.44-fachen  Betrag  als  sop.  geographische  Meile:  für 
ganz  große  Verhältnisse  in  der  Astronomie,  da^  M(  trr  verlassend,  die 
mittlere  Entfernung  der  Er<if  von  der  Sonne  (Sohinli.sfavz)  oder  die 
große  Achse  der  Erdbahnellipöe.  Füi-  Kräfte  ist  in  dti  Teelinik  z.  B. 
da<  Kilogramw  die  Normalmaßeinheit,  d.  i.  das  Gewicht  eines  Kubik- 
dezimeters Wasser  von  +4  Grad  Celsius  Temperatur,  also  die  Kraft,  mit 
der  diese  W'assermenge  unter  46  Grad  georgr.  Breite  infol^j;e  der  Erd- 
anzieiiuiig  auf  ihre  Unterlage  drüfckt;  davon  abgeleitete  Einheiten  sind 
Milligramm,  Oramm,  Tonne  u.  a.  Die  Leistung  oder  der  Effekt  einer 
Maschine  wird  ausgedrückt  in  den  Einheiten  Meier- Kilogramm  pro  Se- 
kunde oder  WaU  (davon  abgeleitet  Hekto-  und  Küowaü)  und  Pferdekraft. 

Indem  man  eine  solche  Emheit  jeweilB  ak  Yergleichsmaß  der 
Größenart  zugrunde  legt,  kann  man  alle  Größen  quantitativ  durch 
Zahlen  ausdrücken,  da  sich  alle  C^ßenausdehnimgen  immer  in  dieser 
ihrer  Größeneinheit  vermöge  ihres  Verhältnisses  zu  dieser  Einheit  mittels 
eines  Zahlenfaktors,  ausdrücken  lassen.  I  nde  m  wir  n  u  n  d er  Gr öß e n - 
einheit  die  Zahleneinheit  „1'*  z«or<liten,  können  wir  jeder  Menge, 
QuantitÜ,  Amdehnung  der  Größenart  eine  Zahl  zuordnen,  die  sie  be* 
zü^ch  ihres  Maßes  vollkommen  zu  vertreten  imstande  ist  und  erhalten 
so  die  Quantität  (Größe  als  Langenausdefanung  u.  dgl.)  einer  Größen- 
art ganz  ausgedrückt  durch  Zahlen. 

Trifft  man  nun  auf  Größen,  bei  denen  unter  Zuoidmmg  der  bisher 


^)  oder  dann  das  CSewts  ihrer  TenSoderiidikeit  genau  bekannt  «ein  muft. 

8* 
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genannten  Zahlen  die  auf  letztere  angowandtoii  KeclmuiigM  egelii  der- 
selben zu  keinen  richtigen  Rcsultat<>n  luhrcu.  indem  eben  die*ie  Größen 
ihrer  inneren  Natur  nach  die  Gk^öetze  der  auf  sie  ange\Nandten  Zahlen 
nicht  befolgen,  dann  kann  mau  auch  dazu  kommen,  eben  auf  Gnmd 
dieser  Nichtübeieinatimmung  neue  ,, Zahlen"  einzuführen  und  dieselben 
■o  SU  d^nioen  und  ihre  Rechnungsregeln  gerade  so  aufeuateUen,  daß 
die  mit  ihnen  gewonnenen  Beeultate  in  die  Sprache  der  durch  aie  rer« 
tretenen  Großen  überaeUbar  and.  Wir  erinnern  dieabezügUch  an  den 
auafuhrlich  behandelten  Fall  der  Vektoren  und  auch  der  Quatemionen. 

Das  Wort  Größe  umfaßt  also  den  allgemeinen  Begriff 
«iDer  quantitativ  beatimmbaien,  d.  h.  meßbaren  Elgenflclintt  eines  Kdr- 
fers,  eines  phyiikalisclien  oder  anderen  Yorgaogis, 

oder  einer  Eigenschaft,  welcher  evenluell  aueh  in  anderer 
als  genannter  Weise  noch  Zahlen  zugeordnet  werden 
können^). 

Für  tms  kommt  alxT  nicht  diese  allgemeine  Definition  in  iM-traeht, 
sondern  jene,  die  wir  auf  Sinte  67  der  Vektorenrechnung  angefühlt 
haben  und  welche  der  Volktäudigkeit  halber  nochmals  zitiert  werden  soll : 

Die  Größe  ist  eine  Zahl,  welche  eine  bestimmte,  im  all- 
gemeinen quantitative  Eigenschaft  einer  Erscheinung  re- 
präsentiert oder  eine  angewandte  ZaU. 

Diese  Meßbarkeit  nun  drückt  iii«  lits  anderes  aus,  als  daß  wir  dit^e 
Eisfensehaft  mit  irgendeiner  als  Einli<  it  angenommenen,  ihr  gleich- 
artigen VC  TL']  eichen  können.  Jede  solelie  Messung  set/t  eine  Ali- 
straktiun  voraus,  da«  will  .sagen,  für  die  betreffende  Messung  m  ird  nur 
eben  die  zu  nie.s.sende  Eigenschaft  in  Betracht  gezogen,  von  allem  an- 
deren wild  abgesehen.  So  kann  es  vorkoninu  ii.  daü  scheinbar  am  h 
heterogene  Dinge  verghehen  werden:  in  Wirklichkeit  hat  man  dann 
aber  durch  Abstraktion  gewisse  Gleichartigkeiten  ni  ihnen  gefunden, 
die  dann  der  Vergleichung,  der  Messung  und  damit  der  Zuordnung 
Ton  Zahlen  unterworfen  werden  konnten«  Die  Zahl  selbst  ist  eben  gldch- 
sam  das  Abäraxium  par  exedlence,  indem  für  ihre  Begriffsbildung  von 
Jeder  spedellen  Eigenschaft  physikalischer  Körper  abstrahiert  wird,  sie 
demnach  sum  Repräsentanten  für  alle  verwertet  werden  kann. 

^)  So  f«ind  z.  B.  GröficH:  Dk'  Hohe  cim-s  Turinos,  die  Länge  einer  6t«nge,  die 
Diiitauz,  der  Abstand  zweier  P»inkt*',  der  Inhalt  einer  Fläche  oder  daa  Volnmen 
eines  Körpen,  die  Inten.sitilt  de«  Lichte.»^,  die  Temperatur  oder  Te m pcratur- 
differenr.p  n  .  tlie  w i  ndi^  keit  eines  fnllenden,  überhnujil  lH'we^ten  Körf)ers, 

die  Eucrgie  tne nge  z.  B.  von  Akkuuiulatorcn  allur  Art,  die  K  x  plu.siunt>möglich- 
keit  bei  der  Heistelluiig  von  ßcbießpnlTer,  die  Sterbens-  oder  Erlebenswahr» 
•oheinlichkeit  in  der  VcmchenmgBrecfanung  usw.  uxw. 
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Das  Kesultat  dieser  Vergleichung  ist  eine  gewiase  Zahl,  die  wir 
als  MafimM  der  zu  mesBenden  Quantität  beiffigen  oder  znosdnen;  in 
der  gewAhnUehen  AnsdracksweiBe  gesproehen:  ,|Wir  m essen  durch 
diese  Zahl  diese  Eigenschaft",  also  z.  B.  die  Energie. einee  Körpers, 
oder  die  Zeit  als  Eigenschaft  für  den  Verlauf»  das  Fortschreiten  eines 
Prozesses.  Dabei  ist  aber  immer  festznhalten,  daß  nicht  die  Zahl  selbst 
mißt,  sondern  die  Zahl  nur  der  Ausdruck  der  Messung  in  der  Sprache 
der  Arithmetik  mX  und  das  Besultut  tUrst  lbon  angibt.  Allerdings  unter- 
scheidet sieh  die  so  gewonnene  Zahl  als  Maßzahl  von  der  reinen  Zahl, 
und  zwar  dadurch,  daß  sie  nur  in  Relation  zur  betreffenden  gemessenen 
Eigenschaft  für  die  Anwendung  einen  Sinn  bekommt. 

Dieses  Au.sdrücken  von  quautitativin  Eigenschaften  bestimmter 
(Jrößen,  wie  Lange,  Zeit,  Stromstärke.  Spannung  usw  .  durch  Zahlen 
hat  den  großen  Vorteil,  daß  man,  nachdem  einmal  eine  zweckmäßige 
Zuordnung  cheser  Zahlen  zu  den  zu  mes.senden  Eigeuächaften  statt- 
gefunden hat,  mit  diesen  Zahlen  nach  den  für  sie  allein  geltenden  Ge- 
setzen rechnen  karm  und  nur  die  Resiütate  wieder  in  die  Sprache  der 
durch  die  Zahlen  Ix'zeichneten  Eigenschaften  zu  übersetzen  hat.  Die 
Zahlenrechnung  leistet  dann  Zeit-  und  Aibeit^erspamis,  insofern  sie 
uns  die  Mühe  abnimmt,  in  jedem  AugenbUck  die  zu  behandelnden 
Eigenschaften  mit  den  GrAfien,  zu  denen  sie  gehören,  die  oft  die  kompli- 
ziertesten Zusammenhänge  zeigen,  vorzustellen  und  ihre  Beziehungen 
festzuhalten. 

So  z.'B.  ist  in  J  ^r^n  die  allgemeine  Zahl  r  der  Vertreter  der 
meßbaren  Größe  des  Kreiaradius;  die  ebenfalls  allgemeine  Zahl,  durch 
das  Zeichen,  den  Buchstaben  J  dargestellt,  ist  hier  Beprasentant  der 
ebenfalls  meßbaren  Größe  oder  der  quantitativen  Seite  des  Flächen- 
inhaltes des  Kreises.  Beide  Größen,  Inhalt  des  Kreises  und  Radius, 
stehen  in  einem  gesetzmäßigen  Zusammenhing,  dem  auch  die  beiden 
allgemeinen  Zahlen  J  und  r  unterworfen  sind  und  der  in  dem  durch 
diese  Gleichung  ausgedrückten  Gresetze  gegeben  ist.  n  und  2  sind  hier 
bestimmte  Zahlen  mid  nieht  etwa  auc  h  Vertreter  von  Größen,  die  den 
Zusammenhang  der  beiden  Größen  J  und  r  (die  nun  als  Zahlengrößen 
oder  allgemeine  Größen  aufgefaßt  werden  können)  cliaraktmsiomi. 
Ebenso  könnten  die  Zeiehen  oder  Buchstaben  J  und  r  zwei  andere 
Größen  vertreten,  wenn  ditvse  den  gleichen  gesetzm<äßigen  Zusammen- 
hang zeigen,  sogar  in  der  genau  gleichen  Form  und  Schreibweise  der- 
selben nach  obiger  (Jlcielumg. 

Zufolge  ihrer  Definition  als  incljhare  Kieeiisdiaft  läßt  f?ieh  die 
Oröße  in  der  Rechnung  stets  dinch  allp  ineiue  Z^iiilen  bzw.  deren  Bueh- 
stabenzeiehen  erbctzen  und  vertreten,  insofern  sie  eben  diese  meßbare 
ifligenschaft  nach  dem  Vorhergehenden  darzustellen  imstande  sind,  d.  h. 
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wir  von  ihnen  »nssagen  kdnnen,  daft  die  eine  grOfier  cxler  kleiner  iet 
als  die  andere,  daß  sie  sunehmen  oder  abnehmen,  Wachstums-  und  Ab- 
nahmeeigeiiBohaft  hesiteen,  welche  Verhaltniase  sich  alle  dmch  die 
Haßsahlen,  also  in  bestimmten  Zahlen  auidruchen. 

Veigleiohen  wir  s.  B.  swei  Langen  als  „Großen"  miteinander,  in* 
dem  wir  etwa  sagen,  die  dne  ist  doppelt  so  groß  als  die  andete  oder 
indem  wir  sagen,  die  eine  Ist  10  Ueter  und  die  andere  5  Meter,  so  kann 
ich  sie  in  der  Rechnung  auch  ohne  weiteres  durch  zwei  Zeichen  x  und  y 
enetaen,  die  allgemeine  Zahlen  bedeuten,  wenn  diese  das  {^che  V^- 

X 

hältnis  aufweisen,  also  x  doppelt  so  groß  ist  als  y  oder  -  =  2  ist.  Statt 

an  die  beiden  Längen  zu  denken,  können  wir  in  der  Rechnung  kürzer 
und  einfacher  die  beiden  allgemeinen  Zahlen  oder  Größen  x  und  y  be- 
trachten und  behandehi  unter  stetw  Berücksichtigung,  daß  ihr  Ver> 
hiltnis  gleich  2  ist. 

Wenn  wir  im  weitere!»  \'er!anf  d«'r  D-iri^t^'Uuiig  unter  fortdauernder 
Rücksicht  auf  die  mal hrmatische  Behandhing  von  Größen'*  spreclien, 
so  verstf'hen  wir  demnach  darunter  8t«ts  Größen,  di'-  durch  all- 
gemeine Zahlen  ausgedrückt  sind  und  die  S(»  quantitative 
Eigenschaften  in  bestimmter,  vorher  festgestellter  Weise 
darstellen.  Auf  diese  Art  können  wir  die  zwischen  den  genannten 
Eigenschaften  bestehenden  Gesetze  in  einfachster  Weise  kurz  mittels 
der  leicht  zu  übersehenden  und  einfacher  zu  behandt  hidt  ii  Zahlen  und 
der  Zahlcnrcchnung  ableiten,  um  dann  im  Resultat  sofort  durch  Deu- 
tung der  Zahlen  als  Repräsentanten  der  quantitativen 
Eigenschaften  von  Größen  unter  Beifügung  der  Vorstellung  der 
betreffenden  Grdße  ihren  gesetamäßigeu  Zusammenhang  sa  erkennen. 
Dies  ist  natürlich  auch  stets  wülirend  der  Ableitung  und  Bdiandlung 
an  Jeder  Stelle  möglich  und  muß  auch  imm«r  eingreifen,  wenn  es 
tasAk  um  andere  als  bloße  mathematisch -rechnerische  Diskussionen 
handelt. 

Die  Zahlenreohnung  ermöglicht  uns  femer,  sobald  einmal  die  richtige 
DarsteDung  der  Größen  dureh  die  Zahlen  stattfindet,  Vorausreehnungen 
SU  madien;  sie  enthebt  uns  der  Notwendigkeit,  alles  zu  messen. 

Infolge  der  Repräsentanz  durch  die  Zahlen  liegt  es  nahe,  auch  die 
Rechnungpgrößen  in  der  Mathematik  diesen  ( ntsprechend  zu  unter- 
scheiden in  positive  und  negative^  ganze  und  gebrochene,  rntionah  und 
irrnfionale,  reelle,  im/iginäre  und  hom]ihxc  (Irößfn.  welche  vermittels 
der  sie  repräscntiereiuleji  Zalilen  mich  ziw  «icoinctrischen  Darstellung 
gelangen  können  auf  der  VaMpwVww"  bzw.  Zahlenel)eiu'  und  im  Zahlen- 
raum. Es  sind  somit  alle  fii-djcn  einer  iK-stinniUcn  Grüßenart  graphisch 
«ds  Strecken  darstellbar,  sobald  mau  ihrer  Einheit  eine  Einheitsstrecke 
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zugeordnet  hat,  das  ist  uich  die  der  Maßzahl  oder  der  dieser  zugeord- 
neten Zahleneiuheit,  der  Zahl  1  entspitihende. 

Durch  andere  Zuordnungen  kann  man  die  Darstclluiigsiuöglichkoil 
einer  QMe  «uoh  noch  erweitem.  Indem  man  ihrer  Einheit  z.  B.  eine 
bestimmte  FUbshe  als  Fl&eheneiiibeit  cuardnet,  kann  man  die  Größe 
nach  Auadehnimg,  Gewicht  mw.  in  Form  von  Flicheninhaltm  dar- 
«tdten  und  erhlH  in  Gestalt  von  deren  zahlenmäßig  ausgedrückter 
El&chengröfie  anch  wiederum  die  der  allgemeinen  GrOfie  zugeofdneten, 
aie  vertratenden  Zahlen. 

Durah  die  Rechnung  mit  Größen  Termitteb  der  Ziloidnung  von 
Zahlen  erkUiTt  sich  auch  sofort  das  Auftreten  von  sog.  »ego^tven  oder 
gar  imaginären  allgemeinen  Größen  physikaUscher  Axt,  obgleich  wir 
uns  solche  eigentlich  nicht  vorstellen  können.  Es  leuchtet  ja  ein,  daß 
man  nicht  von  einem  „negativen  Körperinhalt"  reden  kann,  wenn  der 
kleinste  üb^haupt  mögliche  null  ist;  ebenso  ist  es  in  diesem  Sinne 
sinnlos,  von  einer  imaginären  Vieleckseite  oder  gar  Temperatur  zu 
sprechen.  Beachten  wir  aber,  daß  diese  Namen  sich  auf  die  den  Größen 
zugeordnr^ten  Zahlen  beziehen,  so  ist  uns  ihre  Bedeutui^  erklärlich; 
sie  fjollen  uns  lediglich  das  sagen,  daß  sich  die  ihnen  zugeordneten 
<Irnßen  bezüglich  ihres  Maßes  so  zueinander  verhalten,  wie  diese  Zahlen. 
Kmc  .negative  Tt  inperatur  '  bedeutet  in  diesem  Sinne  nicht,  daß  die 
TeaiiKiatur  eine  andere  physikalische  Beschaffenheit  aufweist;  die 
Größe  ist  genau  die  nämliche  geblieben,  aber  ihr  \>rhalt€n  zu  einer 
anderen  (positiven)  Temperatur  ist  wie  dasjenige  einer  ihrem  Maß  ent- 
sprechenden negativen  Zahl  zur  entsprechenden  positiven  24ahl.  Eine 
negative  Temperatur  von  — «°  Cels.  besitzt  zur  positiven  Temperatur 
4-y°Cels.  eine  Tcmperaturdifferenz  von  y  —  {—x)  -  (y-f  x)  °Cel8.,  wie  die 
Zahlen  —x  und  +y  eine  Differenz  y  -\-  x  aufweisen.  Durch  einfache 
VetsetBung  des  Anfangspunktes  der  Zählimg>  des  Nullpunktes,  um 
wenigstens  x  Kinheiten  tiefer  ktanen  wir  alle  diese  Temperaturen 
„positiv"  macbeo.  Das  Verhalten  der  neuen  so  gewonnenen  MaßsaUen 
deutet  uns  dann  in  nur  positiven  Zablen  das  nämliche  Verhalten  der 
Tempeiaturen.  Xün  »«negativer  Köcperinhalt"  von  ~5m'  bedeutet 
den  Inhalt  eines  Kdipers  von  5  m*,  der  mit  entgegengesetzter  \^kung 
in  Rechnung  su  setEen  ist^als  wie  ein  anderer  (positiver)  z.  B.  von  der  Gr<>ße 
10  m*;  das  sind  zwei  EdrpevinhaltsgrOSen,  die  sich  in  der  Pvechnung 
verhalten  wie  die  2bhlen  —5  und  +10  und  daher  in  dieser  auch  so 
zu  betrachten  imd  zu  behandeln  sind.  In  glMchem  und  keinem  anderen 
Sinne  ist  auch  eine  „negative  Länge",  ein  „negati\  er  Flächeninhalt*', 
eine  „imaginäre  Weglänge"  oder  Beschleunigung,  Arbeit  usw.  zu  ver- 
stehen;  zu  einer  wirklichen  Vorstellung,  die  unm^igUch  ist,  kommt  es 
dabei  nicht. 

£s  möge  an  dieser  Stelle  ein  für  allemal  hervorgehoben  sein,  daß 
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wir  uns  im  weiteren,  mit  wezugen  Amnahmen,  die  jeweik  besotiders 
betont  sind,  nur  aal  Betrachtungen  im  Gebiete  der  reellen  Zalilen 
und  Größen  beziehen.  Einmal  liegt  dies  begründet  in  der  weitaus 

maßgebenderen  Bedeutung  der  reellen  Größen  fär  die  Anwendungen 
auf  Probleme  des  Technikers  und  dann  würde  eine  fortwährende 
ausführliclie  Berücksichtigung,  namentlich  der  iHl'i meinten  einfachen 
komplexen  Zahl  und  Größe  —  als  deren  Spezialfa  Ii  ioimerhin  in  allen 
Betrachtimgen  und  Ableitungen  stete  die  leeJle  hingestellt  weiden 
könnte  —  viel  zu  weit  führen. 

§  13.  Konstante  und  Variable. 

Xm  TorausgeheDd«!  bt  auch  der  Gedanke  enthalte,  daß  wir  stets 
darauf  achten  müssen,  einerseits  die  Zahlen  den  Größen  so  zuzuordnen, 
daß  letztere  von  ihnen  in  zweckentsiHrechender  und  nicht  auf  Irrwege 
fuhrmder  Weise  ds^estellt  werden  und  anderseits  wir  auch  um- 
gdcehrt  durch  diese  Größen  aufgefordert  werden,  unsown  Zahlen  ge> 
wisse  Bedingungen  aufzuerl^en  unter  Berücksichtigung  d^  Opera> 
tion^,  die  wir  mit  MSteren  durchzufähren  haben.  Darin  ist  aber  ent- 
halten,  daß  wir  für  die  Anwendung  der  Mathematik  in  die  Zahlen  die- 
sdben  Konstanzen  oder  Veränd^hcbkeiton  hineinzulegen  haben,  die 
uns  die  durch  die  Zahlen  zu  messenden  Größen  darbieten,  und  da  ist 
es  eine  ganz  allgemeine  Tatsache,  daß  wir  zwei  Arten  von  Größen 
k^moti:  solche,  die  in  ihren  Eigenschaften  oder  in  ihren  Qiiantitäts- 
WQlen  nach  menschlicher  Voraussicht  unveränderlich  sind  und  solche, 
die  Veränderungen  zeigen,  letztere  stetig'),  d.  h.  ohne,  daß  Zwischen- 
werte  über8pnin<:en  werden  cKler  nnstetiu,  sprunpveise. 

Wenn  man  auch  nicht  liehauptf-n  kann,  daß  riie  Uut^rsclu  uiuiiL^ 
konstnnter  und  veränderlicher  Zahlen  alUin  datiurcli  bedingt  i.st.  da!.5 
es  melibiue  Eigenschaften  von  DiiiLzen  üil>t.  die  entweder  konstant  txlt'r 
veränderlieh  sind,  so  Ivann  man  auch  nicht  umgekehrt  ohne  weiteres 
behaupten,  dal.^  dir  letztert«  Unterselieidung  auf  die  erstere  olnie  jecleu 
Einfluß  geblieben  ist.  JedenIaU^  sind  wir  also  gezwungen,  zwei  Haupt- 
arten  von  Zalileii  zu  untt  lytheiden : 

1.  DBTeilbiderli^e  oder  konstante  Zahlen,  die  im  Laufe  der  Be- 
trachtung ihren  Wert  nicht  ändern,  ihn  beibehalten;  man  bezeichnet 
sie  kurz  als  JSCoif  Atofife  und  setzt  für  sie  gewöhnlich  die  Anfangs- 
buchstaben des  Alphabetes: 

A  f        C  f  1}  f  '  *  '   UfbfCfilf-'-  •  »  • 

Auf  iWv  Bc^Tiffp  ..strti^  '  und  „unstetig"  kommen  wir  im  foSgenden  noch  ein- 

j^ehender  zunick  (vgl.  S.  31l>tf.). 
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2.  Tciindeiliehe  oicr  ytoAMb  ZaUen,  die  im  Laufe  der  Operation 
üuen  Wert  andern;  man  bezeichnet  sie  kurz  als  Feränderiiche  oder 
VariaMe  und  setzt  für  sie  gew6lmlich  die  Endbuchstaben  des  Alpha* 
betes: 

•  •  ■  IF,  Xy  1,  Z   •  •  •  w,  Xy      »  •••y»X>V'»** 

Konstante  (TiöütJi,  repiä-sentiert.  durch  konstante  Zahlen,  sind 
z.  B.  historische  Daten,  die  Gewichts-  und  Längent  niheiten,  der  Nominal- 
wert eines  Wertpapieres,  die  Beschleunigung  des  freien  Falles  (an  ein 
und  demsdben  Ort)  usw. 

Variable  Größen»  repräsentiert  durch  variable  Zahlen  sind  z.  B. 
die  mittlere  Jahrestemperatur  eines  Ortes,  der  Kurswert  eines  WeA- 
papieree,  die  Geschwindigkeit  eines  fallenden  Körpers  usw. 

Im  Anschluß  an  den  zweiten  obigen  Fall  w&ren  noch  weiter  zu 
untrasdheiden: 

a)  die  sltliy  veränderlichen  Zahlen, 

b)  die  unaitiig  bzw.  sprungweise  veränderlichen  Zahlen. 

Was  die  stetig  veränderlichen  Zahlen  anbelangt,  so  wollen  wir 
diese  Stetigkeit  zunächst  dahin  festlegen,  daß  eine  Zahl  „stetig" 
veränderlich  heißen  soll,  wenn  es  beim  Durchlaufen  eines  gewissen 
Zahlengebietes  (Zahlenintervalles)  keine  Zahl  desselben  gibt,  die 
nicht  von  der  veränderlichen  Zahl  erreicht  werden  könnte. 
Also,  wo  wir  auch  in  dem  durchlaufenen  Intervall  eine  Zahl  auswählen» 
können  wir  sicher  sein,  daß  die  Veränderliche  einmal  diesen  Wert 
annehmen  muß.  Sie  muß  jede  zwischenliegende  Zahl,  rationale  und 
irrationale»  treffen»  und  zwar  in  der  Reihenfolge»  welche  durch  das  ein- 
sinnige  Fortschreiten  vom  Anfaagn-  zum  Endpunkt  ihres  Zahlengebietes 
oder  umgekehrt  gegeben  ist.  Ist  diese  Forderung  nicht  erfüllt,  so  nennen 
wir  die  Zahl  »»unstetig''  oder  »»sprungweise  veränderlich".  EüneBokluMst 
7.  6.  auch  eine  Variable»  welche  nur  die  Werte  aller  ganzen  Zahlen 
durchläuft. 

Je  nachdem  eine  Veränderliche  nur  reelle  Zahlen  oder  audi  kom- 

]ilexe  Zahlen  werte  besitzen  kann,  sprechen  wir  von  einer  reellen 
Variablen  oder  von  einer  komplexen  Variablen. 

Das  Zahlengebiet,  welches  die  verändorliche  Zahl  bei  ihrer  Wr- 
änderung  innerhalb  der  reellen  oder  koni))lrx(  n  Zahlenreihen  durrh- 
lanfen  darf,  ist  im  allgemeinen  nicht  unbeschränkt,  sondern  innerhalb 
gewi.sM  r  Grenzen  einL'e^chlos.scn,  Seien  z.  15.  für  die  \'eränderlithkeit 
der  Zahl  x  die  Grenzen,  innerhalb  deren  sie  sieh  verändern  darf,  a  und  6, 
wobei  6  >  o,  so  nennen  wir  a«'*6  das  Intervall  der  ]'craiidtr- 
lichtn  X,  a  den  Anfangs-  und  b  den  Kndwcrt  desselben.    Hierbei  i.st 
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Bkhct  noch  }ew«ls  genamr  anzugebeiii  ob  die  Anfang«^  und  Endwerte 
Bom  Intervall  mit  hinzuzurechnen  sind  oder  nicht.  Wir  weiden  tnder- 
tat  ap&ter  Beispiele  kennen  lernen«  vro  dies  von  Bedeutung  wird  (wenn 
B.  B.  im  einen  Endwert  eine  Funktion  ihre  normalen  Eigenschaften 
verliert,  z.  B.  «.unendlich  groß"  [siebe  uhten]  wird).  Es  ist  nicht  selbst- 
verständlich,  daß,  wenn  ein  Gesetz  für  die  veränderliche  Zahl,  solange 
sie  innerhalb  des  Intervalles  a  •  •  -  d  sich  befindet,  gilt,  für  sie  auch 
gelten  muß»  wenn  sie  die  Endwerte  desselben  erreicht;  sie  kann  in 
diesen  ganz  anderen  Gesetzen  folgen.  Darf  die  \'eränderung  der  Zahl 
derart  sein,  daß  die  Endwerte  des  Intervalles  mit  zum  \'eränderungs- 
bereiche  derselben  gerechnet  werden,  so  nennt  man  das  Intervall  ein 
akgeschlossenes.  Daher  wollen  wir  noch  den  Begriff  des  Veränderungs- 
bereiches  einer  Variablen  näher  dadurch  festlegen,  daß  wir  sagen,  eine 
Veränderliche  ist  für  denjenigen  Wert  definiert ,  den  sie  zufolge  ihrer 
Bedeutung  und  ihrem  \'erhalten  ?n\nehnien  darf.  Demnach  ist  eine  stetig 
Veränderlirht'  in  oinem  l>estinHnlen  Intervall  für  alle  Zahlwerte  des 
Intervalle-  <l(  f iiüci  t ,  die  Kndwerte  miteingeri  ^iinel  oder  nicht.  Eine 
unstetig  A'f  länderliclie  dagegen  ist  nur  für  1»  stimmte  Zahlwerte  des 
Intervalles  definiert,  so  z.  B.  wemi  eine  N  eraiulerliche  im  Intervalle 
a  •  •  •  6  nur  alle  ganzen  Zahlen  annehmen  darf,  so  ist  sie  nach  der  ge- 
gebenen Ausdnickswcise  nur  für  die  ganzen  Zaiiicn  definiert  oder  mit 
anderen  Worten  für  sie  gültig. 

Mansprichtfemer  von  6 es cAf  an Jb^  xmdi  unbeschränkt  Variablen , 
je  nachdem  die  Veränderliche  einerseits  nur  bestimmte  endliche  Werte, 
z.  B.  nur  aUe  positiven,  ganzen  Zahlen  oder  alle  Werte  zwischen  be« 
stimmten  Grenzen,  wie  von  0  bis  1 ,  7  •  >  •  12,  —20  •  •  •  +10  usw.  an* 
nehmen  kann  oder  andererseits  iiberhaupt  alle  möglichen  Werte. 

Überschreitet  eine  Verändei  liehe  jeden  irgendwie  er- 
reichbaren endlichen  Wert,  so  nennt  man  sie  unendlich 
groji  und  gebraucht  dafür  das  Zeichen  „od  • 

Das  Intervall  einer  positiven,  unbeschränkt  Variablen  ist  dem* 
nach:  0  •  •  •  -\-oo  und  das  größtmögliche  Intervall  einer  reellen  un- 
beschränkt Variablen:  — oo  {-oo  . 

§  14.  fiinfiUurung  der  Funktion. 

Wir  haben  oImmi  gesuLM,  daß  uns,  für  die  praktische  VerwertuiiL'. 
die  Zahlen  in  iigendwclcher  \i\  (irößen  repräsentieren,  die  nießbur 
sind  Oller  ü])erhaupt,  allgemein  gesagt,  mit  Zahlen  in  bestimmte  Be- 
ziehung gebracht  \serden  können.  Aber  es  gelit  nicht  an,  nur  einzelne 
derartige  Größen  für  sich  zu  betrachten.  Was  wir  antreffen,  sind  stets 

Vgl.  auch  S.  31.  244. 
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Besiehiiiigeii  von  swei  oder  mefareron  Bolchen  GrdSen,  also  für  vds 
Bedeihiiiigeii  too  zwei  oder  meliteieii  solchen  ▼eranderlichen  oder  nn- 
Teiindeiiliohen  Zahlen.  Vor  allem  sind  es  die  enteren,  die  dabei  von 
Inteveese  für  uns  sind.  Wenn  loh  z.  B.  die  Besiehiingen  ermitteln  vill, 
die  swiBohen  Weg  und  Fahneit,  elektrischer  Stromatarhe  und  Span- 
nung,  Bneugongswarme  und  erzeugter  Dampfmenge  bestehen,  so  habe 
ich  ee  mit  zwei  veränderlichen  Größen  zu  tun»  die  aber  sich  nicht  Ton 
einander  unabhängig  verändern  können,  sondern  durch  gewisse  Gesetze 
in  ihnr  Veränderlichkeit  aneinander  gebunden  sind.  Daraus  entsteht 
ffir  uns  in  der  reinen  Zahlenrechnung  die  FordeniDg,  solche  Gesetz- 
mäßigkeiten der  Beziehungen  zweier  oder  mehrerer  veränderUchen 
Größen  zu  betrachten.  Wir  nennen  eine  solche  Beziehung  eine  /unk' 
iionale  Beziehung  der  veränderlichen  Zahlen  bzw.  Größen. 

Versuchen  wir  ali^o  die  A'«'raiKi«'rn!ig  einer  Zahl  (Größe)  niit  der 
Veränderung  einer  anderen  Zaiil  ((iroße)  zu  kombinieren  und  deren 
gegeiiHeitige  Beziehung  in  jedem  j^Ioment  in.s  Auge  zu  fa.s.st  n,  f»o  ge- 
langen wir  zum  Begriffe  der  £Ht  nktian ,  w  ie  er  in  der  Mathematik , 
entsprechend  formiiliert,  Verwendung  findet.  Dieser  ist  nach  obigem 
wesentlich,  daß  in  ihr  vermöge  irgendwelcher  Festsetzung  den  einzelnen 
Werten  einer  A'eränderhchen,  einer  Zalii,  die  Werte  einer  anderen  ver- 
änderlichen Zahl  zugeordnet  werden;  es  reduziert  sich  somit  der 
wesentliche  Inhalt  des  Funktionsbegriffes  auf  den  Begriff 
der  Zuordnung.  In  welcher  Weise  diese  Zuordnung  zu  geschehen 

hat,  d.  ii.  wie  sie  näher  zu  besimimen  ist,  ergibt  sieh  entweder  aus  dei- 
Art  der  Beziehung  der  Größen,  welche  durch  diese  Zalden  vertreten 
werden  oder  in  der  reinen  Mathematik  durch  Festsetzungen,  die  in 
irgendeiner  Weise  gefordert  oder  durch  logjwche  Seteuugen,  durdi  An- 
satee  begründet  sind.  In  dieser  Definition  der  Funktion  ist  die- 
selbe in  ihrer  vollsten  Allgemeinheit  enthalten,  welche  wir  gegeben 
haben,  um  von  yomherein  zu  zeigen,  daß  man  nicht  auf  jenen  Begriff 
der  Funktion  beschrankt  ist,  wie  er  am  häufigsten  in  den  Anwendungen 
Tockommt,  sondern  wie  er  zweckmäßig  dazu  benutzt  werden  kann, 
Zusammenhänge  jedweder  Art  darzustdlen;  es  ist  eben  nur  notwendig, 
daß  man  sich  erstens  über  den  Zusammenhang  der  Größen  klar  werde 
and  nachher  ihm  in  eindeutig  gültiger  Weise  die  Zahlenverändenmg 
zuordne,  dazu  vor  allem  den  Bereich  festlege,  innerhall)  dessi  ti  diese 
Funktion  und  damit  die  sie  vertretende  VeränderUche,  Zahl,  Werte 
haben  darf. 

Es  ist  natürlich  nicht  mi^cb,  die  Funktion  in  die.ser  allgemeinen 
Form  zu  behandeln,  sondern  man  hat  sich  darauf  zu  lx>sehränken, 
Funktionen  von  gewisser  Art ,  wir  können  sagen,  bestimmte  Funktions- 
klassen in  Behandlung  zu  zi(^hen. 

Zunächst  erscheint  als  einfachste  derselben  diejenige,  wo  jedem 
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Werte  einer  Veranderlicben  x  mnerhalb  eines  gewissen  InterraUes»  des 

sog.  Definition^bereiehee  derselben,  ein  bestimmter  Wert  einer  anderen 
Vwänderlichm  y  zugeordnet  wird.  Diese  Zuordnung  gescliieht  nach 
einem  bestimmten  Gesetze.  Das  mathematische  Zeichen  für  dieses 
Gesetz  ist,  sobald  dasselbe  nicht  in  irgendwelcher  speziellen  Weise 
festgelegt  werden  soU,  ein  vor  eine  die  erstere  Variable  umschließende 
Klammer  gesetztes  ,,/^*  oder  „q"  oder  ,yF"  usw.  und  wir  finden  daher: 
Sind  zwei  veränderliche  (.IröfJni  repräsentiert  durch  allgemeine, 
ihnen  zugeordnete  veräntleiliclie  Zahlen,  auf  irgendeine  Weise  naeh 
einem  bestimmten  Gesetz  aneinander  geburi(]«Mi  s<i  daß  sich  die  eine 
derselben  iy)  verändert.  }<■  nachdem  es  die  andere  {x)  tut,  so  iirnnt 
man  die  erstere  eine  i'unktion  der  letzteren  0,  so  daß  wir  für  die  Funk- 
tion in  dem  für  uns  weseutUchen  engeren  Sinne  folgende  Definition 
geben  können: 

Eine  (iröüc  (Zahl)  tj ,  deren  Wert  von  einer  anderen  ver- 
änderlichen IxroUe  (Zahl)  x  nach  einem  bestimmten  Gesetze  ab- 
hängig ist,  heißt  eine  Funktion  von  jt. 

Man  sagt  auch,  die  Werte  von  y  sind  denjeni^fen  von  2*  zugeordnet 
und  schreibt  dieses  Abhängigkeitsverhältnis  in  symbolischer  Weise 
folgendermaßen : 

»-/(X)  •) 

(sprich:  t,y  gleich  Funktion  von  o;"). 

Diese  Art  des  funktiormlen  Zusammenhanges  nennen  wir  im  Gegen- 
sats  zum  ffeomdrUchen,  der,  wie  wir  ausführlich  zeigen  werden,  durch 
Kurven  gegeben  ist,  die  algebraiecht  oder  analytische  Form  im 

weiteren  Sinne  dieser  Worte. 

Da  die  \'eränderlichkeit  von  y  hier  durchaus  durch  diejenige  von  x 
bedingt  i.st,  so  kann  y  nur  ganz  bestimmte  Werte  annehmen,  die  denen 

von  T  ents]»rrc}ten ;  mit  anderen  WorteTi :  Die  Variable  y  ist  in  iluTr 
Veränderlichkeit  von  x  abhängi'j.  wohingegen  r  gegenülnT  y  die  Rolle 
der  unabhängig  Veränderlichen  sjjielt.  Man  l)ezeiehnet  in  solchem  Falle 
daher  auch  x  als  unabhängig  Variable  oder  Urvariable  oder  als 

^)  Dabei  braucbt  da«  Ck'setz  der  ge^nseitigra  Besiehun^  nicht  durohaus  be- 
kannt zu  sein. 

2)  Wir  machen  hier  ausdrücklich  darauf  aiifmcrksam,  daß  „/'"  in  dieser  Schreib- 
weise diiTcbaus  nicht  ab  Faktor  aiifsufassen  ist,  sondern  nur  die  RoUe  «nes  Sehreib- 

zcichcns  Hj»iolt,  lun  das  F\inktionKverhiiltnis  /.wüieheil  x  und  y,  bzw.  der  durch  m» 
v(>rtret<-iu>ii  Cn'iOcii  anzudeuten;  es  kann  als  Abkunun^  der  Worte:  p^FonktioQ  von'* 

bftraehtft  werden. 
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ArgtimefU  der  Funktion  und  y  als  abhängig  Variable  oder  kurz 
als  F\iftJction. 

Unsere  friüier  gegcbeiu',  allgemeine  Defiiiition  der  Funktion  sagt 
zunächst  nichts  darüber  aus,  welche  von  den  beiden  Veränderlichen 
wir  als  die  unabhängig  Veränderliche  zu  nehmen,  bzw.  welche  Größe 
wir  alB  YOD.  dar  anderen  abhängig  zu  betracbten  haben.  Die  obige 
Sehieibweise  y  ^  f{x)  jedoch  maobt  bereite  darüber  eine  Feeteetsung, 
indem  sie  anadracken  Boll,  daß  darin  stete  z  die  unabhängig  Verinder- 
liehe  ist,  während  y  die  abhängige,  d.  h.  diejenige  Größe  oder  Zahl, 
die  in  Ihrem  Momentanwerte  durch  das  Gesetz  „f**  an  den  Momentan- 
wert yon  X  gebmiden  ist.  Baß  die  Variable  x  dabei  doch  wieder  ihrer- 
seits in  gewisse  Gienzen  eingeschlossen  sein  kann,  ändert  an  dieser 
Sache  nichts  und  wmde  auch  Mher  bereits  erwähnt. 

Man  nennt  diese  Form  der  Fonktionsdarstellung,  die  in  y  A^) 
oder  y  =  (p(z)  oder  z  F{u)  usw.  vorliegt,  die  explizite  Form  oder 
Schreibweise  der  Funktion,  während  man  die  Form,  in  welcher  dar- 
über noch  nicht  entschieden  ist,  welche  von  den  beiden  Variableu  die 
abhängige  und  welche  als  die  unabhängige  zu  betrachten  ist,  die  tm- 
plizite  Form  oder  implizite  Angabe  der  Funktion  nennt.  In  letzterer 
Form  pflegt  man  stets  alles  auf  die  linke  Seite  zu  setzen,  so  daß  sich 
diese  allgemeine  Angabe  z.  B.  für  die  beiden  Variableu  x  und  y  ergibt 
in  der  Schreibweise: 

Daß  sicli  auch  jede  explizite  Form  auf  diese  Gestalt  bringen  läßt, 
ist  klar,  folgt  aus  der  obigen  Dar.stellung  übrigens  auch  sofort,  wenn 
wir  f{x)  auf  die  linkf  Scitf  schaffen  und  schreiben:  y  —  f{.r)  0.  Ob 
hIht  auch  umgekehrt  die  implizite  Form  st<^ts  auf  eine  der  expliziten 
Sebreibweifse  //  =  f{x)  oder  x  ff  (y)  n;pbracht  werden  kann,  darf  im  all- 
gemeinen nicht  ohne  weiteres  behauptet  werden. 

Aus  der  obigen  Schreibart  des  FunktionbverhältnisseH  seht  das 
spezielle  Gesetz  der  Abhängigkeit  otier  Zuordnung  der  beiden  \  ariablen 
nicht  hervor. 

Um  zugleich  anzudeuten,  wie  im  speziellen  y  von  x  abliängt, 
schreibt  man  statt  des  allgemeinen  Zeichens  f  die  spezielle  Form,  z.  B. 
aa?-f  6aj*  oder  an  Stelle  derselben  ein  bestimmtes,  nur  für  ihre  An- 
deutung gewähltes  Zeichen,  wie  z.  B.  in  \x,  sin.» ,  vo!<x,  aiviy;.r,  Ig^-, 

a 

r(x),  J{X)  USW. 

'Diese  besonderen  Formen  von  Funktionen  werden  nach  ihrem 
mathematischen  Aufbau,  der  natürlich  auch  ihre  besonderen  Eigen- 
schaften mit  bedingt,  mit  verschiedenen  Namen  belegt,  wodurch  auch 
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eine  Klanifikatioti  devselben  etzadt  wifd.  So  nennt  nun  alle  Fnnk- 
tioneUp  in  denen  die  beiden  Unbeicannten  x  und  y  durch  Iseine  anderen 
als  die  vier  rationalen  Operationen:  Addition,  Subtraktion,  linltipli- 
kation  (Potenaierung  mit  ganszabligen  Exponenten)  und  Biviaioii  mit- 
einander verbunden  sind«  raiionalt  FunlU%ont%,  Dieee  teilt  man 
unter  sieb  wieder  ein  in  ^anze  und  gtbroektnt  raf  tonaZe  Funktio* 
»ei»,  Je  nachdem  das  Ai^ument  nur  im  Zahler  oder  im  N^oner  einea 
Bmohes  auftritt;  im  beeanderen  nennt  man  aie  «necAt  gthroch^n 
oder  tcht  gebrochen  nach  dem  VeihattniB  der  höchsten  Potenaen 
des  Argumentes  in  ZähW  und  Nenner. 
Beispiele: 

für  eine  ganu,  rationaU  FunÜüm: 

für  eine  unecht  gebrodienc^  rationaU  Funktion: 

für  eine  echt  gebrochene ,  rationale  Funktion: 

=  vte)  2+^— 

Kommt  das  Argument  unter  einem  Wurzelzeichen  vor,  so  nennt  man 
die  Fimktion  irrational,  wie  z.  ß.  \x  oder  auch 

Bationale  und  inrationale  Fnnktkmen,  in  denen  die  unabhingig 
Variable  also  keiner  anderen  als  einer  oder  mehreren  der  sechs  Ghnmd> 
opearationen  (obige  fünf  und  Badizierung)  unterworfen  erscheint,  faßt 
man  auch  zusammen  als  algtbratBcht  Funktionen,  Alle  anderen 
Funktionen,  in  denen  noch  andere  auf  das  Argument  auszuübende 
Operationen  auftreten,  sind  bekannt  als  tranezendente  Funktionen^ 
obwohl  man  auch  hier  noch  weiter  Unterscheidungen  madien  kann, 
auf  welche  wir  aber  liier  nicht  eingehen.  SSe  haben  alle  die  gemein» 
same  Eigenschaft,  sich  nicht  in  geschlossener  Form  durch  eine  der 
vorher  genannten  Funktionen  ausdrücken  zu  lassen,  sondern  sind  ge- 
wöhnlich, wie  wir  vorgreifend  bemerken,  durch  unbegrenzte  Potenz- 
reihen sog.  „uiM-Ful^iehe  Reihen'*  (als  unendlicheSummen  oder  Produkte), 
dargestellt  und  definiert. 

Zu  ihnen  gehören  daher  die  gonionietrischen  oder  trigonometrischen 
Kiuiktionen  :  sin.r.  cos.r,  tp.r,  •  •  •,  der  T^osrarithmus:  Loga",  usw.  Wie 
die  L'^n-uinti-n  Ix'/riclinet  man  gewisse  l''\niktionon,  denen  eine  spezielle 
ik'deutuug  zukommt,  oft  mit  besonderen  Xamen,  auch  nach  der  Per- 
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Bteliofakeit,  die  sie  suent  näher  untennicfat  und  anaföhrlicher  beschrieben 
hat.  Wir  nennen  ds  Beispiele  dafOr: 

Die  sog.  Oamma'Funktion  mit  der  allgemeinen  Form: 

a  {a  -i-  1)  (a  +  2)  •  •  •  (a  -r  n) 
für  unendlieh  groß  werdendes  n 

und  die  Betsehehe  oder  Zylinder funktion: 

Femer  sfuricht  man  von  £Ki2)iMdken,  JTii^-,  STfteto-,  «SMlieftAvite- 
FimAlMmef»,  von  BemoiiOMMer,  ift^ifumiMeifter,  Wekrstraßa^er  Funk- 
üof»  usw. 

In  genauer  Angabe  der  Art  der  Zuordnung  werden  nun  auch 
FnnktMmen  nach  folgenden  Beispiekii  angegeben: 

y  —  ax  -\-  bx^ 

2  =  3  tg« 

ako  in  Form  von  Gleichungen,  welche  den  Funktionen  entsprechend 
auch  in  algebraische  Gleichungen  (die  erst«*  dioBor  drei)  und  iraiMSBen- 
denU  Gleichungen  (die  letzteren  beiden)  unterschieden  werden. 

Durch  dicKc  Funktionen  ist  nicht  nur  angegeben,  daß  übcrhauy>t 
ein  Funktionj^verhältnis  zwischen  den  Variablen  besteht,  sondern  im 
beaonderen  auch,  weiche  sfx^zielle  Beseliaffenheit  da^ssellje  Ix-sitzt. 

Die  implizite  Form,  ren  ullgenicine  Gestalt  wir  oben  angegeben 
haben,  würde  in  diesem  i»jx'zielleu  Falle  heißen: 

y  —  aa?  —  fta?'  =  0 

und  den  folgenden  Beispielen: 

2  —  3  tgar  =  0 

t  -  J{x)  -f  7  ]  r  -  0 

Auch  wenn  man  die  besondere  analytische  oder  algebraische  Form 
der  Funktion  kennt,  so  benut/.t  man  in  der  Rechnimg  für  dieselbe  doch 
oft  lieber  ein  allc/emoinos  Zeichen  /  oder  (f  usw.,  weil  dies  im  Interesse 
einer  leichteren  Behandlung  der  Kechnung  imd  der  Übersichtlichkeit 
derselben  liegt. 
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]>ie  Dantdlung  des  geeetsmilBigeii  oder  funktionalen  Ziisammen- 
hangee  ist  durchaus  nicht  an  die  DarsteUungsmöglichkeit  in  obiger  Weise 
in  Form  der  algebraischen  bcw.  transzendenten  Gleichung  gebunden. 
Fälle  von  Funktionen,  welche  in  dieser  Art  nicht  definiert  werden  kOnnen, 
lassen  sich  leicht  geben  durch  folgende  Beispiele^): 

Für  alle  positiven  Werte  von  x  sei  y  gleich  2«,  für  alle  negativen 
X -Werte  sei  y  gleich  — c . 

Eine  Funktion  z  »  <p{fD)  sei  dadurch  festgelegt,  daß  sie  für  alle 
rationalen  Zablenwerte  von  w  verschwinde,  für  alle  irrationalen  Werte 
von  w  gleich  1  sei. 

In  der  Funktion  u  ^  F{t)  sei,  solange  0  <  /  <  10  :  «  -  '2  t ,  für 
10  <  t  <30  :  «  =  20;  für  30  <  <  50  sei  u  =  50  -  so  daß  diese 
Funktion  niur  für  Zahl  werte  zwischen  t  0  und  t  =  50  gegeben  ist 
und  außerhalb  dieses  Intervalles  nicht  existiert. 

Von  einer  Variablen  kuimen  zugL^ich  nieliivic  Größen  in  nicht 
gleicher  Weise  aliliängig  sein.  d.  h.  sie  kann  d.x.s  Argument  verschie- 
tlener  Funktionen  bihlt-n.  l'ni  eine  solche  melirfaclu'  Zuordnung  aus- 
zudrücken, verwendet  man  \erschiedene  Fuuktion.N/fichen  cnier  auch 
ein  und  dasselbe  mit  verschiedenen  Indices^. 

Ist  z.  B. 

y  =  ax  -\-  b 
so  kann  maii  dies  abgekürst  auch  schreiben: 

(sprich:  „y  =  /'-Funktion  von  ar"). 

Ist  ferner  eine  andere  \'ariable  von  x  abhängig  in  der  Weibt-,  daß: 

so  folgt  analog: 

(sprich:  „2  = /i -Funktion  von  ac'  ). 

Analog  folgt  auch,  weim:   

u  =  yiSar«  : 

u  —  <p{x) 
(„M      ij  -Funktion  von  a'  ) 
usw. 

Andrae  gebräuchUche  Funktions-ächreibarten  sind  z.  B.: 

y«:W;    t^HR);    ti  =  F(0;  x=*(cr) 

U5W, 

^)  \  gL  auch  8.  206. 
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Ist  eine  Veränderliche  zugleich  abhängig  von  mehreren  anderen 
Größen,  so  ist  sie  eine  Funktion  mehr €r er  Variablen ,  was  man  aus- 
drückt duioh  die  Schreibweisen  z.  B.  von  der  Form: 

«  =  fM  ;     T  =  e{RAV);  usw. 

Es  ist  hierbei  zu  beachten,  daß  die  Reihenfolge  der  Argumente  in 
den  Klammem  im  ailgemdnem  nicht  ganz  beliebig  i^t,  was  z.  B.  daraus 
hervorgeht,  daß,  wenn  wir  in: 

f{j\y)  =  rt.r«  -f  2xy  +  y 
dif>  Argumente  x  und  y  vertauacbent  eine  ganz  andere  Fuiiktiou  ent- 
steht, uämhch: 

f(y,x)  -  a  y-  -^2yx-{-x 

Ist  y  eine  Funktion  von  x,  so  kann  es  vorkommen,  daß  x  seiner- 
seits wieder  eine  Funlttion  von  einer  anderen  Variablen  t  ist,  so  daß: 

Sann  ist  offenbar  y  auch  von  /  abhängig;  man  spricht  dann  von  y 
als  einer  zutammengesettien  oder  mittelbaren  Funktion  von  I  und 
sagt,  man  habe  es  mit  einer  „JPttttib^foi»  von  einer  Funktion**  zu  tun. 
Geschrieben  wird  dieses  Verhältnis  in  zusammenfassender  Weise: 

(Ues:  „y  gleich  /-Funktion  von  93-Fiuiktion  von 
oder  kurz:  „y  gleich  /-^^-Funktion  von 


Ist  z.  B.: 

so  kann  man  setzen: 
Dann  wird: 


3  .. 
y  =  \ax-^b 

ax     b  ^  f{x)  ^  z 

y  =  Ym  -  \z^  (f  iz  ) 


und  somit,  wenn  wir  für  z  seinen  Wert-  in  x  ausgedrückt  einführm: 

y  «  q^lfix)] 

Analog  folgt  als  dreifach  zusammengesetzte  Funktion  aus: 

y  =  sin  [lg (2-     mz)\  : 
2^  —  m  2  -  f{z)  —  u 
]g{z^  —  mz)  =  Igt*  =»  ff  {u)  —  V 
sin  [lg  (z*  —  mz)l  =  sin[^(ii)]  =  sin»  =  y>(v) 
folglich:  .  . 

Koestler-Tranier,  PUTereatiAl-  u.  lutegrulrecliiiuug.   1.  9 
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Wir  hakK  u  es  hier  mit  einer  dreifach  zusamniengefäctxten  Funktion 
zn  tun,  mit  einer  „»/'-Funktion  von  der  7--F\rnkf ioii  von  der  /-Funktion 
von  z",  oder  auch  mit  einer  „Funktion  von  emer  Funktion  von  einei 
Funktion**. 

Da  überall,  wo  eine  von  einer  anderen  abhängige  ocitr  beeinflußte 
Größe  auftritt  oder  überhiui[)t  einander  zugeordnete  Variable  \  or- 
kommen,  uns  das  Funktionsverhältnis  enigegentritt,  so  ist  es  nicht 
schwer,  dafür  praktische 

Beispiele 

KU  finden,  von  denen  wir  sur  weiteien  Erläuterung  nur  die  folgenden 
wenigen  anführen: 

1.  Da  der  Umfang  des  Kreises  stets  durch  ü  —  2rji  ah  Ab< 
hängige  vom  Radius  erklärt  ist,  so  ist  er  eine  Funktion  desselben: 
^  A*)'*  ftiutlog  ist  der  Kreisinhalt  eine  Funktion  des  Kreis- 
radius, aber  eine  andere:  J  =  r-.T  =  v^Cr).  Umgekehrt  kann  es  vor- 
kommen, daß  der  Radius  die  Rolle  der  Abhangigen  vom  Kreisumfang 
oder  -inhalt  spielt:  r  =  V'(^  );  *"  ==  CW)» 

2.  Oberfläche  und  Volumen  von  Piismen  sind  Funktionen  ihr» 
Grundfläche,  Höhe,  Kantenlängen,  Kanten  winke!  usw. 

3.  Die  Abhängigkeit  der  Bogenlänge  der  gemeinen  Kettenlini€f  der 
Kurve,  nach  Avelcher  ein  vollkommen  biegsamer  Faden  von  überall 
gleichem  Querschnitt  und  Material  durchhängt lautet: 


worin  8  die  Bogenlänge  tler  einzelnen  Knrvenpnnkte.  poniessen  vom 
tiefsten  Punkt,  x  den  zugehonpen  horizontalen  Abstand  dieser  Punkte 
vom  tiefsten  Punkt  oder  der  Syinnietripnchse  der  Kurve  bedeuten  und  a 
eine  Kon.stant<\  der  sog.  Parmmtfr  der  Kurve  (Abstand  des  tiefsten 
Punktes  \(>n  dvv  horizontalen  LeHlinie)  ist. 

Man  kann  daher  allgemein  diese  Beziehung  aueli  andeuten  durch 
die  kürzere  Schreibweise: 

8  =  F{.r.a) 

WlUu^nddem  fik  s  diese  explizite  Angabe  in  a  und  x  mögUch  ist, 
gelingt  es  nicht,  den  Parameter  a  in  expliziter,  geschlossener  Form  als 
Funktion  von  x  und  s  anzugeben  und  muß  man  sich  daher  für  die  An- 
deutnn<r  des  Funktionsverhältnisses  bezüglich  a  b^nügen  mit  der  im- 
pliziten Form: 

0(a,.T,.s)  =  0 

^)  g^ben  durch  die  Form  einer  zwischen  zwei  Aulhangepunkten  frei  herab- 
hängenden Kette  oder  Solinw  (Seil). 
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4)  Die  Gewhwindigkeit  des  frei  fallenden  Körpers  ist  eine  Funktion 
der  Fallzeit:  v  =-  17(1);  desgleiohcu  sein  sekundlich  zurückgelegter  Weg: 

5.  Die  Schwingnngsdauer  des  Pendels  ist  eine  Funktion  seiner 
Lange:  t  =  S(L). 

6.  Das  duzeh  ZinseszinB  angewachsene  Kapital  drückt  sich  aus 
durch: 

es  ist  somit  eine  Funktion  der  drei  Großen  von  Anlagekapital,  Zinsfuß 
und  Anzahl  der  Jahre,  die  hier  vertreten  sind  durch  die  Zeichen  und 
allgemeinen  Zahlen  a,  r  und  n,  also: 

K  =  F{a,r,n) 

(worin  natürlicli  dioscs  Funkt ionszeichen  nicht  das  ulrielu'  Ciesotz 
andeutet  wie  in  Bri>^pie!  3:  das  Analoge  ist  aiieh  von  den  FunktionS" 
zeichen  in  den  noeii  folgenden  Beispielen  zu  sagen). 

7.  Das  Volumen  einer  Oa^^nicngo  ist  stets  eine  Funktion  von  Span- 
nung und  Temperatur  desselben  und  ebenso  seine  Spannung  eint  (andere) 
Funktion  seines  \'oluniens  mid  der  Teniperatur,  die  Temperatur  Funk- 
tion von  \  üiunien  und  Spannung: 

8.  Die  auf  die  Kolbenstange  der  Dampfmaschine  wirkende  Kraft  K 
ist  eine  Funktion  der  Dampfspannung:  K ^  f{D) ;  letztere  ist  ihrerseito 
eine  Funktion  der  Dampftemperatur:  D=^q){'d),  somit  haben  wir  hier 
in  der  Kolbenstsagenkraft  eine  zusammengesetzte  Funktion  und  zwar 
eine  Funktion  von  einer  Funktion: 

y,  Die  Sehneeschmelze  S  ist  eine  Finiktion  der  Witterungsverhält- 
nißse  W ,  die  letzteren  sind  eine  solche  der  Jahreszeit  Z  und  vom  Baro- 
meterstand (Lufttlruek)  B\  letzterer  ist  eine  Funktion  der  Höhenlage  i/; 
folglich  kann  man  setzen: 

B  -  ./.(//)  ;     W  =  9iZ,B)  -  V  [Z, 

Dazu  sei  betont,  dali  die^\  .Jahreszeit  und  Baronu  tei stand,  nieht 
die  einzigen  Argumente  der  Funktion  H'  sind,  sondern  tun  zwei  von 
den  vielen  anderen  CiroBen.  wclehe  die  Witterung  bcemilu.s^en ;  wir  er- 
itniern  dazu  nur  an  Temperatur,  Feuchtigkeit,  Vegetati«>n,  geographische 
Lage  usw. 

9* 
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10.  Der  Preis  (P)  einer  Blaaclune  oder  einer  Ware  tiberhaupt  richtet 
sich  ganz  nach  den  Kosten  der  Rohmaterialien  {Ki » i?|  - « •)  t  ^'^^ 
gegenirirtigen  Stand  der  Arbeitslöhne  {L),  den  I>ebensbedingungen  (fi) 
und  -ansprüchen  {Ä),  dem  momentan  l^rsteheoden  Zinsfuß  (Z).  Er 
ist  auch  eine  sehr  zusammengesetzte  Funktion  all  dic'^^or  Größen,  die 
unter  sich  wieder  Funktioosverhältnisse  aufweisen  und  Funktionett  an 
derer  Argumente  sein  oder  als  unabhängige  Veränderliche  nebeneinander 
auftreten  können,  so  daß  sich,  ohnp  das  genaue  Gesetz  des  Zusammen- 
hanges dieser  einzelnen  Veränderlichen  zu  kennen,  derselbe  in  der 
mathematischen  Form: 

niederschreiben  läßt. 

Liegt  eine  Funktion: 

vor  und  wollen  wir  ihren  Wert  bestimmen  für  »  a,  so  bezeichnet 
und  schreibt  man  den  hierfür  resultierenden  Funktionswert : 

8o  ist     B.  für  diese  Funktion  auch : 

f{2)  =  15  •  2«  +  8  .  2  -  6  =  70 
Analog  folgt  aus  der  anderen  Funktion: 

2  =  ^(s)  =  yi7*  +  12 
für        s  -  lU    :  y(lO)     j  170  -t-  12  =^  25,038  •  •  • 

für        8  =  2  9/(2}  =y34  +  12  =  17,830  *•  • 

Audi  als  gerichtete  Größe  oder  Vektor  kann  das  Argument  einer 
Funktion  auftreten,  in  welchem  Falle  man  von  ihr  als  einer  Vektor- 

funktion  spricht. 

Derartige  Funktionen  kommen  vor  l)ei  der  Betrachtung  der  sog. 

fhysikalisrli  (  II  Felder^  das  sind  Gebiete,  in  denen  jeder  Stelle  ein 
bestimmter  j)hysi kalischer  Zustand  entspricht,  der  durch  einen  Vektor 
oder  Skalar  nu«i:edriiekt  ist.  wo  also  die  abhängig  \'arial)le  sieh  ändert 
mit  der  LaL;c  ilncs  ihr  /.uLrenrdnetcn  Ortes  im  Ranme.  Als  ein  be- 
kanntestes sukhd  Fil<lt  i  kt'inien  wir  das  inaiiiu't iscbf  F«'ld.  ein  Ge- 
biet, in  wfleheni  in  jedem  Punkt  dessellH'ii  eine  iK  stiinn  ii  uinünetisehe 
Kraft  W  irkung,  die  sog.  magnetische  Feldstärke.  \  (iu  l)estinitnt<'i'  (iroße 
und  Uiclilung  auftritt.  Mit  dem  Ort.  das  ist  dem  Abstand  ge^'f  niibei 
einem  festen  Punkt  im  Kaiiine,  den  wir  naeli  (;i<)l3e  und  Richtung  als 
gerichtete  Strecke,  als  vektoriellt  Variable  euitüliien,  variiert  auch 
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die  OröBt'  ntul  Richtung  der  Feldstärke,  so  dali  diese,  seihst  ein  Vektor, 
sich  als  i'uiiktion  des  Ahstandes.  eines  Xi'ktors,  durstdU-n  läßt.  Man 
könnte  sie  daher  „vtktorieüe  Vekicrfuftkiioii"  urum^u.  /ielit  aljer  die 
Bezeichnung  als  eigentliche.  Vektor j  u  nkt  um  odi  i  kui/,  l  ekUn'- 
funh'Hon  vor.  Ihre  mathematische  Scliieii)\veise  ist  in  Anwendimg 
des  in  der  vorausgegangenen  \'ektorenrechnung  (.iesagten: 

«  -  m) 

Dies  ist  auch  die  analytische  DarsteUungsform  des  vtktorieUen  oder 

Vektor  fei  ff  r. 9. 

In  ^rleieliei"  Weise  best<»ht  aucli  um  «  inen  eh-kti  isclu-n  Massen- 
punkt ein  elektrisches  Feld,  das  sieh  in  der  naehweishai-en  elektrisehen 
Feldstärke  äußert.  Meleh  let/.teic  sieh  ebenfalls  als  Funktion  eines  Ab- 
standes  von  einem  festen  Punkt  darstellen  läßt. 

Vm  die  Erdkugel  Insteht  das  Feld  der  terrestrischen  Gravitation, 
in  welchem  die  Kraft  der  Krdanziehung  —  von  Ort  zu  Ort  mit  ver- 
änderlicheni  Abstand  vom  Krdmittelpunkt  verschieden  nach  Größe, 
von  Ort  zu  ürt  im  gleichen  Aljstand  davon  verschieden  nach  Bich- 
tiing  —  wirkt,  die  stets  senkrecht  zur  Oberfläche  gerichtet  ist. 

I&t  die  dargestdHe  Vektoifanktioii  seihet  keine  vektorielle  GrOße, 
sondern  dne  skalare,  so  erhalten  wir  auf  diese  Art  die  Darstellung 
einer  akalaren  Vektor funktion,  eines  skalaren  Feldes,  wie  es  z.  B. 
gegeben  ist  im  erleuchteten  Räume  um  eine  Lichtqudie,  wo  jede  Stelle 
desselben  eine  bestimmte,  vom  Abstand  von  der  Lichtquelle  abhängige 
lichtstarke  besitzt,  die  dort  nach  allen  Bichtungen  die  gleiche  ist, 
also  keine  ausgesprochene  Richtung  besitzt,  wo  die  Funktionsgröße  an 
jedem  Ort  durch  eine  bloße  Zahlenangabe,  hier  die  in  Zahlen  aus- 
gedruckte Starke  des  Lichtes,  vollständig  bestimmt  ist. 

Das  nämliche  ist  der  Fall  mit  einem  l)eliebigen  Räume,  in  welchem 
die  Temperntiu'  von  Ort  zu  Oil  sich  ändert  oder  mit  einem  eingeschlos- 
senen  Ga«  bezüglich  seines  Gasdruckes  usw. 

g  15.  Veraiii^ebaulichuiig  der  Fuuktion. 

Wenn  wir  in  der  Technik  der  Untereuehung  irgendeiner  Frage 
näher  treten,  so  handelt  es  sich  wohl  meist  um  die  Auffindung  des  den 
Vorgang  beherrschenden  Gesetzes,  um  die  Bestimmung  des  gesetz- 
mäßigen Zusammenhanges  der  mitspielenden  Größen.  Man  geht  da- 
bei z.  B.  so  vor,  daß  man  eine  sog.  Versuchsreihe  aufstellt,  d.  h.  einen 
Versuch  durchführt,  in  welchem  man  zu  verschiedenen  nach  Willkür 
helgestellten  Werten  einer  der  maßgebenden  Größen  die  entsprechen- 
den Werte  einer  der  anderen  mitspielenden  Größen  bestimmt. 
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TMIarisohe  Darstellung 
ifer  FtmkHan 


lemperaftir(t)  \  Spannu/fg  (p^ 


FülltMi  wir  z.  B.  ein  Gffäß  zum  Ti'il  iiiit  W'nHser  iiml  •  rwämuii  es 
nach  guter  ^  er^chließujig  verniittel-s  vinev  Flanune  von  aiil  n n  »  nt- 
steht  bekanntlich  gesättigter  Wasserdaujpf,  desiieii  IVinjiniaiur  und 
Druck  mit  fortdauernder  Erwärmung  steigen.  Stellt  man  durch  ge- 
eignete, dement.sprechend  regulierte  Wärmezufuhr  den  Kesseliiihalt 
unter  verscliiedene,  willkürhch  herausgegriffene,  vorteilhaft  in  gleichen 
Abständen  befindliche  Temperaturen  und  notiert  dauu  diese,  sowie 

auch  die  jeweils  im  gleichen  Bfoment 
beobachteten  Dampftspannnngen,  so 
ergibt  sich  etwa  nebenstehende  Zu* 
sammenstellung^). 

Ans  dieser  Tabelle  erkennen  wir 
einen  gewissen  gesetcm&ßigen  Zu« 
sammenhang  von  Temperatur  und 
Dampfdruck,  eine  Zunahme  der 
Dampf spannimg,  wenn  wir  durch 
Warmezaifuhr  von  außen  die  Tem- 
|icratur  des  Kesselinhaltcs  orliohen 
Mit  anderen  Worten:  Diese- Tabelle 
stellt  uns  das  funktionale  Fer- 
h  alt  Iiis  von  Dampftemperatvr  und 
Dampf 8}Kinnung  dar  und  zwar  spielt 
die  Temperatur  /.  die  wir  ja  frei 
gewählt,  nach  unserer  Willkür  (ver- 
mittels entsprechender  Heizunir. 
Wännozufuhr)  oratellt  hahrn.  du- 
Hl  11-  der  iMi  a  bliä  ngi  L'  \'arial>- 
Icii.  naih  welcher  sieh  dann  die 
(In'ilie  der  Da  lUptspa  n  n  u  n  />  al» 
abhängig  Variable  richtet.  Wir 
haben  in  dieser  Talx^lie  eiuc  neue 
Barstellungsart  eines  funktionalen  Zusammenhanges  oder,  wie  man 
auch  se^^:  die  tabefiarinehe  DantteHnnff  «fei*  FimMiwi  p  f{t). 

Wennschon  dieae  Tabelle  eitjen  Kinblick  in  da-  \  erhalten  der 
Dampfspannung  nu't  zunehmender  Tenux'ratur.  auch  über  die  Grenzen 
der  Tabellenwerte  hinaus  ui»d  zwischen  densellMMi  gewährt,  dies  also 
ein  Beispiel  für  eine  ühersiehtliche  DarsteUung  einer  Funktion  mit 
einem  Arunnient  i<t  sn  fehlt  ihr  doch  noch  manches,  was  andere  Dar- 
stellungsniögiichkciten  ihr  voraus  haben. 

Nach  früheren  Auseinandersetzungen  können  wir  die  Werte  der 

^)  Vgl  „tfttite",  „y)»  lnQ«nUv.T»  Tanehtniwk-*  20.  Aufl.  1908.  I  S.  336. 
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unabhäugig  Variablen,  die  ja  durch  Zahlen  repräsentiert  werden,  aal 
einer  Zahlenlinie  abtragen.  Denken  wir  uns  einen  ihrer  Werte  auf  dieser 

Geraden    durch  den 

Punktreihendarsteilung 


dBP  Fußkihn 


t 
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T 


T 


T 


T 

» 
I 

4. 
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I 
I 
I 
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I 
I 
I 
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I 
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I 
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I 
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entsprechoiidoii  ßild- 
punkt  (B)  dargestellt, 
vgl.  Fig.  46,  Ro  läßt 
«ich  durch  diesen  Punkt 
eine  Gerade  ziehen, 
welche  z.  B.  senkrecht 
zur  21ahlenlinie  gerich- 
tet ist.  Von  ihrem 
Schnittpunkt  mit  der 
ZaUenlinJe,  dem  Zahl- 
ort  {B)  des  Argu- 
mentwertes aus,  tra- 
gen wir,  diese  Senk- 
rechte  als  Zahlenlinle 
für  die  Funktlonswerte 
betrachtend,  den  cum 
Argumentwert  zugehö* 
Ilgen  Wert  der  ab« 
hangig  Variablen  auf  ihr  ab,  und  zwar  nach  oben,  w  enn  er  positiv  ist, 
nach  unten,  wenn  er  negatives  Vorzeichen  iK'.sitzt.  Wir  gelauuen  so  zu 
einem  Punkte  (O)  in  der  Eliene  der  beiden  («eraden,  welcher  als  Abbil' 
«fttn^f-Ortder Bweizusammengehörigen  Werte  von  Argument 
und  Funktion,  weil  durch  diese  bestimmt,  betrachtet  werden  kann. 

Machen  wir  dies  noch  für  weitere  zusammengehörige  Werte,  hier 
von  Temperatur  und  DanipfspanimnL'  mittels  der  obigen  Tabellen- 
werte,  so  erhalten  wir  lauter  Punkte  in  der  ZeiehmmLrsr!)f>nr.  welche 
die  geometrischen  Bilder  zusammengeli< iri^^er  Ptinktionsw crte  sind,  wie 
Fig.  46  zeigt.  8ie  geben  uns  auch  eine  JJarstellung  der  Funktion  und 
zwar  eine  geometrische,  oder  allcfMueiner,  j?ra])hische  ihirstetlunu 
vermittels  einer  Ritnktreifte  \  on  der  KuiiUtioii  p  unter  der 

gleichen  Einschränkung,  wie  oljen  .schon  erwähnt. 


m 

Fi«.  M. 


Zum  gleichen  Resultat  gelangen  wir  aber  auch  auf  folgendem 
Wege,  der  meist  vorgezogen  wird: 

Wir  tragen  die  Zahlenwarte  der  beiden  Variablen  auf  zwei  zu- 
einander senkiechten  Geraden  als  Zahlenlinien,  auch  Achstn  genannt, 
auf,  indem  wir  deren  Schnittpunkt  als  Anfangspunkt  der  Zahlung,  als 
sog.  '^ull'punhi  der  Zahl  0  bzw.  dem  Paar  der  Anfangszahlen  un- 
serer Versuchsreihe  zuordnen.  Dann  ziehen  wir  durch  die  so  er- 
haltenen  Bildpunkte  zweier  dieser  zusammengehörigen  Maßzahlen  der 
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beiden  (iiulU  ii  ji-wcils  v'me  Parallele  zur  andeivii  ArhHe.  Der  Schnitt- 
punkt clicsi'v  beiden  letzteren  (.'oraden  ist  dann  aL^  Tunkt  der  geome- 
trische Kepräüentant  der  beiden  zusammengehörigen  Größenwertc  der 

Variablen.   Durch  wie- 

Punkireihendantßilung 

der  Funktion 


} 


t03^  • 


P  =  /  (0 


derholte  Bestimmuiig 
des  in  dieser  Weise  den 
ziisanimengehdrigen  Mo* 
mentanwerten  von  Ar- 
gument und  Funktion 
zugeordneten  Punktes  in 
der  Ebene  erhalten  wir 
eine  doc  obigen  i^eicbe 
Punktreihe  als  Darstel- 
lung der  Funktion,  falls 
wir  dieselben  Werte  be- 
nutzen») (Fig.  47). 

Zufolge  dieser  Djur- 
stellung  durch  koordi- 
nierte, d  )i  zufreordnete 
Punkte  und  Strecken  nuf 
den  Aclisen,  bezeichnet 
man  diese  Art  der  geo- 
metri.schen  Darstellung 
als  Kooi  (linatpniiar' 
-  HteMung  ehter  ttmhtion 
und  bezeichnet  im  spe- 
ziellen die  Streckenab- 
st  finde  des  Punktes  von 
den  Achsen,  den  sog.  Kaaräimiimiiu^eti,  als  Koordinatmt  des 
Punkte»,  Es  ergibt  sich  hiermit,  daß  die  Punkte  der  letzteren 
Punktreihendarstellung  der  Funktion  sich  mit  den  zusammengehö- 
rigen Werten  von  unabhängiger  und  abhängiger  Variabler  als  Koor- 
dinaten im  rechtwinkligen  Koordinatenachsenkreuz  bestimmen.  Zum 
Unterschied  v(meinander  bezeichnet  man  die  eine,  meist  horizontal 
gelegte  Achse  als  Abssfnww^tte,  die  vertikal  zu  ihr  stehende  als 
Ordinatenaeh»e ;  auch  benennt  man  beide  kurz  nach  den  auf  ihnen 
abgetragenen  Variablen,  in  unserem  Falle  als  i'Achse  und  p-Achse, 

^)  WenoBohon  die  in  diewn  Figuren  lio^rebene  Dantellung  der  unabhüngig 
Variablen  in  deichen  Zwi'^ohonräumen  nicht  durchaus  nötig  ist.  so  zieht  mrui  sie  doch, 
wo  mögiioh,  vor,  da  »ie  eine  leichtere  Cbec^icht  über  die  relative  Veränderung  der 
beiden  Variablen  namentlich  in  der  TabeUendaratellmiiB:  gestattet.  Es  ftllt  eben  weniger 
schwer  die  u ngleich  nu'i liige  Änderung  einer  Größe  goirenüber  der  gleichmäßig 
fortachreiteuden  einer  anderen  zu  beurteilen,  ab  wenn  beide  V  ariable  in  ungleichm&ßigen 
Wertabständen  *u  beobaohten  sind.  Dies  seigt  sich  auch  in  einrai  au»geglieheiierai 
Bild  der  graphischen  Darstellung  mit  in  einer  Richtung  gleichen  Abst&nden  der  Punkte. 


f 


Aöscissw .  Achse  ikkr  t  'Adtse 
Fi«.  47. 
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Wäre  dci  Zweck  die.str  Darstellungen  einzijr  der.  die  Ergebni.sf^o 
der  Versuchsreihe  zu  fixieren,  so  könnten  wir  vvedtr  der  tabellarischen 
Darstellung,  noch  der  durch  Punktreiheu  den  Vorzug  gehen.  Aber  das 
ist  nicht  die  alleinige  Absicht;  aondern,  was  wir  hier  und  überhaupt  in 
der  Naturwlflsenschaft  und  Technik  verfolgen,  ist  ein  anderes  Ziel.  Wir 
wollen  nämlich  auch  au  sdendundi  den  Versuch  direkt  beab  achteten 
Wertegruppen  von  Temperatur  und  Spannung  auf  nicht  direkt  be> 
obachtete  Wertegruppen  schließen.  Wir  wollen  also  wissen,  welche 
Spannung  einer  Temperatur  entspräche,  die  zwischen  oder  jenseits  der 
direkt  beobachteten  Werte  liegt.  Das  ist  aber  nur  möglich,  wenn  die 
einer  Temperatur  entsprechende  Spannung  ihr  nicht  völlig  wiOküilich 
beigeordnet  werden  kann,  sondern  durch  die  Natur  des  Vorganges  sich 
riiio  Regelmäßigkeit  in  den  zusammengehörigen  Wertepuaren  von 
Temperatur  und  Spannung  ergibt.  Eine  solche  Jiegelmä ßigkeit 
niüs.sen  wir  al>er  voraussetzen,  ansonst  die  Aufstellung  von  Kegeln  für 
Vorgänge  oder  Piozosst'  f)der  gar  von  Naturgesetzen  unmöglich  wäre. 
Von  diesem  rJesiditspimkt  aus  müsj^en  wir  also  fragen: 

Welche  von  den  l>eiden  gegebenen  Daixtellungen  läßt  uns  leichter 
diesen  Ziisaiiimenhniig,  diese  Regelmäßigkeit  in  der  Gruppierung  der 
Wertepaare  übersehen  ? 

Vergleichen  wir  zu  dicscin  Zwcik  die  iMncirückc,  (li<'  uns  ciiifrscit?* 
der  Allblick  der  Tabelle.  an(l(Mrrseit.s  jener  der  Punktieihc  «'rgil)t.  so 
niiisscu  wir  sagen,  daß  letztere,  weil  sie  auf  einmal  die  (Gesamtheit  der 
beobachteten  Weitepaare  ülK'rbWcken  lälit,  den  Vorzug  verdient.  Sie 
zeigt  uns  ohne  weiteres  Suchen,  wie  es  bei  der  tabellanschen  Darsieliuiig 
notwendig  wäre,  daß  nicht  ein  willkürliches  Durcheinander  vorhanden 
ist,  was  die  jeweilige  Cröüenbeziehung  der  Spannung  zur  entsprechenden 
Temperatur  anbelangt,  und  sich  in  einem  völlig  unregelmäßigen  Auf- 
und  Abspringen  der  Punkte  zeigen  müßte,  sondern  daß  eine  gewisse,  zu* 
nächst  unbestimmt  bleibende  Regelmäßigkeit  vorliegt. 

Doch  wir  wollen  ja  aus  unserer  Versuchsreihe  erfahren,  welche  Span- 
nungswerte den  Temperaturwerten  zwischen  oder  jenseits  der  beobach- 
teten zukommen,  und  da  müssen  wir  nicht  nur,  wie  bisher,  die  Voraus- 
setzung machen,  daß  überhaupt  eine  Begelmaßigkeit  in  dem  Verlauf 
dieses  Prozesses  vorhanden  ist,  sondern,  daß  im  besonderen  diese  Regel- 
mäßigkeit durchgängig  ist  und  von  mehr  oder  weniger  einfacher  Natur. 

Mit  anderen  Worten: 

Wir  nehmen  an,  daß  einer  stetigen  Veränderung  der  Tempe- 
raturwerte eine  ebensolche  der  Spannungswerte  entj^pricht,  d.h.  wenn 
die  Temperaturwerte  eine  zusammenhängende  Zahlen reilie  oder  kurz 
die  samtlichen  reellen  Zahlen  eines  Ixstimmten  Intervalles  bilden,  daß 
dami  auch  die  Spannungswerte  die  aufeinanderfolgenden  Zahlen  eincMS 
bestimmten  anderen  Intervalles  der  Zahlenreihe  darstellen.  Natürlich 
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gilt,  waö  wir  für  das  liier  gevväiiiu-  Bei>])i<  l  L'es^agt  haU-ü,  als  Voraus- 
setzung für  alle  Xatiirv^orgänge,  die  wir  unserer  Betrachtung 
unterziehen  wollen. 

Von  diesem  Gesichtspunkt i-  aus  müssen  wir  aber  sagen,  daß  unsere 
Punktreihendarstellung  noch  durchaus  nicht  vollkommen  ist,  da  sie 
uns  eben  über  die  verlangten  Zwischen  werte  keinen  AufecUnB  erteilt. 
Somit  müBsen  vir  mm  versuehen,  in  irgendwelcher  Weise  die  vorhandene 
Lücke  aiusufüUen. 

Es  wurde  also  das  ToUkommen  lückenlose,  graphische  BUd  einer 
solchen  allgemeinen  und  im  speziellen  der  obigen  Funkticm  p  ^  /*(!) 
aus  einem  ununterbrochenen,  fortlaufenden  Liniensug,  einer  sog.  kon- 
tinuierlichen Knrve^)  bestehen.  Jeder  ihrer  uns&hlig  vielen,  sich  un- 
mittelbar aneinander  reihenden  Punkte  entspricht  einem  zusammen- 
gehdrigen  Wertepaar  der  beiden  Variablen,  deren  Zahlenwerte  durch 
die  Koordinaten  des  Punktes  angegeben  werden.  In  tabellarischer 
Darstellung  würde  der  kontinuierlichen  oder,  wie  niari  auch  sagt. 
eUtüjeyi  Kurve  eine  Zahlentabelle  entsprechen,  deren  Zahlenwerte  für 
beide  Variablen  sich  wie  im  Zahlenkontinuum  folgen  würden,  was  tat- 
sächlich unausführbar  ist,  weil  jede  noch  so  ausführhche  und  gründ- 
liche Zahlendarstellung  das  Zahlenkontinuum  immer  durch  eine  un- 
stetige Folge  reprä.sentieren  muß. 

Da  von  den  unzähligen  Wortepnnren  bzw.  Punkten  nur  verhältnis- 
mäßig wenigf*,  diiroh  Mrssnii'j  und  Zeichnung  lx»stimmt,  Vfirlietren,  so 
folgt,  daß  die  graphischen  Bilder,  d'wsv  M  e  ßpvv  kte ,  wie  man  sie 
datm  auch  nennt,  auf  einer  fortlaufenden  Kurw  lieLn  ii.  nho  die  Kurve 
duich  sie  hindurchirehen  muß.  Diese,  dei-  ])arstellim^f  dvr  Funktion  in 
allen  Teilen  i;fnau  ent>i>iechende  sog.  iiinhtionshiirve,  das  mög- 
lichst genaue.  <jr'i  /iJi  i s  rji<:  Bild  der  Funktion  in  Koordmatendarstel- 
lung  zu  finden,  ist  unser  Ziel  und  müs.«<en  wir  uns  dazu,  wie  gesehen, 
auf  einzelne  Punkte  stützen,  die  bereits  ihr  angehören. 

Der  aufmerksame  Beoba(  iiter  obiger  graphischen  Bilder  wird  die^ 
Punktreihen  ohnehin  schon  ni(  ht  betrachten  können,  ohne  daß  ihn  seine 
Phantasie  veranlaßt,  die  Punkte  diu-ch  eine,  wenn  auch  vorlaufig  nur 
^dachte,  fortlaufende  Linie  zu  verbinden,  womit  wir  zu  einer  vnteren, 
dem  wahren  Ziel  um  einen  Schritt  näheren  Darstellung  gelangen. 

Um  sich  nämlich  die  Vorstellung,  die  Übersicht  zu  erleichtern  und 
die  Punkte  im  Zusammenhange  betrachten  zu  können,  denkt  man  sich 
dieselben  der  so  aufgezeichneten  Punktreihe  zu  einem  ganzen  kcm- 
tinuierlichen  Unienzug  verbunden.  Man  kann  dies  nun  auf  sehr  ver> 
schiedene  Weise  tiu,  da  uns  ja  Zwischenwerte  der  Funktion  nicht 
bekannt  £ind  und  uns  die  diesbezüglich  erwähnten  und  noch  zu  machen- 
Vgl.  "S.  342. 
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den  Bemerkuiigoii  oiiie  eiiideutit;  bc-^tiinmlc  JJireklivc  nicht  geben. 
Indertat  findet  man  allerlei  Ausfüliruntzcn  für  die  Verbindungen  der 
Punkte  zu  einem  fortlaufenden  Linienziiu. 

Der  einfacliste  ist,  wenn  man,  wie  e»  hie  und  da  vorkommt, 

die  Punkte  der  naeh  obiger  Art  aufgestellten  Punktreilie  von  Punkt 
zu  Punkt  durch  Gerade 

verbindet.     Man  erhält  PoJ^gondarstellung 
dann  einen  Polygon-  ~  ^ 

«ug,  der  mit  giOBerer  *'  '^^«^ 

oder  kleineier  Genauig- 
keit, je  nach  Umstanden, 
auf  Zwischenwerte  der 
FunJction  schließen  laßt: 
die  Fviygondar^elhmg 
der  FüMfon*  Wir  brin- 
gen  dies  in  Fig.  48  zur 
Anschauung.  Weitere  und 
au^^pragtere  Beispiele 
folgen  später^). 

Diese  Darstellunp  der 
Funktion  würde  der  Wirk- 
lichkeit genau  und  voll- 
kommen entsprechen, 
wenn  sicli  die  Funk- 
tion   zwisehen  zwei 

Meß-    ()d<T  Zeicli- 
n  u  n   s  j)  u  n  k  t  e  u  g  e  n  a  u 
linear,  jiroportional 
dem    Artrument  än- 
dern würde,  was  aber  im  allgemeinen  nicht  zutrifft. 

Wie  man  einen  dem  wirklielieu  Verhalten  der  Funktion,  auch  in 
den  Zwifichenstellen  mö^chst  genau  entsprechenden  linienzug  einzu- 
zeichnen  hat,  zeigt  uns  nachfolgende  Überlegung: 

Die  Erfahrung  lehrt,  daß  nicht  nur  die  Voraussetzung,  die  -wir 
schon  gemacht  haben,  daß  nämlich  die  Prozesse  im  allgemeinen 
regelmäßig  verlaufen,  zulässig  ist,  sondern  daß  auch  weiterhin  die 
Voraussetzung  gemacht  werden  kann,  die  Prozesse  verlauf  an 
8o,  daß  der  Zusam menhang  d  urch  möglichst  einfache  Kurven 
dargestellt  wird.  Durch  diese  letztere  Tatsache  ist  uns  nun  wieder 
ein  leitmder  Gedanke  g^ben,  Mie  wir  die  durch  direkte  Versuche 
gegebene  Punktreihe  durch  eine  Kurve  zu  verbinden  haben, 
um  die  eigentliche  KurvendarsteHimff  der  ^'Unktion  zu  erhalten. 

>)  VgL  8.  146,  109—167,  170,  192. 
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Man  führt  letzteres  so  aus,  da0  alle  Punkte  in  einer  mög- 
lichBt  ausgeglichenen,  keine  dem  allgemeinen  Verlauf  sich 
nicht  gut  einfügende  Krümmungen  oder  gar  Ecken  auf- 
weisenden Linie  liegen.    Auch  in  dieser  Art  der  Einz^chnung 

der  die  Punkte  ver- 
/Cürvendarateliung  bindenden  Kurve 

der  FunkHon  liegt  noch  überaus 

~  ^  f  if\  i        viel   Willkür  und 

 ^  '         imili  es  ganz  der 

£rfahning  und  Ge- 
schicklichkeit des 
Zeichners  anheim- 
gestellt  werden,  die 
richtige  Kurve,  d.  h. 
welche  der  <iie  Funk- 
tion vollkommen  re- 

piasriitifTcnden 
Kiirvf  am  näch^trn 
koniini.  zu  treffen, 
was  noch  öfters  mit 
nicht  unerheblichen 

Schwierigkeiten 
verbunden  ist.  In 
anderen  Fällen  wie- 
derum, glücklidier- 
weise  wohl  den  mei* 
sten  der  Praxis,  lie- 
gen die  Verhältnisse 
derart,  da0  es  leicht 
ist,  durch  die  den  Weg  der  Kurve  genügend  präzis  markierende  Meß- 
punkte dieselbe  in  schöner  und  sicherer  Weise  zu  ziehen.  Namentlich 
gilt  das  letztere  auch  von  dem  hier  gerade  vorliegenden  Beispiel  in  ganz 
besonderer  Art,  wie  Fig.  49  zeigt. 

Bei  all  diesen  grapl»i>t  In.  n  Dai.sicllungen  spricht  man  von  einem 
MnßHtab^)  der  Pnrstt  II  nng  der  hestinnulen  GröÜe  und  versteht 
darunter  die  Länge  derjenigen  Strecke,  die  man  der  Größen- 
einheit zuordnet.  Er  wird  gewöhnlich  auf  eine  Einheit  bezogen  an- 
gegeVien  und  der  einfacheren  Verwendung,  vor  allem  der  leichteren  Ab- 
lesung halber  möglichst  im  Dezimalsystem  gewählt  und  in  ganzen 
Zahlen  ausgesprochen. 

So  ist  z.  B.  in  obiger  Fig.  49  der  Maßstab  für  die  Dampfspannung 


Fig.  4U. 


>}  Vgl.  S.  142  Ann. 
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Kvrvendarsiellung  der  Funktion  p  =  /(f) 
Ml  10  nnchhdMM  Maßsiälwi 


4  mm  1  kg/cm'  weil  der  Spanmingagröße  von  1  kg  pro  cm*  die 
Lii^  Tmi  4  mm  sugeordnet  ist.  Die  Temperatur  ist  aufgetragen  im 
Maßstab :  lO*'  Ods.  6mm  oder,  was  das  gleiche  sagt :  1  mm  co  2,0'^  Cels., 
d.  h.  die  Lange  von  6  nun  auf  der  Ab8zi8senachs<»  bedeutet  eine  Tem- 
peraturdifferenz  (Zu-  oder  Abnahme)  von  10 Celsius,  bzw.  eine  Lange 
von  1  nun  eine  solche  von  2,0**. 

Je  nach  der  Streckenlänc^,  die  man  der  Größeneinheit,  der  Maß- 
einheit ,  der  Maß- 
zahl 1  zuordnet, 
kommen  die  Punkti' 
mehr  oder  weniger 
weit  voneinander 
entfernt  zu  liegen 
und  man  kann,  je 
nach  dem  Maßstab 
für  die  graphisehe 
Darstellung  einer 
Größe,  scheinbar 
ganz  verschiedeiie 
Bilder,  Kurven  er-  p 
halten.  f 

Dies  geht  aus 
Fig.  60  hervor,  in 
welcher  die  Funk- 
tion p — /l(l),inzehn 
verschiedenen  Maß- 
stäben dargestellt, 
wiedergegeben  ist. 

Und  zwar  sind 
die  zu  ihrer  Zeich- 
nimg gewählten 
Maßstäbe: 

«».  T     ilft  gteichen  Maßstab  wie 

fur  Kurve  I,      i„%wgen  Fig.  46-49 

III 


»t 


IV 
V 
VI 
VII 

vm 

EX 


Ki(t  r^K 

Tein))«ratiir  I"  t 
10*  cn  6  mm 
10*      1  cm 

10"       I   ..  1 

10"       2   „  1 

10"  CO  2  „  1 

10"  ^  1  mm  1 

10°  CO  27  1 

l*eo  1.3„  3 

10*  CO  4  mm  7 

(1 

40*  CO  27  1 
(10*eo6.75.,  ) 


DampfspauuuiiK  p  kg/cm* 

1  kgj^cm*  CO  4  mm 
1     „     CO  1  cm 


»♦ 
»» 
tt 
*t 
** 
** 


:^  2 
CX5    1  „ 

CO  2  „ 
CO  1  mm 
;o  3  „ 
eo22  „ 
CO  20  cm 
co2,8ü„) 
CO  10  mm 


1)  Das  2Seiclimi  40  isl  su  lesen:  tntsf  reckend;  man  sagt  dafür  nicht  korrekt 
•ach:  ipMqL 
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Welche  dieser  uiiMhligen  und  gleich  möglichen  Kurven  als  Dar- 
stellerin ein  und  derselben  Funktion  man  zur  Ablesung  von  zusammen- 
gehörigen Wertcpaaron  der  beiden  A'ariablpn  bonuf/t  i«t  zunächst^ 
ohne  Belang;  man  hat  nur  darauf  /u  achten,  daß  die  zu  ilu  gehörendeu 
zwei  Maßstäbe  angewendet  werdtMi.  Bezüglich  Genauigkeit  der  Ab- 
lesung ist  PS  al>er  nieht  gleichgültig,  in  welcliem  Maßstab  man  die 
Kurve  konstruiert  und  iiaeldier  zu  weiteren  Ablesungen  verwendet, 
.le  größer  man  die  zugeord tiefen  Strt  ekeii  wähh.  uin  so  mehr  kommt 
größere  (Genauigkeit  für  Konstruktion  und  Abk'5<uug  zur  Geltung. 


Die  Durchführung  des  gegebenen  Beispieles  hat  uns  mit  dem 
Wesentlichen  der  grapliischen  Darstellung  bekaimt  gemacht.  Allein 
damit  ist  die  Sache  noch  nicht  als  erledigt  zu  betrachten,  da  die  Mannifj- 
faltigkeit  graj)hi?^clier  Darstelhmgen  in  der  Technik  und  auch  in  an- 
dercu  Gebieten  so  groß  ist,  daß  sich  notwendigerweise  für  ihre  Ver- 
wendung wichtige  Unterschiede  der  Darstellmi^arten  ergeben  mußten. 

Nach  Art  der  Vorgänge  und  der  Tatsachen,  die  sie  siir  Anschanung^ 
bringen,  können  wir  die  graphischen  Darstellungen,  Diagramme  oder 
Schaubilder  t  wie  aie  der  Techniker  meist  nennt,  gruppieren  in 
solche,  welche  veranschaulichen: 

I.  Vorgänge,  bei  denen  wir  berechtigt  sind,  eine  stetige 
Veränderung  in  dem  iSinne,  wie  wir  es  bereits  erläutert  haben*},  an- 
zunehmen. 

Beispiele:  Fig.  51—56,  84^-89^). 


^)  Der  Odlank«*,  der  in  dioMT  Znortlnung  versihit  <i«  tu  i  T.äiiL'f  n  zu  einer  Maßzahl 
liegt,  ist  entstandea  im  Ajucblusse  an  die  sonst  geläufige  Definition  des  Mafistabes» 
nach  welcher  man  unter  dem  Maßstab  einer  Zeicbnung  ursprünglich  das  Ver» 
haltnis  zweier  Längen  versteht,  von  dejien  die  eine  zur  Messung  der  anderen  be> 
nutzt  wird.  V(m  ciiKT  Zoicbniing,  in  der  die  n(>i_'<'n'5t!indB  z.  B.  5-nial  kleiner,  als  ihren 
wirklichen  langen  im  Onginai  entspriclit,  da rgisitlli  .--ind,  sagt  man,  sie  sei  im  Maß- 
dtab  1 :  5  gezeichnet;  daa  will  sagen:  Die  auf  ihr  sich  findenden  Dtstansen  trerhaltMi 
sich  zu  den  wirklichen  cnttjfirechendcn  im  Oripinal  wie  1  :  5  oder:  1  mm  der  Zeichnung 
bedeutet,  daß  die  betreffende  Länge  im  Original  ß  mm  mißt,  kurz  geschrieben:  1  mm 
5  mm.  Dieser  Gedanke  der  Zuordnung  verschiedener  Längen  oder,  wie  man  hier 
jiuch  sngen  kiinn,  einer  Strecke  (atif  der  Zeichnung)  zu  einer  Maßznhl  (im  Original), 
hat  sich  dann  nach  diefter  letzteren  Aufiassung  auf  die  Zuordnung  einer  Strecke  zu 
jedweder  GrSfle  vermittek  der  Zuordnung  der  MaBsahlen  übertragen  und  fCQirt  diet» 
ganz  allgemeine  Zuordnung  einer  gc/cichnetcn  Strecke,  L&nge  zu  einer 
durch  sie  quantitativ  dargestellten  Größe  auch  den  Namen  Maßstabs 

«)  Vgl.  t>.  137,38. 

3)  S.  146-^103,  181— J  85. 
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Indem  wir  nun  in  Betracht  ziehen,  daß  die  Versuche  (Experimente) 

stets  nur  diskrete  Wertepaare  oder  1 1«  tmippen  der  zu  messenden 
Größen  liefern,  haben  wir  natürlich,  wie  schon  erwähnt»  ein  nach  Um> 
standen  großes  Intert>ss(>  daian,  die  Werte  der  zu  messenden  Größen 
auch  in  den  nicht  direkt  gemessenen  Zeitmomenten  keimen  zu  lernen. 

Von  diesem  Gesichtspunkt  aus  können  wir  alsdann  diese  erste 
Hauptgruppe  wiederum  unterteilen  in  zwei  Untergruppen: 

A)  Die  Verbindung  der  durch  direkte  Messung  erhaltenen  Bild- 
punkte  geschieht  durch  dne  stetige  Kurve,  eventuell  einen  Flachen^ 
streifen. 

Beispiele:  Fig.  62— 66>);  Fig.  57—59. 

B)  Die  Verbindung  dieser  Punkte  erfolgt,  weil  diese  Ainiahenmg 
genügend  iist  oder  die  iiiter-  oder  extrajMjlierten -)  Werte  nicht  luden 
Vordergrund  des  Interesses  treten,  durch  einen  Polygonzug,  dessen 
einzelne  Seiten  je  zwei  einander  folgende  Punkte  des  graphischen 
Bildes  verbinden. 

Beispiele:  Fig.  65—69,  84^87»). 

Wenn  es  sich  aber  überhaupt  nicht  um  einen  stetip  \  erlaufenden 
Prozeß  handelt,  sondern  die  dureli  clie  Beobachluiigen  oder  durch 
statistische  Aufnahmen  gewonnenen  Einzelwerte  allein  Bedeutung 
haben,  so  erhalten  wir  die  zweite  Hauptgruppe: 

11.  Vorgänge,  bei  denen  nur  die  aufgenom  menen  Einzel- 
werte eine  Bedeutung  haben  und  wir  nicht  berechtigt  sind, 
Zwischenwerte  anzun^men,  weil  keine  sedchen  existieren  könnoi. 

Beispiele:  Taf.  I,  Fig.  61—64,  8S— 91«). 

Wir  kommen  hierbei  zu  graphischen  Bildern,  in  denen  eigentUch 
nur  die  gezeichneten  Bildpunkte  allein  vorhanden  sein  dürften.  Aber 
da  es  schwer  ist,  eine  Gesamtheit  mehrerer  Punkte,  die  miteinander 


>)  8.         Uta,  UM». 
^)  Vgl.  S.  158. 
»)  S.  166—167,  181—184. 
«)  S.  160-164k  185—187. 
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nioht  verbunden  sind,  zu  eliieni  einzigen  Bilde  in  der  ^'orsteUuJllg  zu* 
sammenzufassen,  so  verbindet  man  auch  hier  die  Punkte  am  ein- 
fachsten, wie  es  \\eitaus  am  nioiston  «lesthioht,  durch  gerade  Linien 
und  erhält  so  auch  einen  Pol  \  gonz  u .  der  nntürlich  nun  nicht  die 
Bedeutung  des  Pol\ uonzujjes  im  obigen  Falle  (1,  B)  hat,  indcni  clx^ii 
hier  die  Zwischenlinien,  die  Seiten  des  Polygonzuges,  einzig  den  Z\vo(  k 
der  anscliaulif'hen  Zusammenfassung  der  Punkte  und  der  durch  sie 
allein  ausgedriickten  \'eränderungen  verfolgen. 

In  obigen  beiden  Hauplgi  up^jcn  hat  es  sich  vor  allem  um  zeit  bebe 
Wrläufe  oder  Prozesse  gehandelt,  wo  also  die  zugrunde  hegende  \'ariable 
eigeuthch  immer  die  Zeit  war  und  da  ^ir  uns  ein  Bild  des  reinen  zeit- 
lichen Verlaufes  als  eines  solchen,  der  endlos  sich  in  einer  einzigen  be- 
stimmten Bichtmig  abspielt,  am  besten  durch  die  Bewegung  längs  einer 
endlosen  geraden  Linie  darstellen,  so  ist  dadurch  das  Koordinaten- 
System  mit  den  beiden  Zahlenltnien,  das  Aehsen'Koordinatemysfemt 
als  am  nächsten  liegend  und  zweckmäßigsten  gegeben. 

Wenn  es  sich  aber  um  Zustände  handelt,  die  insbesondere  noch  von 
einem  Winkel  als  Ai^ument  abhangen,  so  ist  ein  anderes  Koordi' 
natcMystem,  das  Polar-KoordimUewfydem,  als  zweckmäßiger  für  die 
graphische  Darstellung  zu  erachten.  Beispiele  bieten  die  Fig.  95,  06. 
Es  eignet  sich  ganz  besonders  gut  für  die  Darstellung  periodisch»*  Funk- 
tionen  im  sog.  Vektordiagramm;  vgl.  S.  206. 

Xatürlieb  kann  in  allen  Källen  das  eine  oder  andere  Darstellunns- 
System  benutzt  werden  mit  gleiclier  Leichtigkeit,  spezi^  audi,  wenn 
es  sich  um  nur  zwei  Variable  handelt,  deren  Werte  dann  einerseits  im 
einen  System  auf  die  Ab.szissenach.se,  im  anderen  als  Winkelgrößen. 
andererseits  auf  der  Ordiiiatenach«o  bzw.  in  der  Läntre  eines  R;ub)i-^ 
fixiert  uej'dcii.  Insbesondere  ^\ird  über  die  Wahl  des  sjM'zii-Uen  Ko- 
ordinaTens:vst eines  leic  lit  zu  entscheiden  .hcju,  wenn  durch  dasseil>e.  d.  h. 
die  r;i>uiiliche  Anoiflminsr  iin  trrai)hi«ehen  Bilde,  leicht  diejenige  Ix'ini 
wirklit  lien  physikabx  hen  XOruaug  ii-{)tascntieH  \\ii-d,  Wemi  wir  z.  B. 
die  Art  der  räuruUeheu  N'erteihnitr  der  xoii  einer  elektrischen  Bogen- 
lampe naeli  den  versehiedeaeii  Kieiilungeu  au.sgesandten  Liebt  menge 
ia  Funktion  dieser  Richtung  angeben  wollen,  so  liegt  es  auf  der  Hand, 
daß  wir  das  Polars\-.stem  wählen,  da  ja  dieses  ohne  weiteres  auch  die 
Vor^Uung,  der  wirklichen  räumlichen  Verteilung  nach  sich  zieht.  Wir 
tragen  dann  die  Größen  der  nach  den  verschiedenen  Richtungen  wirk- 
samen Lichtstärken  maßstäblich  mittels  zugeordneter  Strecken  auf 
Radien  von  der  Lichtquelle  in  der  betreffenden  Richtung  ausgehend 
auf.  Zufolge  der  graphischen  Darstellimg  in  einer  Ebene  kann  es  sich 
hierbei  natürlich  nur  um  die  räumliche  Lichtverteilung  in  irgendeiner 
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durch  die  liohtqueUe  gd^gten  Ebene  handeln,  von  denen  fast  immer 
nur  eine  durdi  die  Achsen  der  Koblenstifte  gebende  oder  die  senkrecht 
SU  dieser  letzteren  durch  die  LichtqueDe  gehende  Ebene  in  Betracht 
laUen^). 

Für  räumlich -konzentrisch  angeordnete  Zustände,  die  in  Abhängig- 
keit yon  einer  Winkelgröfie  stehen«  wird  man  also  am  beeten  daa  Polar- 
system wählen. 

Auch  ist  die  Zeit  nicht  immer  als  da^  einzige  Argument  7ti  Ije- 
tarachten;  sie  wurde  oben  nur  als  die  weitaus  wichtigste  zur  Geltung 
kommende  Urvariable  besonders  berücknchtigt. 

Diese  allgemeinen  Ausführungen  geben  uns  nun  ein  Bild  im  großen 
und  ganzen  von  der  Verschiedenheit  der  gebräuchlichen  gra])hisc-h(-n 
Darstellungsmethoden  und  geben  uns  auch  Biditlinien  an  die  Hand, 
zu  deren  nun  folgenden  noch  näheren  Erörterung,  für  die  wir  uns  auf 
eine 

Auswahl  von  typischen  Beispielen 


aus  der  Unmenge  von  Fällen  ihrer  Anwendung  in  der  Praxis  des  In- 
genieurs beschränken  müssen. 

Was  zunächst  noch  die  Wahl  dt  s  Maüstabes  anbelangt,  so  kann 
man  hierfür  folgende  allgemeine  Gesichtspunkte  erwähnen: 

Will  man  die  Variationen  der  auf  der  einen,  z.  B.  der  Ordiiiatcii- 
achse,  aufgetragenen  Größe  hrpondcrs  hervorhobon,  so  wird  es  z^\  eck- 
mäßig Hein,  den  Maßstab  für  die  Ordinaten  groß  zu  wählen,  d.  h.  den 
OrditiUr  II  werten  große  Strecken  ziiziiordiipii,  was  insbesondere^  auch 
dami  notwendig  sein  wird,  wenn  durcli  die  Natur  der  Sache  die  Ordi- 
naten werte  bezüglich  der  AI)!szisfKii werte  an  und  für  sich  sehr  klein 
sind  (vgl.  Beispiel  Fig.  61,  S.  146). 

Ist  man  dagegen  umgekehrt  bestrebt,  diese  Variationen  der  Ordi- 
naten aus  irgendeinem  Grunde  für  das  grai)lii8che  Bild  zn  mildern,  so 
wird  man  einen  großen  Abszissen maßstab  und  einen  verltällniänmüig 
kleinen  OrdinatenmaBstab  zu  wählen  haben. 

Immer  aber  ist  d&bei  im  Auge  zu  behalten,  daß  durch  solche  Haß- 
stabswahl selbstverständlich  die  Verhältnisse,  die  ja  durch  Zahlenwerte 
gegeben  sind,  nicht  geändert  werden,  sondern  nur  das  Bild  für  unseren 
Gesamteindmck  das  eine  oder  andere  besonders  herrorhebt,  und  wird 
man  daher,  wo  es  sich  um  solche  besondere  Hwvorhebungen  nicht 
handelt,  einen  Maßstab  wählen,  der  eben  solche  Besonderheiten  für 
die  Abszisse  oder  für  die  Ordinate  nicht  aufweist. 

»)  Nahem«  vgl.  S.  190/91. 
Koevtler-Tramer,  Differential-  u.  Int«gralr«clmuiig.  I.  10 
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Ein  großer  Abszissenmaßstab  wiril  auch  dann  zweckmäßig  werden, 
wenn  die  InteipolationeD*)  m<IgUobst  genau  ausgeführt  werden  sollen , 
ein  kleiner  dagjBgoi,  wenn  man  den  nngleichiiiaßigeii  Veriauf  xa  ver- 
decken sucht. 

Ein  prägnantes  Beispiel  für  die  Anwendung  „sehr  stark  ven;chip- 
dener  Maßstäbe**  —  wie  man  sich  mm  einmal  auch  im  nllrromeinen 
nicht  immer  ganz  korrekt  ausdrückt  —  bieten  die  Längcni)rofile  von 
Bahnen,  Straßen,  Wasserläufen  usw.,  welche  bekannth'ch  als  die  Dar- 
stellimg  der  längs  der  Bahnachse  bzw.  der  Straßen-  oder  Wasserlauf- 
mitte  vertüigt^n  Bodenerhebungen  (der  Erdol)erflächenpunkTi  m  diesier 
Richtung)  in  Abhängigkeit  von  dem  liorizonialeii  Abstand  vom  ge- 
wählten Ausgangspunkt  definiert  werden  konaeü.  Sie  geben  die  Än- 
derung der  Teiiumliöhc  in  Funktion  der  horizontalen  Ausdehnung  längs 
einer  bestimmten,  im  allgemeinen  an  und  für  sieli  anch  veränderlichen 
Richtung  und  zwar  „in  größerem  Maßstabe''  (vgl.  oben)  als  die  Hori- 
zontaldistanzen aufgezeichnet  sind,  damit  die  viel  kleineren  Schwan- 
kungen der  Häie  nicht  zu  aehr  znrQcktreten  und  deutlich  erkennbar 
und  ablesbar  ausfallen. 


Flg.  Sl. 

Als  Beispiel  hierfür  zitieren  wir  in  Fig.  51  das  Längenprofil 
der  Bernina-Bahn-). 

Tn  der  so  gezogenen  fortlaufenden  Kurve  haben  wir  nun  eine 
unseren  Zwecken  entsprechendere  Darstellung,  als  sie  die  Tabellen- 

A)  Vgl.  hierzu  S.  158. 

3}  Vgl.  ZeitBchr.  mektriMhe  KroflbärietM:  «.  Bahnen  (E.  K.  u.  B.)  1911.  8.  64. 
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und  Piiiiktreihtjndarstelluiig  bot.  Sie  hat  den  groÜen  Vorteil,  daß  sie 
f  in  eiiitaches,  übersichtliches  und  ganzeb  Bild  ül>er  das  Verhalten  der 
Fuidstion  inneihall)  des  gevviiiilt^n  Intervalle«  gi))t,  das  überdies  in  ge- 
Mrissen  Fällen  duicii  sinngemäße  Fortsetzung  der  Kurve  noch  leicht 
etwas  erweitert  werden  kann.  Diese  Kurvendarstellung  hat  also  den 
Vorteil,  daß  sie  Zöllschen  werte  der  Funktionsgrößen  leicht,  wenn  auch 
mit  yersohiedener,  für  die  Praxis  meist  völlig  ausreichenden  Genauig- 
keit durch  direkte  Ablesmig  der  KoonUnatenwerte  der  b^refieadeii 
KurrenpuDkte  za  liefern  imstande  ist.  Denn,  wenn  iwir  anoh  nicht 
sicher  sagen  kdnnen,  daß  der  tats&ohliohe  Verlauf  der  IVmktionsknrTe 
dem  Ton  uns  eingezeichneten  genau  entspricht,  so  lehrt  doch  die  Überoin* 
Stimmung  der  nach  dieser  Ifethode  gewonnenen  BesuHate,  daß  die 
Annäherung  praktisch  vSllig  ausreichend  ist.  Natürlich  hat  man  zum 
sicheien  Einzeichnen  der  Kurve  in  die  Schar  der  Meßpunkte  letsteve 
nahe  goiug  andnander  anzugeben,  damit  die  Schwankungen  und  der 
Verlauf  der  Funktion  innerhalb  derselben  durch  Erfahrung  oder  sonstige 
Kenntnisse  über  das  Verhalten  der  Funktion  genügend  festgelegt  sind 
und  so  die  Kurve  mit  Sicherheit  gezogen  werden  kann.  Die  Größe 
der  dazu  einzuhaltenden  minimalen  Distanzen  folgt  aus  der  durch  Er* 
fabrung  bekannten  Geenmtform  der  zu  erwartenden  Kurve  oder  aus 
den  von  anderer  Seite  her  bekannten  Eigenschaften  der  Funktion, 
sowie  aus  der  zur  Disposition  stehenden  Fertigkeit  des  Zeichners. 

Wohl  höchöt  selten  werden  aber  n]\v  Meßpunkte  in  dieser  Weise 
günstig  liegen,  daß  man  über  den  richtigen  A  erlauf  der  Kurve  nicht 
geringste  Zweifel  heijen  kann.  Im  Gegenteil,  einer  wirklichen  Messung 
entsprt'tliend  werden  sich  die  erhaltmeTi  und  aufgezeichneten  Meß- 
resultate, repräsentiert  durch  die  zugeordneten  sog.  M( fi^/unkit,  nur 
zu  einem  etwas  unregelmäßigen,  obigen  (lesichtspunkten  nicht  ent- 
sprechenden Linienzug  %'erbinden  lassen,  sofern  wir  die  Kurve  stets 
durch  alle  Piuikte  in  ihrer  waliren  Aufeinunderfülge  liindurchziehen. 
Jn  diesem  Falle  ist  vielmehr  zu  berücksichtigen,  daß  alle  Messungen 
stets  mehr  oder  weniger  mit  unvermeidlichen  Fehlem  behaftet  and, 
faerroigenifen  durch  die  unmöglich  mathematisch  genaue  J>ur0hbildung 
der  Meßinstrumente,  ihrer  Beeinflussung  durch  Wärme,  Feuchtigkeit, 
Erschütterungen,  magnetische,  elektrische  imd  optische  Störungen  und 
die  physischen  und  psychischen  TJnvollkommenheiten  beteiligter  Organe 
des  Beobachters.  Seihst  mit  allen  möglichen  Korrekturen  können  die 
wirklichen  Ablesungen  nur  bis  zu  einem  gewissen  Grade  genau  sein. 
Daraus  ergibt  sich  aber,  daß  der  zu  einem  bestimmten  Wert  der  un- 
abhängig Tariablen  Größe  zugehörige  tatsächlich  abgelesene  oder  wirk- 
liche Wert  bald  größer,  bald  Ideiner  sein  wird,  als  derjenige  ist,  der 
sich  bei  idealer  Genauigkeit  oder,  umgekehrt  ausgetlrüf  kt.  bei  völliger 
Abwesenheit  jedweder  Ungenauigiceit  eigeben  würde,  dem  wir  als  Ideal 
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zuzustreben  hal)eii  und  in  diesem  Sinne  als  existent  voraussetzen.  Wir 
dürfen  dann  in  diesem  Falle  die  erhaltenen  Punkte  nicht  direkt  durch 
eine  kontinuierliche  Kurve  verbinden,  sondern  mÜ85»en  dieselbe,  eben 
womöglich  um  den  Fehler  von  ihnen  entfernt,  an  ihnen  vorbeiziehen. 
Die  zu  ziehende  Kurve  erhält  auf  diese  Weise  eine  gewisse  Mittellage 
in  einem  von  den  zerstreut  hegenden  Meßpunkten  bedeckten  Streifen 
und  hängt  es  wiederum  in  erhöhtem  Maße  ganz  von  der  Geschicklich - 

Versuche  an  Sinei- Kondensalions-Elektra-Turbine  "nd  Erfahrung 

fon  50  PS  bei  3000  ümL/Min.  Zeichners  ab,  für 

sie  durch  die  Meß- 
punkte  hindurch  die 
wahrscheinlich  richtige 
Bahn  zu  finden. 

Wie  verschieden 
die  Lage  der  gefunde- 
nen Meßpunkte  geeig- 
net sein  kann,  eine  si- 
chere Kurve  durch  sie 
hindurch  zu  zie- 
hen, geht  mit  Deut- 
lichkeit aus  den  in  der 
Fig.  52  und  53  gege- 
benen Darstellungen  hervor,  welche  beide  den  im  Jahre  1907  be- 
stimmten Dampf  verbrauch  einer  Kondensations-Elektra-Dampf - 

Versuche  an  einer Kondensaiians-Elekira-Turbine  ^"rbine,  gemessen  in 
von  30  PS  bei  3500  Um/./ Min. 

lül 


300 


£00 


fOO 


Kilogramm  pro  effek- 
tive Pferdekraft  und 
Stunde,  für  verschie- 
dene Leistungen  der 
Turbine  angeben*). 

Es  geht  daraus 
hervor,  daß  der  spezi- 
fische Dampf  verbrauch 
mit  zunehmender  Lei- 
stung der  Turbine  sehr 
angenähert  nach  dem 
Glesetz  einer  gleichsei- 
tigen Hyperbel  zurück- 
geht. Währenddem  in 
Fig.  52  die  Kurve  fast  genau  durch  alle  durch  den  Versuch  bestimmten 
Punkte  als  auspoglichener  Linienzug  «ich  leicht  ziehen  ließ,  i.st  dies  in  der 

^)  Die  Kurven  wurdeu  aufgestellt  nach  Versuchen  der  Hom»n  Prof.  Stodola  luid 
Famy,  vgl.  Ztitschn'ft  für  daa  gt-^amte  Titrbinenwfse»  (Z.  f.  d.  g.  T.) 
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Fig.  53  niclit  möglich  gewesen.  Für  die  Kurve  mußte  hier  ein  gewisser 
Mittelweg  zwisichen  den  bestimmten  Punkten  gewählt  werden,  sollten 


Du  re  lisch  lag  versuche 
mit  Paraffinplattcn  unter  öl 
zwischen  abgerundeten  Plattenelektroden« 


Durchsch/agsversuche 
mit  Paraffinplatien 
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alle  nu»gliclist  glfifhniäßig  Be- 
rücksichtigun<i  finden.  Das  näm- 
liche trifft  auch,  wie  ersichtlich, 
mit  der  zweiten  Finiktionsdar- 
stellnng.  die  in  der  gleichen 
Zeic  hniingsfläche  gegeben  ist,  zu, 
nämlich  mit  dem  totalen  stünd- 
lichen Dampfverbrauch  der  Tur- 
bine in  Abhängigkeit  von  der 
Leistung,  als  deren  Bild  sich  eine 
Gerade  ergab,  was  auf  einen 
Imoaren  Zusanimenhang  der  bei- 
den  Größen  schliefien  ISBt, 

Die  beiden  Figuren  deuten 
zugleich  an,  wie  außerordentiich 
weittragend  der  erfahrene,  mit 
der  Sache  vertraute  Ingenieur 
imstande  ist,  seine  Meßresultate 
durch  die  graphische  Darstellung 
auszunutzen,  in  einer  Weise,  die 
nur  durch  die  geometrische  Ver- 
ansehaulichung  der  Funktion  im 
großen  Gegensatz  zur  tabellarischen  Darstellung  mdglich  wird.  Die 
paar  wenigen  Punkte  genügten,  um  die  Kurve  um  ein  bedeutendes 
"  »)  1  Kik».Volt  (KV)  =  lOOO  Volt  (V). 
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Maß  verlängert  zeichnen  zu  können,  also  das  Verbal tt  u  der 
Funktion  weit  über  den  eingehaltenen  oder  möglich  ge- 
wesenen Meßbereich  hinaus  angeben  zu  können. 


Bremsversuche  an  einem  elektrisch  betriebenen 
Motorwagen  mit  einem  Anhängewagen. 


Etnluimmer» 
Bicherttelte. 

Mut<>n*:itjen:  [ 

Moforw-aKen, 

BtemMyitem 

KumchlußbrainM. ' 
Anliinge  wagen : 

Anli&ui^i'waeen :  . 

Lnfttinickbretitfe 

Zfteüüiiauicr- 

Soleauldbreiniie. 

direkt  wirkend.  ' 

m     1  km/SM.  | 

BteiBt*|_ 

lOeediw. 

m  1 

km/Std.  I 

m  1 

km/Std.! 

t      m    1  km/SM. 

1,70  1 

5  1 

0,15 

5,1  ] 
6,6 

1,10 
2,06 

4.9 

3,69 

6,0 

2^  1 

8,10 

6,3 

4,37 

1 

! 

3,45 

7,8  ' 

*  > 

7,13 

5,9 

1,90 

7,5 

4,30 

6,8 

1  4.35 

10,3 

6,50 

6,4 

2,0 

7,6 

6,0 

8,5 

1 
1 

Ö,ö3 
1  9,92 

12,0 

6,30 

7,8 

2,15 

7,8 

9,24 

11,9 

14,8 

1  1^.10 

8,5 

3,10 

9,2 

10,28 

13,0 

10.72 

17,5 

6,10 

9,3 

3,30 

10,2 

12,93 

15,1 

10,83 

17,5 

'  r>.35 

9,7 

3,75 

10.3 

17.35 

IS.O 

11,93 

18,5 

6,25 

10,9 

4,87 

11.8 

i  20,0 

19,5 

13,0 

19,0 

1  6,65 

12,0 

4,85 

12,0 

23,89 

22,0 

1  14,68 

20,0 

'  6,65 

12,2 

5,08 

12,0 

27,08 

23,5 

15,0 

21,0 

(>,92 

12,9  : 

5,55 

12,9 

30,97 

25,5 

]  17,55 

22.9 

6,87 

13,0 

7,38 

14,5 

!  36,27 

27,9 

i  16,98 

23,0 

7,55 

14,1 

6,58 

14,6 

41,45 

30,3 

18,33 

23,9 

1  7,50 

14,9 

8,45 

16,5 

48,72 

34,0 

20,40 

25,0 

1  7,10 

16,0  1 

•  9,88 

16,9 

1  55,30 

35,9 

23,07 

26,0 

7.67 

16,0 

11,15 

18,5 

27,78 

28,2 

8,25 

17,7  j 

12,05 

20,0 

,  30,0 

30,0 

9.80 

18,2  i 

11,65 

20,5 

i 

30,13 

30,9 

9.45 

19,1  ' 
19,6 

12,50 

21,0 

1 

1 

30,40 

32,6 

10,46 

12,25 

21,8 

34.11 

,  32.8 

13,75 

20,8 

15,10 

23,0 

37,45 

1  3ö,0 

15.40 
'  lO.üO 

22  4 
23.5 

18.40 
19,40 

24,4 
25,2 

16,25 

;  2*,2 

1  24,3 

1  22,07 

26,3 

14,95 

1  23,60 

27,2 

;  !«,05 

24.7 

25.40 

28,2 

l 

■ 

16,30 

24,9 

29,0 

1 

1 

17,25 

,  25.0 

27.55 

29,2 

19,0 

1  27,0 

28,0 

1  29,5 

i  17,85 

27,2 

29.2 

30.9 

1 

'1  22,25 

28,0 

1  31  B5 

31,0 

1 

.  22.8,-) 

28.1 

31,85 

32,2 

■  19,2.:. 

,  34,30 

33,2 

22,0 

1  30,1 

1  37,40 

34,1 

1 

:  20.:?n 

'  :5o.r> 

38,75 

34.8 

'  24,0 
22,85 

.  32,0 

41,50 

i  36,0 

i  32,8 

i 

28,0 

1  34,0 

.  21,05 

i  34,2 

1 

! 
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Briii9W9UQh9  00  einem  elekirisch  betnebum»  Motormaff§a 


Fig.  55. 

Mit  großem  Vorteil  benutzt  der  piaktiache  Techniker,  wie  in  den 
eben  erwähnten  DanteUungen  gezeigt  ist,  zur  schneUen  Herstellung 
aoloher  Büder  sog.  Millimtittpupitr ^  d.  h.  ein  nach  Mülimeter- 
einteilung  durchgebildetes  Netz  gerader,  senkrecht  zueinander  stehender 
Linien,  in  vrclc-hem  er  unter  Zugrundelegung  eines  gewissen,  passend 
gewählten  Maßstabes  direkt  die  zuzuordnenden  Streckenlängen  ablesen 
und  eintragen  kann;  er  verbindet  in  der  AnwMidung  desselben  eine 
überaus  schnelle  und  auch  genaue  Einzeiclmung  der  Funktionskurve 
mit  leichter  Ablesung  aller  mögliclien  ZAWachenwerte. 

Als  schönes  Beispiel  für  die  in  eine  Schar  von  Meß  punkten 
eingezeichnete  ausgleichend  gezogene  Kurve,  die  sog.  AuS' 
gleichungskurve,  welche  die  Lage  aller  Punkte  mit  möglichst  gleicher 
Abweichung  berücksichtigt,  zitieren  wir  Versuche  von  WeickeH^),  welche 
den  Zusammenhang  von  elektrischer  Durchschlagspannung 
und  Stärke  von  Paraff  i  ti  platten  klarlegen. 

Die  bc7üf7]ioh  aiifL'<Miommenen  Zahlenwerte  siud  in  der  Tabelle^) 
Seite  149  iiiedergesrlu  U'iK-ii. 

Fig.  54  zeigt  die  im  rechtwinkligen  Koortlmatca  aufgetragenen  zu- 
gehörigen Meßpunkle  mit  der  eingezeichneten  resultierenden  Funk- 

>)  Vgl  EUktrokehniaehe  ZtUxhrift  (£.  T.  Z.)  1904.  8.  8. 
Naeh  fimmdUolitr  ÜbenttiUlung  det  Experimentators. 
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tionskxirve,  741  wolcher  an  genannter  Stelle  noch  gesagt  wird:  .,Afis 
derselben  ist  dtutUch  zu  ersehen,  vne  unsicher  eine  solche  Kufve  ist,  luid 
daß  verscJiiedtne  Materialien  möglichst  gleicher  Fabrikation  und  Dicke 
außerordenUieh  verschiedene  Durch&ehlagspannungen  verlangen". 

Eine  DaxBtelliing  gleioliar  Art  veranschaidiobt  BremByerenehe  au 
elektriachen  Bahnen  ^) ,  wekhe  die  Bremswege,  die  flieh  bei  verBehiedenea 
Fiahigeflchwindigkeiten  u.  a.  an  einem  dektrisch  betriebenen  Motor« 
wagen  mit  Anhangewagen  tmter  Anwendung  versehiedener  Biems- 
systeme  ergaben,  cur  DarBtelliing  bringt.  Es  wurden  aJao  die  Strecken 
bestimmt,  wdiche  diese  Wag^okombinatioii  nach  Inkrafttretoa  der  be- 
treffenden Bremse  noch  bis  zum  StiUstand  Eorfi<Uegte,  also  dM 
Bremsweglänge  als  Funktion  der  Fahrgeschwindigkeit 
beobachtet  und  zwar  hier  (in  Abweichung  vom  bisherigen)  eratere, 
also  die  Funktion,  als  Abszisse,  letztere,  das  Argument,  als  Ordinate 
aufgetragen.  Für  zusammengehörige  Werte  fanden  sich  die  in  der  anf 
Seite  150  dargestellten  Tabelle')  angegebenen  Zahlen,  nach  zuneh- 
menden Geschwindigkettswerten  geordnet,  und  diesen  entsprechend 
die  in  Fig.  55  zusammengestellten  Punktgruppen,  welch  letztere  dann 
durch  die  eingezeichneten  Kurven  im  weiteren  ersetzt  wurden. 

Wir  lesen  in  dem  Aitikel  zu  dieser  Darsteihmg:  mit  einem 

markierten  Stellen  yeltm  für  die  eJekfri.'^che  Kurzschhißbremsf  in  \'cr- 
bindung  mit  der  Solenotdörewse  des  Anhänfii  irngp?}.-^^  d.  h.  der  Motor- 
uxigen  tvurde  nur  durch  die  Kurzschi ußbrettust  ijchn  /nst,  und  in  dem 
Kurzschlußstrom kreis  war  die  »Solcfioidöretnse  des  Anhängeufagena  etn- 
(jeschaltet.  Die,  sehr  charakteristische  Kurve  zeigt,  daß  die  auf  Kurzschluß 
geschalteten  Motoren  bei  langsamer  Fahrt  sich  erst  nach  einiger  Ztit  er- 
regen^). Bei  den  liremsunycn  traten  Stöße  auf,  auch  waren  die  einzelnen 
ßremjiungcn  sehr  u?igleich,  ivas  die  »Streuung  der  PunJUe  um  die  Kurve 
herum  beuxi^  . . 

Wie  aus  obigem  Vergleich  der  graphischen  mit  der  tabeUarisofaen 
Darstellung  erneut  die  viel  übersichtlichere  und  auch  räumlioh  an- 
spruchloseie  Darstellung  der  graphischen  Methode  hervorgeht,  so  hat 
diese  letztere  auch  den  großen  VorteQ,  mehrere  Funktionsdarstel" 
lungen  durch  verschiedene  Kurven  in  einem  Bilde  leicht  und  ohne 
gegenseitige  Störung  zur  Anschauung  zu  bringen.  Dies  ist  aber  nidit 
nur  für  gleichartige  Größen  in  Abhängigkeit  von  ein  und  demselben 
Argument  möglich,  sondern  ebenso  einfach  gestaltet  sich  die  Darstel- 
lung ganz  verschiedenartiger  Argument-  und  Funktion^röBen,  kurz 

Vgl.  E.  K-  u.  B.  1»0»,  S.  113  oder  E.  T.  Z.  1910,  S.  201. 
^)  Die  Angaben  der  genauen  Zahlenwert«  vetdauken  wir  d«r  Frsundlicliktit  das 
Herrn  Obering.  Sehörling  in  Hannover. 

wml  dnnn  naiuUch  der  Bremsweg  mit  abnehmender  Anfungbgeäch windigkeit 
UDTerh&ltnisnmUig  gröBer  wird,  der  Sintritt  der  yoUen  Breinswixkuiig  «omit  länger  «nf 
sieh  wüten  läßt. 
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"beliebiger  Funktionen.  Man  hat  in  solchen  Fällen  nur  dafür  zu  sorgen, 
daß  die  verschiedenen  Variablen  in  den  ihnen  entsprechenden  Strecken 
richtig  und  leicht  abgelesen  werden  können  und  erreicht  dies  höchst 
einfach  durch  Angabe  bzw.  Andeutung  der  ihnen  zugehörenden  ver- 
schiedenen Maßstäbe  auf  einer  jeweils  zur  betreffenden  Achse  ge- 
zogenen Parallelen  oder  auch  mittels  direkter  Eintragung  desselben 
in  die  vorhandene  Ltneatnr. 

Als  sohtoes,  namentlieh  in  teoebikoihen  Zeitsohiiften  viel  zu  sehen- 
des Beispiel  lassen  wir  nachfolgend  die  charakteristischen  Knrven 
eines  elektrischen  Bahnmotors^)  folgen,  deren  Gesamtbild  über  aü 
aeme  wichtigiBten  Haupteigenschaften  in  der  denkbar  einfachsten,  fiber- 
sichtlichsten  und  klarsten  Weise  Aufschluß  gibt. 


CharakteristischB  Kur¥§n  eines  Bahnmotors 
(ZaharadMmmotin  äontmu-OUen  2X110  PS  [8000  IfoH]) 
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Flg.  6«. 


£,  0)  LelBtang  des  Hoton  ia  PS. 

La  c/-  Lfi^tun»;  iirii  KadamfMlg  1b  FS. 
Z  (/)  Zugkraft  in  kg. 


i;  <Xi  WirkuuiiHgrad  des  Moton  In  %. 

n  r.  Drehzahl  pro  Mnuit«*. 

V     CieHchwindigkeit  des  Fahrzeugeü  in  kiii  btd. 


Rs  gibt  nun  aber  viel  Fälle,  wo  überhaupt  schuu  der  Natur  der 
Sache  hall>er  eine  wirkliclie  Kurve  als  Naturgesetz  iu  L'eonutriseher 
Darstellung  sich  nie  ergeben  kann  und  wo  es  daher  noch  besser  ist 
und  bleibt,  den  durch  die  aufgez<  i<  Imeten  Meßpunkte  besetzten  ge- 
bogenen Flächen^streifpu  oder  kurz  F  unkt  iimsst  reif  tu  an  Stelle  einer 
durchgezogenen  Linie,  einer  Funkfi')it.'< kurvt  als  graphische  \'eranschau- 
Uchung  der  Funktion  zu  betracliten. 

Ein  solcher  Fall  liegt  z.  ß.  vor,  wenn  wir  Gewicht  oder  Preis 

*)  Vgl  EK.  u.  B.  1900,  8.  628. 


Digitized  by  Google 


154 


Die  Fimklion. 


Gleichstrommotoren  der  S-Sch-W.  Modell  GM. 
fSat  220  Vdt  Betrieba-Spaiukuiig. 


Tjpv»  j   Leistung     WixkoQgBgrad  i  Gewiobi 


B 


/ 1 


C  l 


E 


FS 

v% 

1,2 

65 

70 

2,5 

78 

3,0 

80 

1.4 

08 

72 

3,0 
3,6 

79 
81 

2,3 

74 

2,8 

76 

5,0 

80 

6,0 

82 

3,5 

77 

4,4 

79 

7,5 

81 

9,0 

83 

4,5 

79 

5,6 

80 

11,0 

82 

13,5 

84 

3,5 

80 

81 

13.5 

83 

10,5 

85 

8,0 

81 

»,o 
19,5 
24,0 

o2 

84 

86 

10.0 

82 

12,0 

83 

25,0 

85 

31,0 

87 

13.0 

83 

16.5 

84 

34,0 

86 

42,0 

88 

1 
I 


80 


80 


100 


uo 


130 


140 


160 


170 


200 


Preis 


420 
4fi0 
530 

660 

770 
830 
940 
1000 
1190 
1260 

1420 

1500 
1000 

1600 

1800 
1900 


und  Wirkungsgrad  von  Maschinen  in  Abhängigkeit  von  ihrer 

Leitet ung  betrachten. 

Währenddem  bei  Elt  kti  oniotoren  z.  B.  der  Wirkungsgrad  in  ziem- 
lich präziser  W<  ise  sowohl  für  eine  ganze  Motorenklasse  als  auch  für 
eine  und  dieselbe  ]VIaschine  sieh  als  Funktion  der  Leistung  ausdrückt 
imd  sich  als  geometrische  Darstellung  dafür  eine  Schar  von  Punkten 
ergibt,  die  einen  sehr  schmalen  Streifen,  also  sehr  angenähert  eine 
Kurve  bestimmen,  hängen  Gewicht  und  ii^eis  mit  der  Leistung  bei 
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einer  Motorenklasse  nicht  so  einfach  zusanimpii :  f^chwankcn  un- 
regelmäßiger mit  der  Leistungsgröüe  und  ergel>en  daher  in  der  Dar- 
stelhing  des  Zusammenhanges  einen  gekrümmten  Flächenstreifen  von 
größerer  Breite. 
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Einem  Kataloge^)  entnehmen  wir  z.  B.  die  oben  (S.  164)  mitge- 
tdlien  Zaitikäxmatto  für  die  Angaben  einer  Klaase  von  dektriachen 
OleiohBtTonunotoien . 

Tragen  wir  diese  Zahlenwerte  derart  auf  swei  zueinander  senkrecht 
stehenden  Koordinatenachsen  auf,  daß  wir  Jedem  derselben  eine  be- 
stimmte Strecke  zuordnoi,  indem  wir  für  die  Grö6«ieinheit  bzw.  die 
sie  repräsentierende  Zahleneinheit  1  eine  bestimmte  Lange  wählen,  so 
ergeben  sich  die  graphischen  Bilder  der  Fig.  67 — 69,  Seite  166. 

Die  in  Eig.  67  in  den  Streifen  der  geometrischen  Orte  der  Wir- 
kungsgrad werte  als  Mittellinie  eingezeichnete  Kurve,  die  Wirkungt' 
gradkurve ,  läßt  uns  für  beliebige  Zwischenwert«  der  Motorleistung 
mit  der  der  halben  Streifenbreite  entsprechenden  Ungenauigkeit  auf 
den  zu  erwartenden  Wirkungsgrad  schließen,  imd  zwar  wird,  wie  man 
leicht  sieht,  sein  geometrischer  Ort,  genauer  angegeben,  für  schnell- 
laufende Motoren  (1200  :  1800  Touren  pro  Minute)  eher  etwas  über, 
für  Langfsnmlfiufer  (500  -:  700  Touren  pro  Minute)  etwas  unterhalb 
derselben  zu  suchen  sein.  Es  wird  z.  B.  nach  dieser  Darstellung  für 
einen  lOV  .  pferdigen  Motor  ein  mittlerer  Wirkungsgrad  von  83%  zu  er- 
warten >,ein,  der  zwischen  den  (grenzen  H4*'o  (für  schnell  laufende)  und 
82%  (für  hmgsani  kiufende  Motoren)  schwankt. 

Man  ersieht  aus  theser  Da  rstelhnig  auch,  daß  es  ein  leichtes  wäre,durch 
entsprechende  \\i\h\  des  Mali.stabes  der  Ordinaten,  von  ij .  den  Streifen  be- 
bebig  schmal  zu  erhalten,  so  daß  es  hier  ledighch  eine  Sache  der  genauen 
lU'chnung  und  Darstellung  bleibt,  die  Größe  des  Wirkungsgrades  in  einem 
mehr  oder  weniger  breiten  Streifen  zu  finden.  Hit  derselben  geht  aber  auch 
Hand  in  Hand  eine  mehr  oder  weniger  genaue  AUeeungsmöglichlnit  der 
zu  erwartenden  Wirkungsgradwerte  bzw.  der  zu  erwartenden  Schwan« 
kungen  von  für  bestimmte  Leistungen,  welche  AUesungsmöglichkeit 
mit  der  Breite  des  Streifens,  also  der  Größe  des  Maßstabes  auch  wächst. 

Übersteigt  der  Bereich  der  Funktionswerte  eine  gewisse  Grenze, 
wie  dies  in  der  bereits  beträchtlichen  Streifenbreite  von  Fig.  68  zutrifft» 
so  ist  eine  Ersetzung  desselben  durch  eine  als  BGttellinie  gezogene  Kurve 
nicht  mehr  gut  zulfissig.  Man  begnügt  sich  dann  mit  der  Daistdlung 
der  Funktion  durch  den  Funiiionaareifen,  der  den  Schwankungsbereich 
derselben  angibt.  Indertat  kann  man  aus  d&t  Daretellung  der 
Fig.  58  leicht  herau.slesen ,  zwischen  welchen  Wert«!  für  eine  beliebige 
Leistung  das  (Gewicht  eines  solchen  Motors  zu  suchen  ist.  So  z.  B. 
wird  es  für  den  lOV A,  pferdigen  Motor  nach  dieser  Darstellung  von  120  kg 
als  schnell  laufender  Motor  bis  180  kg  als  langsam  laufender  Mt)tor 
schwanken.  Auch  diesen  Streifen  kami  man  durch  entsprechend  andere 
Wahl  eines  der  beiden  Maßstäbe  zu  einem  beÜebig  schmalen,  einer  an- 

1)  rmälii'tcn  der  Sinnt  n.^-Scftuchrt-)y€rl'  m.  h.  II.  (gimigrfln  «ing^bundeii) 
Bd.  I,  ,  Maschinen  und  Zubehör".  September  1909,  S.  28. 
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geniberten  „Kurve"  mnehmt  womit  natäilich  wiedenim  die  Gleiiauig' 
kelt  der  Ablesong  in  Richtung  der  ,,Streifen1»eite''»  der  „Kunrendicke" 
in  gleichem  Maße  abnimmt. 

Ähnüdie  VerhältniBse  traten  in  Fig.  69  auf,  .wo  die  Kasten  des 
llotora  in  Abhang^^eit  von  aemst  Ijeistung  au^gezeidmet  sind  und 
der  Unteraehied  zwischen  langsam-  und  SohneUaufem  sehr  ausgeprägt 
hervortritt.  Dieselben  betragen  hiernach  für  den  lO^/^  pferdigen  ,^hnell- 
laufer"  715  bis  840  Mk.,  für  den  „Langsamläufer"  1300  ^  1490  Mk. 

Man  vergegenwärtige  sich  die  übersichtliche  Darstellung  von  Wir- 
knnjCffprad-,  Gewicht-,  Kosten-  u.  a.  Verhältnissen  des  Elektromotors 
in  Abhängigkeit  von  seiner  Leistung  nach  Art  dieser  graphischen  Dar- 
Btollimg  solcher  Funktionen  im  Vergleich  zu  obiger  Tabellenform,  wozu 
noch  die  unschätzbare,  überaus  leichte  direl;te  Ablesung  von  Zwischeu- 
werten  in  weitaus  überlegenerer  Fonn  zur  Geltung  kommt. 

Deutlich  erkennt  man  auf  einen  i^liek.  Hali  die  langsamer  laufen- 
den Motoren  einen  zwar  etwas  (wm  ca.  1",,)  schlechteren  Wirkungsgrad 
gegeiiiiber  den  schnell  laulendrn  aufweisen,  ein  größeres  auf  gleiche 
lieistung  bezogenes  Gewicht  und  größere  „spezifische  '  Kosten. 

Wohl  kann  man  auch  aus  der  tabellarischen  Darstellung  der  Funk- 
tion Zwisdicnwerte  herauslesen,  indem  man  sich  zwischen  die  auf' 
einanderfolgenden  Zahlen  der  Tabelle  andere  Zahlen  eingeschaltet  denkt, 
die  den  allm&hlidien  Übergang  herstellen,  muß  aber  zur  Berechnung 
derselben  ein  Gesetz  für  die  zwischen  ihnen  stattfindende  Verädoderung 
der  Variablen  annehmen,  wie  man  es  in  der  Vwbindung  der  Punkte 
durch  einen  A\illkürlich  gewählten  Linienzug  ja  auch  tat.  In  letzterem 
Falle  jedoch  ist  ebm  dieses  Gesetz  durcli  die  Natur  der  Darstellung  in 
mehr  odor  weniger  bestimmter  Weise  nahe  gelegt,  wa^  man  bei  der 
tabellarischen  I^rstellung  nicht  sagen  kann.  Wie  dort  muß  man  auch 
hier,  dem  genau  nicht  bekamiten  Grcsetz  entsprechend,  für  dasselbe  eine 
Annahme  treffen  und  wählt  hier  dazu  meistens  das  Gesetz  des  linearen 
Zusammenhanges  von  beiden  Variablen  zwischen  zwei  })ekaimt€n,  auf- 
einanderfolgenden Wertepaaren  der  Tabelle,  Das  heißt  man  nimmt  an. 
daß  das  Verhältnis  zusammengehörige!'  Änderungen  oder  Diffeicii/.en 
der  Variablen  zwischen  zwei  sich  folgenden  Tu  bellen  werten  ein  kon- 
stantes bleibe.  Dies  entspricht  im  graphischen  Bilde  genau  der  gerad- 
linigen Verbindung  zweier  benachbarten  Meßpunkte. 

Sind  (ij ,  y^)  und  [x., ,  y>)  zwei  in  der  Tabelle  aufeinanderfolgende 
Wertepaare,  so  folgt  daher  für  irgendein  zwischenliegendes  Wertepaar 

y)  unter  Zugrundelegung  dieses  Veränderungsgesetzes  der  beiden 
Variablen  nach  Fig.  60  aus  ähnlichen  Dreiecken : 

{Xf  —  Xi)  :  (a-  —  a'i )      (//,.  —  //,)  :  (y  -  -  y,) 

und  aus  dieser  Proportion  läßt  sich  zu  irgendeinem  Wert  von  der 
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zwischen     und     Hegt,  der  sugehörige  Wert  ▼on  y  berechnenp  und 

2war  wird  er: 

i^^^'^i         Ein  solohes  Verfallren  der  Zwuchenivert- 

_^x^  ^"^^      !       !    berechnimg  bezeichnet  man  alB  Interpo^ 

^-ifonr-i  1  H 


^  j<i     jij         Statt  nun  geradlinig  die  Bilder  der  ge- 

y     tj  ti      ti    gebenen  Wertepaare  zu  verbinden,  kann. 

j  man  sie  anoh  durch  eine  firei  gewählte,  den 

Fl«,  an.  Verhältnissen  mehr  entsprechende,  einfache 

Kurve  verbinden,  was  sich  analytisch  in 
einem  Zusammenhang  der  beiden  Vuiablen  zeigt,  der  höhere  Potenzen 
derselben  als  die  erste  aufweist.  Da  aber  eine  Kurve  durch  nur  zwei  Punkte 
nicht  definiertistfhat  man  zu  ihrer  Festlegungmehrere  Punkte  zu  benutzen^ 
durch  die  man  eine  möglidist  einfache  geometrische  Kurve  legt.  J© 
nach  Wahl  einer  solchen,  hier  meist  nur  gedachten  Verbindungslinie, 
spricht  man  von  vcrsrhiodrnnrtisrcr  Interpolation:  in  obigem  Falle  von 
linearer  I nt ( r polation;  dann  aiu  li  von  parabolischer  Inter- 
polation, ^velln  man  eine  durch  drei  sich  folgende  Meßpunkte  gezogene 
Parabt'l  zugrunde  legt,  usw.  Im  Gog«  nsatz  zu  diesem  rechnerischen 
Bestimmen  von  ZA^nschenwerten  nennt  man  das  Herauslesen  derselben 
durch  Abmcssunir  aus  dem  graphischen  Büde  der  Funktion  auch  die 
i/raphUfcJte  IiUrrpoifUioti, 

Nicht  immer  wird  das  gt;if  1  he  Bild  einer  Fuuktion  durch  eine 
nus^'h'ic'hfiKlc,  ;t.'lcichuiiiliiir  gekrümmt  verlaufende  Kurve  anzugeben 
.sein.  gibt  vielnieln  Fälle,  wo  es  geradezu  unmöglich,  ja  falsch 
wäre,  eine  fortlaufende  Kurve  durch  die  erhaltenen  „MeÜpunkte** 
—  die  geometrischen  Qrter  sweier  zusammengehöriger  Werte  von  Aigu* 
ment  und  Funktion  —  hindurchzuziehen,  weil  det  Fonktäonswert 
entweder  nicht  verlangt  wird  oder  überhaupt  nicht  ejostiert,  welchen 
Fallen  also  die  reine  Punktreihendarsiellung  der  Funktion  zu- 
kommt und  deren  Bilder  daher  nur  in  solcher  anzusehen  und 
zu  lesen  sind. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Kursschwankungen  eines  Wert- 
p  upier  es,  so  erinnern  wir  uns,  daß  der  Kurmoert  desselben  zu  gans 
bestimmten  Zeiten  auf  der  Börse  festgelegt  wird,  ohne  daß  vorher  ein 
allmähliches  Ansteigen  oder  Sinken  desselben  in  Zahlen  angegeben  werden 
könnte.  3ian  kennt  seinen  Verkaufswert,  den  sog.  Kur»  an  jedem  Tage, 
also  im  Zeitabstand  von  24  Stunden,  ohne  Zwischenwerte  angeben  zu 

^)  liegt  der  zu  bestimmende  Punkt  nicht  zwischen  den  Aiugangspunkten», 
m  spricht  man  von  Exlra  pol  irren  oder  Extrapolation. 
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kAiin€ii.  Als  graphisohes  Bild  müsa^  wir  daher«  den  tatBäoh- 
liehen  VerhaltnisBen  entsprechend,  eine  bloße  Piinktreihen« 
darstell  nng  dieser  Funktion  erhalten}  wenn  wir  nämlich  den  Kurs- 
wert in  Abhängigkeit  von  der  Zeit  betrachten.  Weil  nun  aber  ein  solohes 
BUd  nicht  aehr  übersichtlich  ist  und  der  Zusammenhang  der  Kurswerte 
SU  den  yersohiedenen  Zeiten  daraus  nicht  sehr  hervortritt,  so  pflegt 
man  unter  rein  willkürlicher,  nicht  den  Tatsachen  entsprechender  An- 
nahme die  aufgezeichneten  Punkte  miteinander  durch  einen  Linienzug 
zu  verbinden  und  wählt  dafür  als  einfachste  Verbindungsstrecke  zwischen 
je  zwei  aufeinanderfolgenden  Punkten  die  Gerade.  Jüiie  !m'ttl(n\  die 
verschiedenen  Punkte  in  mehr  oder  weniger  gleichen  Distanzen  durch- 
ziehende Kurve  zu  ziehen,  ist  hier  gar  nicht  am  Platz,  da  es  sich  hier 
nicht  um  Annäherungswerte  in  den  aufgetragenen  Punkten  handelt, 
sondern  um  Punkte,  die  genaue,  sicher  festgestellte  Punkte  zu  genauen 
Funktionswerten  sind,  durch  die  also  die  Funktionskurve  "  genau  hin- 
durchgehen muß.  Hingegen  wätc  es  auch  ebenso  zu  rechtfertigen,  eine 
beliebige  Linie  durch  die  aufgetragene  Punktreihe  liiiidurchzuziehen, 
die  Punkte  geradlinig  oder  krummlinig  zu  verbinden;  ledig- 
lidi  der  ESnIacliheit  halber  zieht  man  dw  geradlinige  Verbindung  der 
Pnnkte  vor,  die  auch  das  ganze  Bild  der  Punkftreihe  am  wenigsten  stört 
und  in  seinem  Zusammenhang  am  deutlichsten  bringt.  Es  ei^bt  sich 
alsdann  als  Fnnktionsbild  eine  zickzackfOrmig  verlaufende  Unie,  ein 
Polygonzug  als  Funktion« „kurve"  des  Kurswortes. 

Als  Beispiel  hierfür  zitieren  wir  zunächst  eine  von  Banken  gern 
geinachte  graphische  Veranschaulichung  der  Sursschwan- 
kungen eines  bestimmten  ^^'e^tpapieres. 

Die  Aktien  der  Denisch- Cherseeisdten  KJ' kfrizitatsfje.seUsrhajt  vom 
noininellcn  Werte  von  Fr.  1250.  -  unterlagen  im  Jahre  lülO  an  der 
Zürcher  Effektenbörse  Kiussrli wankungen,  wie  sie  in  der  Tabelle  auf 
der  nachfolgenden  Seite  niedergelegt  sind*). 

Li  graphischer  \'eranschaulichung  gibt  Tafel  I  an  Stelle  dieser 
schwer  zu  übersehenden  Zahlenreihen  ein  recht  übersichtliches  Bild 
über  Steigen  und  Fallen,  Maximal-  und  Minimalgrößen  des  Kurswertes 
dieses  Papiercs.  Um  den  Wert  der  geradlinigen  Verbindung  der 
Funktionspunkte  für  die  Anschaulichkeit  recht  zur  Einsicht  gelangen 
zu  lassen,  i'^'t  fiir  die  Zeit  fjsten  zwei  Monate  das  lielitige.  den  Ver- 
hältnissen streng  entsprechende  Bild  als  Punktreihendarstellung  dieser 
Funktion  etwas  unterhalb  des  Polygonzuges  angegeben.  Es  wird  bei 
Betrachtung  derselben  im  X'ergleich  zu  jenem  wohl  aulier  Zweifel 
stehen,  daß  nur  durch  den  verl)indenden  Linienzug  ans  dem  schein- 

M  T)ie  Allgaben  veidanken  wir  dem  fceuudlichen  Entgegenkommen  der  Bank 

in  Wtnlerthur. 
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kungen  dieses  Wertpapieres ,  veröffentlicht  von  der  Bank  in  Winfer- 
/ÄttrM, zeigt.  Eis  leuchtet  aus  demVergleich  ein,  daß  für  eine  Unterrichtung 
im  großen  und  ganzen  auch  die  letztere  Art  genügen  kann. 


Zür<ti«r  Effektanbön«. 


MdiM  Ptutsch  ■  UtbtreMtsch«  Eltci.  OtMlIsdiaft.  Fr.  um.  -  nom. 


1910 


Flg.  61. 


Eine  noch  rohere  Aunäherungs-,, Kurve"  erhält  man  mittels  Be« 
nutzung  von  je  nur  einem  Monat^iwert  entweder  zu  Anfang  oder  zu 
Ende  oder  auf  ein  bestimmtes,  für  aUe  Monate  gleiches  Tagesdatum. 

Für  die  Beobachtung  der  Kursschwankungen  über  größere  Zeit- 
räume interessiert  oft  nur  ein  im  Jahr  erreichtes  Maximum  oder  Mini- 
mum oder  ein  bestimmter  Mittelwert,  den  man  für  mehrere  Jahre 
berücksichtigt  und  kann  so  ein  angenähertes  gi-aphisches  Bild  über  die 
Jahresschwankungen  des  Kurses  eines  Wertpapieres  innerhalb  einer 
bestimmten  Anzahl  von  Jahren  aufgestellt  werden. 

In  gleicher  Weise  läßt  sich  eine  derartige  Veranschaulichung  er- 
stellen, um  starke  und  stete  Preisschwankunjjen  von  »Stoffen, 
wie  von  Metallen,  z.  B.  Kupfer,  Zinn  usw.,  von  Gummi,  von  Brenn- 
materialien u.  dgl.  leicht  zu  überblicken,  die  man  mit  Vorteil  an  Stelle 
der  schwer  übersichthchen,  in  den  Tagesblättem  und  Zeitsclu-iften  er- 
scheinenden Zahlenreihen  verwendet. 

Einer  statistischen  diesbezüglichen  Zusanimensteiluiig*)  entnehmen 

„Graphi.«iche  TabolK-n"  1910. 
*}  ,, Statistische  Zusammenstellungen  {il>er  Blei,  Kupfer,  Zink  nsw.  von  der  Metai!- 
gtfdUehaft  Frankfurt  a.  J/.",  Mai  1910,  S.  iiü  und  Juli  1911,  S.  9J. 
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wir  folgende  Angaben  über  die  Kupferpreisbewegungen  eeit  dem 
Beginn  des  gegenMürtigen  Jahrhunderts. 

Monats-  und  Jahrcsdiirchschnittspreise  von  Elektrolyt* 
küpfer  in  New-Yor h  in  Cents  })er  Pfund 
(1  ameiikau.  Cent.  =  4,198  Pfcauig;  1  ümerikan.-engL  Ffund  =  U.4Ö36  kg.) 


J«br  I  Jan.    Febr.  '  >Mn  ,  April    Mai    Juni  Juli 

'l   1         i  i  ' 


Au«.   SepU  Okt. 


Nov. 


I  JalwM- 
Dez.  mtW- 


r 


laOO    lÖ^    15,78  ,16,2»    in.Tt;  i:.,".    15.97  j  !«,.%    10,44  !  16;^T    l»U<i    Hi^^l  10,10 

mi  :  l&M  i  1^  i  16,42  i  16,48  , 16,41  1<^1  1 16.25   16^  1 16,2&  ,  16,22  . 13,82  16^11 


tm  '  ll,iBft  I  IS;17,  1 11^  I  lljAt.  ]         1 12,11,  11.77,  1 1.40«  1 1 1.48» !  11<44«  1 11,99» !  ll,4So  >  114% 

Jiw^  le.ia,  12,77^  lU,«!«  M.i.^  u.r.i.  irs.nj,  V',.<t\  ia,2n,  r_»,»^oM?.fii,  11,95,  in.2:i. 

V.m    12.11,,    12,06,  i  12,2Lt»    12,S*2,  ,  12.75^  12.1SI".»  12,^8«  rj.:W.   12.»;»,   12.;«t,   U;.fc,   14,6«;,  12^S2, 

l'J(>.)    ir..iJ(\   15,01,    15.12,   I4.92„   14.C2:  14,<57,  14^»*,.  lü.tV..   lä,!<t.,   1C..27.,  16,50,  18,82,  15,58» 

21,83,  22,88»  19.27, 

18,3»,  l.%16.  2ü,00« 

14,ia„  14.11,  18,-20, 

18,12»  118,281,1  12,96| 

1 1 


1806  18,31,  17.8fi,  I  im;«,   1S,87,   18,45,  1 18,44,  18.19b  18;*v  m«ii  21,20, 

1907  24,40«  24,86,  |25,Ü0a|  24,22,  !  24,04,  [22,60,  21,iao  18;)5,  15Ji8,  13.16, 

190«    l.%72,  12.7(".    I2,71,    12.50^,  12,67i  12.70,  13.46,  l3A*i«  18,85, 

1909 1  18,8»^  12,94,  ,  12,:i8,    12,56^1 12^  18,214  i'ißi^  18.0U,  1 12,87o  l  lS2,<ilb 

1910  Ii  ofiß,  i  im  I  l8,s^  I  im  1 12^  \  is;m,  iviu  12,40^  isvn* '  12^ 

Tragen  wir  die  mittleren  M o na tspr eitle  als  Ordinaten  in  dniem 
gewissen  Maßstäbe  auf  zu  der  Zeit  nach  Monaten  gemessen  als  Abesisse. 
so  erhalten  wir  den  Polygonzug  I  der  Fig.  62,  wobei  jeweils  der 
Ordinaten-Mittelwert  auch  über  der  zeitlichen  Monatamitie,  d.  h.  über 
der  mittleren  Abszisse  seines  Monates,  durch  einen  Punkt  markiert 
wurde.  Statt  dessen  könnte  man  auch  die  dem  mittleren  MonatspieiBe 
entaittechende  mittlere  Monatsordinate  jeweils  zum  Anfangswert  der 
Monatsabszisse  oder  zu  deren  Endwart  auftragen  und  würde  damit 
den  genau  gleichen  linienzug  I  erhalten,  nur  um  eine  halbe  Monats- 
abszisse  bzw.  die  Zeit  von  V»  Monat  nach  links  im  ersten,  nach  rechts 
im  zweiten  Fall  verschoben.  Es  bleibt  somit  die  ZSckzacIdinie,  die 
Kurve",  gleich,  zu  was  für  Monatsabszissen  oder  'Zeiten  wir  die  je- 
weiligen mittleren  Monat^sordinaten  bzw.  -preise  auftragen,  wenn  sie  nur 
im  gleichen  Abstände  der  Zeit  viiws  Monats  entsprechend  aufgetragen 
werden.  Das  sagt  aber,  daß  die  mittleien  Monatspreise  als  Ordinate 
kurzerhand  in  gleichen  Ab.ständen  entsprechend  ihrem  gleichen  zeit- 
lichen Abstände  der  Monatszeit  aufzutragen  sind,  unbekümmert  um  die 
den  Monatszeiten  als  solche  zukommenden  Absziss^en werte. 

In  gleicher  Weise  kann  man  vorgehen,  um  ein  Bild  über  die 
Schwankungen  dvr  mittleren  .1  a  h  te.«  j>rei  sc  (Pol  yLTonz  u  II)  zu 
bekommen.  Man  hat  dazu  in  den  dvn  Jaluf  ii  entsjirrchcnden  Zeit-  oder 
.\1)s/.issrnab.ständcn  die  mittleren  JahrcHprci.'^e  aufzutragen,  die  sieh  aus 
den  mittleren  M(»natspreisen  als  anlhmetiseh(  8  Mittel  berechnen'). 

')  Sit"  lns.s('n  sicli  auch  j^rapliisoh  bostiinmcn  als  lirdii  <!i  s  Rnhteckes,  das  mit 
der  z.wischfii  der  „Kurve"  uud  der  Ab.x7.isse  üljer  der  ijuui  Jalir  gthürigeu  Abszisse  liegen» 
den  Fläi  he  gleichen  Inhalt  hat>  da  sie  durch  die  mittlero  Ordinate  der  über  diese  Zeit  aaf- 
ffftriidiii  Mnnatsordinntt  n  cr^i-hr  n  .sind.  Der  vom  Rochteck  üIxt  die  ..Kurve*  hin.ui.s 
mehr  cingchchlos^iene  l^lachcnteil  i^t  stets  gleich  dem  von  der  „Kurve"  über  das  Rechteck 
hinaua  einges<^loaae«ien  (in  Fig.  02  durch  Scbraffur  angedmitet  für  daa  Jahr  1905), 
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Fig.  62. 


Auch  hierfür  haben  wir,  weil  es  sich  um  Mittelwerte  handelt,  zum 
Auftragen  derselben  die  der  Jahresmitte  entsprechende  Abszisse  ge- 
wählt, die,  \^ie  schon  gesagt,  nur  dann  als  solche  Bedeutung  erlangt, 
wenn  man,  wie  in  obiger  Fig.  62,  die  relative  Lage  der  zur  Mittelwert- 
Ordinate  gehörenden  Jahreszeit  nach  Ausdehnung  von  Jahresanfang 
bis  -ende  anzugeben  gezwungen  ist. 

Wie  die  Jahresmittel  werte  und  ihre  Kurve"  II  zu  den  Monats- 
nuttelwerten und  ihrer  „Kurve**  I  verhalten  sich  letztere  zu  den  Tages- 
werten, deren  Angabe  hier  umgangen  ist;  ihr  graphisches  Bild  wäre 

U* 
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eine  um  die  Kurve"  I  als  ..Achse"  in  wietltruni  kleineren  V^erliält- 
nis8en  oszilliereude  „Kurve",  vie  es  der  Linienzug  I  gegenüber  II  ist. 

JiMhh9  We/iprodukHon  ui  Knpht  wm»  1990  hi$  im 


Fig.  88. 


Auch  über  Prodi!  ktiuiisiii(>nLrc  ciiu's  Stoffts.  die  hier  für  die 
Jährlich  erzeugte  Kupformcn<;cM  in  Kiir.  <)3  voransrhanliclit  ist, 

die  \'e r L'rö Lk-r  u  n eines  Ma t eri al  b»'.s t a  n  - 
SchaubiUdBrLMiungen  ^es,  wie  in  FIl'.  b4  des  deutschen  undenL^- 
^•t  dwUehM  und  eng» 


//fcAen  Sehiffbmn» 

(mna^hBlich  der  auf  Re- 
ghnmfßwerften  fterg^tteUten 

Schiffe) 


lischen  Sehif  fsba  ucs-) ,  über  die  Zuuahinc 
der  j<ährlieheii  Kuergieabgabe  (Belastungsdia- 
granim)  oder  der  installierten  Lampen  oder 
Moton-n  ( Ausclilußdiagranini)  eines  Elektrizi- 
tätswerkes, der  Einw  oliiuTzahl  eines  ()rt"s 
usw.  usw.,  kurz  über  jede  .statistisch  aufgenom- 
mene, in  bestimmten,  meist  gleichen  Zeitab- 
schnitten verzeichiiete  veränderliche  Größe  läßt 
sich  auf  diese  Weise  ein  übersichtlicheres  Bild 
ihrer  Verändening  gewinnen,  als  es  in  Tabellen- 
form möglich  ist. 

Auch  für  Fälle,  für  welche  beliebig  nahe- 
liegende Zwischenwerte  existieren,  wie  dies  z.  B. 
ausnahmsloB  bei  physikalischen  oder  che- 
mischen  bzw.  technischen  Vorgängen  zu- 
trifft, findet  man  sehr  gern  als  Mittel  zur  Ver- 
anschaulichung des  Vorganges  einen  Pol  y  go  n  - 
zug,  tuisere  „Spitzen**-  oder  „Eckenkurve**  angewendet,  die  durch 

Vgl.  „Statistische  ZusamnieaHtellungen  der  MclüUg>\stUttdiajt"  UHU  und  lüil, 

8.  ZIV. 

S)        Zeitschr.  8uM  und  Eiten  (8t.  u.  E.)  1911,  8.  122. 


Fig.  Ül. 
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geradlinige  ^Vr})indung  der  verhältnismäßig  w(  iiigen,  durch BeobaohtUDg 
und  Messung  festgestellten  Meßpunkte  entsteht. 

Für  sich  allmählich,  nicht  plötzlicli,  sprungweise  ändernde  Größen, 
wie  sie  bei  Xat  u r  Vorgängen  stets  auftreten  imd  anders strenggenom- 
iiK-n  überhaupt  nicht  möghch  sind,  bleibt  aber  diese  Spitzenkurve  als 
Darstellung  einer  Funktion  stets  eine  ganz  rohe  Annäherung  an  die, 
im  Grunde  genommen,  auf  ihrer  ganzen  Aus<lehnung  spitzen-  und 
eckeulos,  gut  ausgeglichen  verlaufende  Fuuktionskurve. 


Fig. 


Als  Beispiel  für  (Uesen  Fall  zitieren  wir  in  Kig.  65  den  in  der  Zeit- 
M-hrift  Stahl  und  Eisend)  dargestellten  Verbrauch  an  elektrischer 
Energie  von  einem  Hüttenwerk  wälircnd  4  Tagen  und  Nächten, 
konstruiert  auf  Grund  der  stündhchen  Mittelwerte. 

Man  pflegt  überhaupt  noch  oft  die  geradlinige  Verbindung  von 
derartig  bestimmten  «jFunktionspuniten"  anzuwenden,  selbst  in  F^en, 
wo  ein  Hinduiehziefaen  einer  gekrümmten  Ausgleiohslinie  als  Funktions- 
kurve nicht  schwer  ist,  wie  es  &  ^ 


namentlich  bei  physikalischen  und 
chemischen  bzw.  technischen  Na- 
turvorgängen(Experjmentai)eben- 
80  nahe  liegt. 


Wie  aus  Fig.  66  leicht  her- 
vorgeht, könnte  man  mit  mindestens  gleichem,  weiui  nicht  größerem 
Recht  eine  stets  gekrümmte  eigentliche  Kurve  durch  all  die  Meßpunkte 

8t  Q.  E.  1911,  8.  1O02. 
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ziehen  iiacli  Art  der  gestrichelten  Linie  ixier  in  noch  größerer  Abrundung 
eine  ausgleichende  ,, Mittellinie"  nach  der  strichpunktiert  gezeichneten. 

Von  den  ersten  beiden  Fällen  dürfte  wohl  im  allgemeinen  dem 
zweiten  größere  Genauigkeit  mit  etwas  mehr  Mühe  für  gute  Heistel- 
long  BDSoaeiifeibea  sein,  wählend  der  dritte  BUl  der  „Total- Aiu^chs* 
knrve"  mehr  sor  Anwendung  kommt,  wenn  die  au^eeelohnetati  Punkte 
zum  voraus  als  sehr  unsicher  festliegende  bekannt  sind  und  das  Ziehen 
einer  den  Zusammenhang  IdSnnden,  devtliohen  linie  durah  alle  an- 
gegebenen Punkte  faat  oder  gans  cur  ünm<Sg|iohkmt  wird  (wenn  z.  B. 
zur  gleichen  Abszisse  Tereohiedene  Punkte  gehören  oder  sieh  dieselben 
sonst  für  diesen  Zweck  Ungunst^  verteilen  oder»  wie  in  Fig.  64  und  56, 
eidrückend  viele  Punkte  vorliegen). 

So  finden  wir  z.  B.  in  der  AlMecfti».  ZeUtdur,  1908,  S.  1293 
Lichtst&rke  und  spezifischen  Bnergieverbrauch  einer  Osram- 
lampe  zu  32  Hefnerkerzen  Lichtstärke  und  für  122  Volt  Betriebe- 
Spannung,  sowie  Spamiung  und  Stromstärke  in  Abhängigkeit  von  der 
Brennzeit  in  solchen  ,,Polj'gonkurven"  angegel)en,  wenn  schon  aus  der 
Natur  der  Dinge  sofort  klar  ist,  daß  nur  in  allmählichen,  sicherlich  meist 
von  der  Geraden  abweichenden  Änderungen  die  Größen  zu  den  in  den 
Meßpunkten  abgebildeten  Werten  gelangt  sind. 


CharakiBPistisch«  Linhn  einer  elek- 
trischen Glühlampe 


Zahlen  werte*). 


%9 


A  ,  HK  W/HKiStd. 


119 

118,5 

119 

120 

121.5 
120 


0.36 
0,36 
0,36 
0,37 


.37.74 
3i»,0O 
42.07 
40,90 


1.135 
1.09  s 
1,01« 

1.08^ 

1.06, 
1J4, 


0,375  4- 
0,37J  39.26 
120   I  0,37ft  41,21  I  l,09i 
117     0,3A   33,78  I  14^« 


120 

120 
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121 
120 


0.37 
0.37 
i  0,37 
*  0,37 
10.37 
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36,98 
37,70 
37,24 
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1,20 
1,'2»J 
1,18 
1,20 


0 
100 
200 
300 
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600 
700 
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900 
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1100 
1200 


m  m  m 

FIr.  «7. 

£s  bedeut^-n: 

HK  =  Hefnerkerzen  Maßeinheit  für  die  LichtHtürki-, 

V  =  Volt  ..  „     „    elcktr.  TvimjK'n-ijmnmmg, 

A  ~  Am|XMx*  „  „  den  Struiu  in  der  Lampe, 

W/HK  s:  Watt  pro  Hefnericerze       „  den  elektr.  Effektverbrauoh  in  der 

Lumpe, bewgen  auf  die  LiditetSrke. 
Std.  =  Stunden  „  die  Brenndauer  der  Lampe. 


^)  Vom  Verfasser,  Herrn  Otto  Brandt  in  CKtmnÜt  fveon^ob  sngeiteUt. 
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Wie  aelir  aoh  mit  abnehmender  Distanz  der  Meßpunkte  die  gerad* 
linige  Verbindung  derselben  dem  wahren  Kurvenbüde  nihert,  läßt 
deatlioh  Fig.  68^)  er^ 

kennen,  diesiebeieits         Wtdftanäucklafkyrf,9  mM9oUich0n 
ans  yerhaitnism&Oig   ^  Körpern 
Ueiner  Entfernung 
snm  Teil  als  lort- 
danemd  geikrfinimte 
linie,  als  eigentliche 

Kurve  erscheinen 
läßt.    Sie  stellt  die 
Veränderung  des 
elektrischen  Wi- 
derstandes vom 

menschlichen 
Körper  in  Abhän- 
gigkeit von  der  Zeit 
dar,  und  zwar  für  einen  35 -jährigen  Mann  während  des  Schlafes, 
zu  Zeiten  nervös  erregt  durch  äußere  (Geräusche. 

f'ber  die  Beobachtungen  der  elektrischen  Betriel)sverhältni.SvSe  eines 
Zuges  in  Abhängigkeit  vom  Orte  auf  der  Fahrstrecke  bzw.  vom  Ab- 
stand vom  Ausgaugspuukt  nach  dieser  Art  gibt  Fig.  69^)  Aufschluß. 

f iy#6jr/«t«  emer  ^BnueMakrt  mit  e/iiesi  Zvg*  won  80  i 


FlR.  68. 


t(i¥  ttirfdw  Stfteln  CnBuhf — Com-^in  dw  e/ekfr.  Bahn  Freibyrg—^iM 

I     I     I      I     I     I      I  I     I     1     I     I     I      I     I  '     '      '  ~ ' — r  ~Tr  ' 


dOO  HO 


')  Aus  Schrei:,  rl«che  Eh ktrotechniteke  Zeätehriß  (S.  E.  Z.)  1906,  8.  862.  363. 
S)  VgL  £.  K.  u.  B.  1906,  S.  40. 
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Schone  Beispiele  für  die  Verbindung  der  Meß  punkte  daroh 
mfiglidiBt  angepaßte  krnmme  Linien  zwecks  bester  Annäherung  an 
die  wirkliche  Kurve  gibt  Arnold^)  in  bcmen  aufgenommenen  Feldkurven, 

Fß/d  in  der  KommtiiitnuigtMoaB 
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Fl«.  70. 

von  denen  in  Fig.  70  eiue  vorliegt.  Sie  gibt  Au&chlnß  über  die  Ver> 
änderiiehkeit  der  Stärke  des  magnetischen  Feldes  vor  dem  Polschuh 
eines  sog.  Wendepoles  (von  der  eingetragenen  Breite       einer  elek- 

trischen  Gleichstrommaschine. 
Magneiisierungikurven  Auch  den  wirklich  vorlie- 

genden  Tatsachen  entsprechend, 

nicht  mehr  und  nicht  weniger 
sagend,  nur  aufgezeichnete  Meß- 
punkte ohne  hinzugefügte  Ver- 
bindiings-  oder  Ausgleichslinie, 
finden  sich  in  der  Literatur, 
so  z.  B.  die  Angabe  der  Mag- 
n  e  t  i  s  i  e  r  u  n  g  8  k  u  r  V  e  nach 
Fig.  71*). 


»oee 


19OC0 


SOOO 


^/npereti-.'rr&u  ni^r/y  fCm 


Wie  sich  ans  obigen  Be- 
~^  trachtnngen   bereitB  einsehen 
^^P^'^^^^^^cm  iäßt,istdiePolygonKmealsDar. 

Stellung  eines  FunktioDBverhaH- 
nisses  meist  da  angebracht,  wo  eine  Kurve  sls  krumme  Linie  mit  nicht 
besserer  oder  gar  schlechterer  Annäherung  an  die  wirklich  zu  erwartende 

^)  Prof.  Dr.'Ing.  E.  Arnold:  „Arbeiten  aus  dem  Elektroleohn.  Inütitut  der  groft- 
henogi  teohn.  Hoohsdliiile  Fried«iiciMia  tu  Kariarahe**  1906/00,  .8.  S2. 
^)  vgL  £.  T.  Z.  1908,  S.  833. 
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Kurve  duioh  die  fes^gestellteii  Punkte  zu  zieheo  ist,  vas  namentlieh  auch 
datm  der  Fall  ist,  wenn  doli  die  Punkte  in  vocUUtniBmäßig  großen  hori* 
zontaten*)  oder  vertikalen')  AbstSnden  folgen.  Auch  wird  als  einfachste 
Verinndungslinie  die  geiadHnige  Verlnndung  fiberaU  dort  bevorzugt  sein, 
wo  die  weniger  bekannten  Punkte  a]s  ganz  genaue,  eventuell  gegebene 
Angaben  festliegen  im  Gegensatz  zu  Punkten,  die  mit  Fehlem  infolge 
Bestimmung  aus  Versuchen  mittels  stets  mit  Fehlem  behalteten  Ab- 
lesungen veisehen  sind  und  daher  nur  mit  mehr  oder  weniger  grofier 
Annäherung  als  Kurvenpunkte  zu  betrachten  sind,  oder  auch,  wo  die 
aUiSngige  Variable  als  Schwankungen  ausgesetzte  GrOfie  zum  voraus 
bekannt  ist.  Die  geradlinige  Verbindung  der  Punkte  zum  „Funk- 
tionspolygon", wie  man  dies  nennen  könnte,  wird  daher  in  erster 
Linie  bei  Darstell mipon  statistischer  Natur  zu  treffen  sein.  Da«  Feld 
d^  „ausgleichenden  Mittellinie",  der  „mittleren  Funktionskurve"  ist 
die  graphische  Darstellung  von  mittels  Versuchen  (gewonnenen  Funk- 
tionsvorhältnissen, ^^  eiche  stets  mir  eine  gewisse  beschräi\kte  Genauig- 
keit Iji'iinspnuhen  kaiin,  die  aber  für  alle  ihre  Punkte  im  Gegensatz 
zum  Polygon  die  nämliche  ist  und  mit  \'orteil  gestattet,  mit  ziemlich 
gleicher  Annäherung  bzw.  Genauigkeit  überall  auf  dem  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  entsprechenden  Intervall  Funktionswerte  durch  Ablesung 
zu  entnehmen. 

Als  eigenartiges  Beispiel  besonderer  Art  neinu  ii  Avir  hier  nwh  den 
von  den  Üi8en>)nhnern  bevorzujjten  graphischen  Fahrplan,  für 
welchen  wir  hier  als  Beis])iel  den  im  Winter  1911 '12  vdii  der  elektri- 
schen Bahn  Stansalad — Engelbery^i  zur  Auwendung  gelangten  in 
Fig.  72  zitieren. 

Trägt  man  nämlich  die  durchhmfene  Strecke  und  die  zu^iehöritro 
Fahi^^eit  eines  Eisenbahnzuges  auf  /uei  /.lu maiider  senkrechten  Aclisen 
in  bcHcbig  gewählten  Maßstäben  auf,  wobei  jedocli  nur  Ankunft  inid 
Abgang  in  den  Stationen  als  Kontrollmomente  gewählt  werden,  so  er- 
halt man  durch  geradlinige  Verbindung  ihrer  graphischen  Bilder,  der 
Mefipunkte,  eine  graphische,  angenäherte  Darstellung  des  Zusammen» 
hanges  von  Fahrweg  und  Fahrzeit  aus  der  zu  jeder  Zeit  in  der  Größe 
des  eralereu  der  Ort  des  Zuges  entnommen  werden  kann.  Da  die  Halte- 
steUen  stets  in  i^iohem  Abstand  voneinander  bleiben,  also  auch  von 
der  Ausgangsstation,  so  bleiben  auch  die  ihren  Abstanden  entsprechen- 
den, auf  der  Oidinatenachse  abgetragenen  Strecken  stets  von  gleicher 
Länge.  Die  den  in  einer  bestimmten  Station  ankommende  Zügen  ent- 
spiechenden  Bildorte,  für  zwei  zusammengehdrige  Werte  von  Zeit  und 


^)  Vgl  S.  140,  LängenprofU. 
')  Vgl.  Fig.  66,  8.  165. 

S)  Vgl.  SOkwtiuritehe  Bauzeihtng  1699.  Bd.  XXXIII»  S.  1*2«  oder  Broschüre  der 
JuG.  Br<own,  Bönen  S  Cie.,  Baden,  Schweis. 
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diuohUuf ener  W^trooke,  fin- 
den aidh  daher  stoto  auf  einer 
Paralleleii  zur  (horisontalen) 

Zeitachse. 

So  befindet  sich  z.  B.  Zog 
Nr.  1,  dessen  Fahrverhältnisse 
in  der  mit  „1"  angeschriebe- 
nen Linie  wiedergegeben  sind, 
zur  Zeit  7''3<)"'  morgens  in 
Haltestelle  Stansstad,  fährt  zu 
dieser  Zeit,  deren  Minuten  — 
weil  sie  aus  der  Zeichnung  nicht 
gut  exakt  zu  oiitnehmeMi  sind 
und  um  diese  auch  von  zu  gro- 
f3er  Genauigkeitsforderung  zu 
entbinden  an  diesem  Ort 
angeschriclHMi  sind,  dort  ab 
und  kommt  um  7^47"'  zur 
»Station  der  Slanserhorn-Bahn 
und  um  7^' 48"'  nach  Stana, 
wo  er  3  Min.  Aufenthalt  hat, 
um  7''öl'"  weiterzufahren  und 
7'' 57"'  in  Oberdorf  anzukom- 
men usw.  Er  erreicht  sein 
Ziel  in  Engdberg  um  9^13". 
Ein  ihm  entgegenfahrender 
Zug  Nr.  2  verlSSt  Enytlberg 
um  6^30""  und  eneicfat  Slam 
um  T'^Sl"',  welche  Station 
dieser  nach  2  Min.  Aufenthalt 
wieder  verlaßt,  um  die  End- 
station StauMstad  um  8''5"'  eu 
eneichen.  Wie  eisichtlieh, 
kreuzen  sich  die  beiden  Züge 
in  8lan8,  nämlich  an  der  Stelle, 
wo  zur  gleichen  Zeit  beide 
Züge  am  gleichen  Orte  sind, 
also  hier  gleiche  Ordinate  ha- 
ben, zur  Zeit  7*"  51™.  Und 
diese  KreuzungsstcHc  ist  ge- 
rade dort,  wo  sich  die  beiden 
gebrochenen  Linienzüge  „1** 
und  „2"  schneiden;  denn  der 
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Schill Lipuiikt  iiat  für  beide  Liiueu  gieiciiwertige  Abszitiseii  und  Urdi- 
naten. 

Wie  hieraus  hervorgeht,  ist  es  mittels  der  graphischen  Zeichnung 
aufierordeiitliidi  leicht»  «Üe  Kxeuzungsstelleii  und  ämn  g^Origen  Zeiten 
kennen  su  lernen:  Übereil,  wo  sich  swei  solche  linien  schneiden,  haben 
w  eine  Zugkreuzung,  sei  es,  wie  hier  und  sonst  bei  eingeleisigen 
Bahnen  nur  mflglieh,  auf  den  Stationen  oder  bei  DoppeLspur  swisohen 
denselben  (vgl.  die  drei  Kreuzungen  von  Zug  7  in  Wo^emehi^m, 
QrafmoH  und  ObtmuM  mit  den  Zug^n  Nx.  8, 208, 10).  Obige  Darstellung 
lehrt  aueh,  daß  alle  linienzuge»  die  von  unten  links  nach  oben  rechts 
▼eriaulen»  Zügen  entsprechen»  welefae  ui  Richtung  8UmMUd — Engd' 
berg  fahren;  die  linien  von  oben  links  nach  unten  rechts  geben  Zuge 
Enf/dberff—Skmuiad  an. 

TabBihn-Dar Stellung  des  fahrp/anes. 

Eiakiriaclie  Bahn  stanssta^EncallMrf 
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MmmM       511  7"       12<"  8>*         "711  Si± 
MMO       •»  6il  7»  10»  2»  4»  «ill  ("ttil 
*  Vom  IS,  Oktober  bis  81.  Min.  ■  Bw  1&.  Oktober  und  vom  1.  April  an.  ^  Vom  1.  April  «n. 


Auch  die  Geschwindigkeit  des  Zuges  auf  den  verschiedenen 
Strecken  laßt  sich  mit  Leichtigkeit  in  genügender  Genauigkeit  ablesen. 
Fahrt  der  Zug  langsamer,  so  braucht  er  zur  Zurücklegimg  des  Weges 
zwischen  zwei  Stationen  eine  größere  Zeit,  im  Bild  wird  dann  die  Zeit- 
*^'"t^T'T  der  beiden  Stationspunkte,  d.  h.  die  Abszisse  in  obiger  Dar- 
stellung, eine  größere  sein  bei  gleichem  Ortsabstand  (Ordinate);  dann 
wird  aber  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte,  welche  Ankunft  und 
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Al)gang  des  Zuges  in  den  Endpunkten  der  i-ahif-treeke,  den  benach- 
barten Stationen,  angeben,  eine  größere  Neigung  erhalten.  Sie  ist  ja 
H  ypotenuse  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck,  dessen  horizontale  Kathete 
größer  ist  bei  kcnutanter  vertikaler  Kuthete  und  muß  daher  sohrSgefr 
verlaufen  mit  wachsender  Zeitkathete  oder  Fahneit.  "Wfat  können  daher 
schließen,  daß  je  geneigter  die  Strecken  im  graphiBofaen  Fahrplan 
sind,  um  so  langsamer  der  Zug  fährt,  und  um  so  steikr  sie  liegen,  um 
so  größer  die  mittlere  Geschwindigkeit  desselben  auf  dieser  Strecke  ist, 
womit  sich  auch  die  Unregelmäßigkeiten  des  Twrains,  wie  Steigung,  Ge- 
falle, stärkere  und  kleinere  Kurven,  zu  denen  die  Geschwindigkeit^grOfie 
in  bekanntem  Verhältnis  steht,  leicht  erkennen  lassen.  Indertat  seigt 
sich  dies  auch  deutlich  in  unserem  Bilde,  wo  sich  die  steilere  Zahnrad- 
strecke  zwischen  den  Stationen  ObermaU  und  Cßtent  mit  viel  kleinerer 
Fahrgeschwindigkeit  durch  mehr  geneigte  Linien  bemerkbar  madit. 

Wir  sagen  ausdrücklich  mittlere  Geschwindigkeit,  denn  nur  diese 
läßt  die  Darstt  lluiiL'  erkennen:  die  Wegstre<^  VOn  Hldt  zu  Halt  divi- 
diert durch  die  bei  Zurürklcirung  dcisclben  vergangene  Zeit.  Sie  ent- 
spricht bekanntlich  auch  der  Gescliwindigkeit  eines  Zuges,  der  mit 
konstanter  Geschwindigkeit  den  gleichen  Weg  in  der  gleichen  Zeit 
•  zurücklegen  würde.  Innerhalb  dieser  Strecke  von  Station  zu  Station 
kann  unser  Zug  also  noch  bedeutend  höhere  oder  auch  kleinere  Ge- 
sehwindigkeiten  erreichen,  die  aber  oft  wech^^ehi  und  von  Zufälligkeiten 
in  hohem  Maße  abhängig  sind  und  dalier  auch  uninöglicli  auf  längere 
Zeit  liJnaus,  wie  es  der  Fahrplan  verlangt,  genau  festgelegt  wenieu 
konnten.  7>ie  «jereichnete  gerade  Linie  ist  die  Ausgleichslinie  der  uii- 
icgeliniißig  g<'Nsundenen  Kui\  ('  der  Wirkhehkeit.  Für  (U-n  BaJudn-trieb 
kununl  ahei'  \ni-  allein  eine  genaue  Angabe  von  Ankuntt«-  und  Ab- 
gangszeit und  der  Krenzungsorte  der  Züge  in  Betracht,  die  beim  graphi- 
schen Fahr|ilau  verniitlels  kleiner,  den  Linien  beigesetzter  Zahlen  leicht 
auf  die  Minute  genau  al>zulesen  sind;  dazu  kommt  hier  eine  übersicht- 
liehe Anguhc  der  Bewfgungsverhältnisse  nicht  nur  eines  Zuges,  sondern 
auch  zugleich  aller  anderen  Züge,  wie  es  keine  Darstellung  besser  ver- 
mag, als  die  graphische;  können  wir  ja  aus  dem  graphischen  Fahrplan 
mit  einem  Blick  die  Anzahl  der  zu  einer  bestimmten  Zeit  in  Bewegung 
befindJidien  Züge,  ihre  Bewegimgsrichtung,  mittlere  Schnelligkeit,  Kreu- 
zungspunkte und  noch  mehr  herauslesen.  Er  bietet  Vorzüge,  die  der  vom 
großen  Publikum  gewöhnlich  benutzten  TabeUendarstellung  in  den  sog. 
Eisenbahn-Kursbüchern,  die  wir  zum  Vergleich  für  diese  Bahn  auch 
angegeben  haben*)  (8.  171),  mit  unübersichtlichen  ZsMenreihen  nie 
auch  nur  angenähert  erreicht  werden  können.  Kein  Wunder,  wenn  er 
beim  Fachmann  ausnahmslos  vorgezogen  wird. 

Eutuummen  aus:  Bürkii,  Kursbuch,  ,,Ki'ifst'l  ejik-itcr  für  die  Schweiz,  Wintor- 
Mison  1911/12",  S.  123. 


Diqitized  by  Google 


§  Ii,  Vennschauüchaiig  der  Funktion.  173 

Auch  die«  ist  w  ieder  eines  der  schlagendsten  Beispiele  füi*  die  Über- 
legenheit der  graphischen  Darstellung  einer  Funktion. 

Im  beflondraen  flind  aaoh  die  von  den  Bog.  regia trierenden  In» 
strumenten  aufgezeiehneten  „Regieirier kurven"  reine  graphische 
Funktionsdarstellungen,  in  denen  meistens  die  Zeit  als  Argument  und 
AbsBuse  gew&hlt,  als  deren  Funktion  irgendeine  andere  Größe,  in  der 
OidinatenlaDge  smikrecht  zu  dieser,  angegeben  und  aufgesEeichnet  ist. 

So  wird  z.  B.  beim  Limnigraph  die  variierende  Höhe  des  Wasser- 
spiegeis  (Wasserspiegelbewegung),  die  an  einer  bestimmten  Stelle  des 
Flusses  oder  Sees  auftritt,  automatiseh  auf  einem  sich  mit  konstanter 
Geschwindigkeit  fortbewegenden  Paikierstreifen  mittek  eines  Schieib- 
stiftes (Feder)  aufgezeichnet,  der  seinen  Abstand  von  der  Abszisse  in 
fester  mechanischer  Bewegung^verbindung  (durch  Rollen  und  Xäsen* 
fldmüre  od.  dg|.)  mit  der  Wasserspiegelhöhe  proportional  dem  Wasser- 
stand ändert.  Auf  dem  Streifen  entsteht  damit  ein  ununterbrochener 
Linienzug,  dessen  Ordinaten  sich  als  Funktion  zu  der  von  einem  Punkt 
des  Streifens  zuriu  kjL];<  l«  titen  Weglänge  darstellen.  In  gleichen  Zeiten 
legt  der  Streifen  gleiche  Wege  ztirück  und  man  karui  daher  seinen  Weg- 
längen auch  Zeitintervalle  der  el>enfaUs  gleichförmig  f(»r1.s(]n<  it(>nden 
Zeit  zuordnen.  Tut  man  dies,  indem  man  die  Punkte  auf  der  Abszia^e, 
der  geraden  Linie,  die  der  Stift  beschreibt,  zeichnet,  markiert ,  welche 
der  Streifen  unter  dem  Zeichnungsstift  in  Ijestimmten  Zeit  abständen 
zurücklegt,  so  erhält  man  auf  der  Abszisse  die  graphisciie  J>arstellung 
der  Zeit,  der  Zeitintervalle  und  Zeitminkte.  zu  denen  die  verschiedenen 
Wasserspiegelhöhe n  fj'^liurfM.  Mit  ancleien  Worten:  Man  erhält  die 
graphische  Darstellung  des  Wasserstandos  in  Funktion  der 
Zeit. 

Zur  praki.i^^ehen  \'er\\  ii  kliehung  dieses  Zieles  erfolgt  meistens  die 
Zuordnung  tier  behtimmteii  WVglängen  des  Papierstreifens  zu  eut- 
ftpreehenden  Zeiten  in  der  Weise,  daß  man  einen  —  auf  der  Atisziösen- 
aclise  nach  der  Zeiteinteilung,  in  M  iikrechter  Kiehtung  zu  die.ser  nach 
der  Deziniak  niteilung  —  bereits  eingeteilten  und  linierten  Papierstreifen 
unter  dem  Schreibstift  sich  vorbeibewegend  anbringt.  ])ie  genau  kon- 
stant gehaltene  Bewegungsgeschwindigkeit  des  Streifens  (hervor- 
gebracht durch  ein  Gewicht,  welches  am  Streifen  zieht  imd  durch  ein 
Uhrwerk  reguliert  wird,  oder  durch  Aufspannung  de«  Streifens  auf  eine 
duxoh  ein  Uhrwerk  bewegte  Trommel,  oder  durch  Ab-  und  Aufwick- 
lung des  ausgespannten  Streifens  zwischen  zwei  durch  einen  Uhm^erk' 
mechanismuB  bewegten  Rollen)  ist  so  gewählt,  daß  der  Stift  die  an- 
geschriebenen Zeitlinien  so  berührt,  daß  die  tatsächlichen  Zeiten  mit 
dem  BSntreffen  des  Schreibstiftes  auf  diesen  Linien  jeweils  genau  über- 
einstimmen. 
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Die  Zeichenflärhe  ist  hior  ein  Zylindermantel  oder  auch  ein. 
fortschreitend  bc\\egics  Band. 

So  zeigt  uns  z.  B.  Fig.  73^)  eine  Darstellung,  die  uns  ein  solches 
Funktionsbild  in  starker  Abezissenverkürzung  «ied«i:(^bt. 
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Der  selbstaufzeichnende  Geseh\\indigkeit8mee86r  {^Qxhogirafhk)  gibt 
die  Kurve  der  Geschwindigkeit  des  Fahrsevges  in  Abh&ngig* 
keit  von  der  Fahrseil  an. 


Geschwindigkeit  sdiagramm 
der  slektrischen  Bahn  Bellinzona — Mesocco 
ßergfahrf, 


1 1 1 1  i  II  4  I  ^  I   I    \  I 
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Flg.  74. 

Als  Beispiel  hierfür  geben  wir  in  Fig.  74  die  Kurven  an,  welche 

durch  den  Geschwindigkeitsmesser  ,Ter'  für  einen  Mötoren-lMebwagen 

der  elektrischen  Bahn  Bellinzona — Mesoeeo*)  bei  einer  Fahrt  anf  dieser 

Strecke  aufgezeichnet  wurden. 

Wie  :ius  der  Bemerkung  der  Reisezeit  und  Fahrzeit  (das  sind  hier  einer- 
seits die  von  Aiifanjr^-  bis  KnrJstation,  andererseits  rs'irdie  von  flrn  Kurven  über- 
deckten Lünpen  der  Ab.'</.is.«;enaeh.se)  liervorgeiit,  bedeutet  der  Abstund  zweier 
Punkte  (um  OrigiuabStreifen  3  mm)  die  Zeit  einer  Minute.  Die  Zahlen  für  den  Ge- 
schwindigkeitsmafiBtab  auf  den  mc  Abszissenscbae  parallelen  Linien  sind  bei 
Bahnen,  wie  üblich,  in  Kilometern  pro  Stunde  zu  verstehen. 

>)  Vgl.  E.  K.  u.  B.  11MJ8.  S.  310. 
*)  Vgl.  E.  K.  u.  B.  1909,  8.  89. 
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Fig.  7öM  zci^'t  oiiM'Ti  Diagrammausschnitt  cino-;  '^rlb^tsohreibonden 
Gasdruckmrsscrs  ctiK  i  flocliofengasreiniping,  der  nach  der  ächema« 
tischen  Darsteiiuug  vou  jbig.  76^J  arbeitet«. 

Diagrammausschnitt  eines  schreibenden  Druckmessers  an  einer 

Hochofengttsreinigung 


Die  registrierenden  Instrumente  geben  uns  in  der  so  aufgezeichneten 
Korre  die  vollkommenste  graphische  Veranschaulichung  der 
Funktion,  da  zur  Herstellung  derselben  nicht  nur  einige  wenige  auf- 
gezeichnete Punkte  benutzt,  sondern  fortlaufend  i 
Punkte  der  Kur\e  unter  dem  \'olleii  Einflüsse 
des  stets  arbeitenden,  messenden  Instrumentes 
aufgezeichnet  werden.  Diese  bo  erhaltenen  Funk« 
tkuuibflder  geben  mfl  daher  »ueh  f6r  alle  Ar- 
gomentwerte  zuTerläsaig  und  aioher  den  zuge* 
hörigen  Funlctionswert  mit  der  größtmöglichen  ' 
Genauigkeit,  soweit  sie  im  Rahmen  der  Zeich- 
nung überhaupt  mö^ch  ist.  Nicht  umsonst  gel* 
ten  sie  heute  als  der  beste  Kon^lleur  dnes 
industriellen  Betriebes,  der  jede  Unregelmäßig- 
keit in  aufrichtigster  und  exakter  Weise  meldet 
und  über  jeden  Zeitmoment  der  Tätigkeit  gründlichen  Aufschluß  gibt. 

Auch  Fig.  77  a  undb*)  stellen  eine  sehr  oft  zu  treffende»  auf  gleiche 
Weise  gewonnene  Funktionskurve  dar,  die  uns  die  Stromstärke  zweier 
Bogenla  mpen typen  (einer  Conta- Lampe  und  einer  gewöhnlichen 
Differential- Lampe)  in  Abhängiiikeit  von  der  Brennzeit  dar- 
stellt; beide  I^nnpen  sind  gebaut  für  11  Amp.  und  110  Volt. 

Namentlich  in  der  unteren  Darstellung  für  die  DifferentiaMiampe 
ist  die  eigentliche  Kurve  sehuer  zu  erkennen  und  sind  gute  Ablesungen 
auf  ihr  fast  unmöglich.  Die  Zeichnung  läßt  nur  einen  rohen  Mittelwert 


5 

Fig.  76. 


Vgl.  8t.  u.  £.  1911.  6.  1758  u.  1755. 
*)  Vgl  E.  T.  Z.  1900,  s.  m 
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des  zeitlichen  Verlaufes  der  Stromstärke  erkennen,  l^urc  h  gioljere  Wahl 
des  Ab8zi8seiiinalistal)es.  also  schnelleres  Passieren  des  Papierstreifens 
unter  dem  zeichnenden  Stift  hat  man  es  jedoch  in  der  Hand,  auch  diese 
Kurve  so  leserlich  wie  die  obigen  zu  erhalten,  womit  aber  andere  Un- 
bequemlichkeiten, wie  ein  größerer  Streifenverbrauch,  häufigere  Be- 
diemmg  des  BegiBtratCHn  dmoh  Brnkgeii  neuer  F^pieratcdfen  new.  oder 
sonst  größerer  und  teurerer  Apparate  verbunden  sind. 


96  so 

Fig.  77«. 


tSMin. 


Amp 


In  dikatordiagramm 
eines  Viertakt-Gasmotors 


Eine  ebensolche  Angabe  tler  Funktion,  welche  den  Druck  auf  den 
Kolben  einer  Dampf-  oder  £x])l()sion8masehinr>  {Qasmoior)  in  Abhängig- 
keit vom  Kolbenwege  registriert,  fin- 
den uir  stets  im  bekannten  Indi' 

katordiagramm  (Fig.  78),  aus  dem 
sieh  die  an  den  KoHx'n  vom  Dampf 
oder  Cias  ahgegelu'ne  Arbeit,  die  sog. 
., indizierte  Tx'istung  '  der  Masehine.  Ik-- 
i'eelniet  und  \\eielu\s  hekanntlieh  den 
In  ^ten  Aufst  lilnlj  über  die  verborgen- 
sten Fehler  in  Konstruktion  und  Arbeit  der  Ma.schine  gibt. 

Da  viele  Meßinstrumente,  insbesondere  die  elektrischen  Spannungs-, 
Strom-  und  Leistungsmesner,  die  Funktionsgröße  durch  die  Größe  des 
AusHchlagos  (Winkel  gegenüber  der  Null-  oder  Ruhelage,  welche  der 
Zeiger  einnimmt,  wenn  das  Instrument  außer  Betrieb  ist)  der  um  eine 


Flg.  78. 
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fo^tp  Drehachse  beweglichen  Zeigernadel  angeben,  so  muß  demnach 
aiich  <lie  Instrumentenskala  der  durch  das  Zeigerende  beschriebenen 
Kurve  angepaßt  sein,  wenn  der  Zeigen  in  Jeder  äteiiung  eine  direkte 
Ablesung  gestatten  soll. 

Die  prinzipielle  Kmnchtung  einer  soiciien  Schreib-  oder  Registrier- 
vorrichtiing  zeigt  Vig.  79.  Steht  die  Trommel  stül  und  dreht  sich  der 
Sehreibhebel  (Zeiger),  so  l)eschreibt  die 
Schreibspitze  auf  dem  Trommelmantel  eine 
Kurve,  die  als  ürdiiiatenlinie  zu  gelten  —fr 
hat.  Würde  man  die  Trommel  um  gleiche 
Teile  einer  vollen  Umdrehung  nacli  und 
nach  rotieren  und  in  jeder  so  erhaltenen 
Stellung  immer  den  Schreibhebel  seinen 
Bogen  beochieiben  laasen,  so  erhielte  man 
die  nötigen  Qrdinatenlinien.  Die  Kieise 
auf  dem  Trommelmantel,  in  Ebenen  eenk- 
leoht  zur  Brehaohse  der  Trommel,  liefern 
die  AbsKiBsenlinsen.  Beide  Arten  von 
Linien  zusammen  ergeben  das  Koordina- 
tennetz. Man  wählt  dann  einen  der  Kreise  als  „Abezissenachse**  und 
eine  der  Ordinatenlinien  als  „Ordinatenaehse**.  Die  Punkte  der  enteren 
erhalten  die  Ordinate  0,  die  der  letzteren  die  Abszisse  0.  Ein  bdiebiger 
Punkt  hat  also  auf  dem  Trommelmantel  zwei  krummlinige  Koor« 
dinaten,  namlioh  die  entsprechenden  Kurvenlangen  von  Kreis  und 
Ordinatenünie. 

Die  Ordinatenlinien  sind  nun  durch  die  eben  beschriebene  Art  ihrer 
Entstehung  auch  mathematisch  bestimmt .  Nehmen  wir  nämlich  zunächst 
an,  daß  der  Sohreibhcbel  (bzw.  seine  Mittellinie)  sich  genau  in  einer 
Ebene  bewegt,  so  beschreibt  der  Schreibstift,  der  ja  zum  Sohreibhebel 
und  der  erwähntoa  Ebene  senkrecht  steht,  einen  Zylindermantel  mit 
einer  Achse  senkrecht  zur  Trommelachse.  Es  wäre  daher  theoretisch 
die  von  der  Schreibstiftspitze  beschriebene  Kurve  die  Durchdringungs- 
kuTve  dieser  beiden  Zylindermäntel. 

In  Wirklichkeit  wird  sich  die  Sache  dadurch  etwas  komphzieren, 
daß  der  Zeiger  (Sehreibhebel)  etwa.s  federt  währe>nd  seiner  Bewegung, 
damit  die  Schrei bstiftspitze  in  allen  ihren  Lagen  gegen  di<-  Trotniuel 
gleich  stark  angepreßt  sei.  Der  Hebelarm  biegt  sich  also  etwas  durch, 
weswegen  der  Radius  d»'s  Kreises,  den  ein  Punkt  des  Schreibstiftes  be- 
schreibt, sich  etwas  ändert,  je  nach  der  Stellung  des  Schreibhebela. 
Die  beschriebene  Fläche  ist  daher  nicht  mehr  genau  ein  Zyhndermantel. 
Doch  wird  die  Al)\veiehung  von  dein  letzteren  praktisch  nicht  in  Be- 
tracht kommen.  Dies  um  so  mehr,  als  dt  r  Zeiger  raeist  Ausschläge  im 
Betrage  von  nur  wenigen  Graden  im  Verhältnis  zur  vollen  Umdrehung 
Koestler-Tramer,  DUfereaUal»  u.  lutegralieclinuiiK.  I.  12 
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macht  und  daher  aucli  nur  ein  kleiner  Teil  jener  Fläche  zu  bernck- 
sichtigcn  wäre.  Aus  dem  gleichen  Cirunde  wird  für  eine  Kurve  auch 
nur  ein  schmaler  Streifen,  zwischen  zwei  Al>szis8eDlinien  (Parallelen 
zur    Abszissenachse")  gelegen,  verwendet  werden. 

Wickelt  man  dann  den  Trommelmantel  in  eine  F^l>ene  ab,  »o  werden 
dabei  die  Ordinatenlinien,  die  aufgezeichnet*'  Kurve  und  die  Zylinder- 
kreise, wie  bekannt,  in  ihrer  IJinge  nicht  geändert,  wolil  aber  geschieht 
dies  mit  der  Art  der  Kurven.  Sie  gehen  in  ihre  Abgewickelten  oder 
Verwandelten  über,  wobei  die  Abgewickelten  der  Kreise  parallele, 
gerade  Linien,  in  den  nachfolgenden  Hei.spielen  horizontal  gelegt,  sind. 

Da  aber  das  Stück  der  Ordinateiüinien  auf  dem  Trommelmantcl, 
das  für  die  gezeichneten  Kurven  nötig  ist,  auf  einem  schmalen  Streifen 
dea  Mantels,  wie  Fig.  79  zeigt ,  zu  liegen  kommt  und  dieser  sich  wegen 
seinfir  Sohmalheit  nur  wenig  voa  einem  ebenen  nntersoheidet,  der  seiner- 
seitB  -wieder  mit  geringem  Fehler  als  in  der  Tangentialebene  des 
Trommelmantels  befindlich  genommen  werden  kann,  so  werden  die 
Ordinatenlinien  mit  geringem  Fehler  als  Kreise  genommen  weiden 
dürfen.  Dasselbe  gilt  dann  auch  für  ihre  AbwicUmig.  In  dieser  er- 
scheinen daherdann  die  Ordinatenlinien  als  Kreisbogen  mit  gleichem 
Radius,  deren  Mittelponkte  aof  jener  Abszissenlinie  liegen,  die  sich  in 
der  Höhe  der  Zeigeraohse  befindet,  wenn  diese  senkrecht  zur  Trommel- 
aohae  steht. 


IfeHauf  der  Leistungsabgabe  einer  elektrischen  Station 


Flg.  80. 


Praktisch  werden  diese  Instrumente  empiriseli  geeicht,  d.  h.  man 
sieht  zu,  welche  Ausschläge  die  Sclircib.stiftspitzc  auf  dem  Zyllixli  r- 
mantel  maclit  bei  bekannter  BelastmiL'  <les  Instrumentes,  z.  B.  bei  be- 
katmter  Ijcistung,  wie  in  unserer  Fi^.  SO^).  welche  uns  als  erste  für  das 
eben  (Jesagte  als  \'eranschaulichung  dienen  möge. 

Nach  diesen  bekaimteu  Ausschlagswerten  des  Instrumentes  zieht  man  die 
Parallelen  siir  Abasi88en-(Zeit-)Aeh8e.  Für  gleiche  Dittermam  in  der  geseigten 
Größe  wenk'M  dir  zugthöri^reii  Parallelen  im  allgenicinoTi  nicht  gleiche  Abatinde 
be8itz<'n,  weder  auf  d<  in  Itou'eii  der  Ordinafeii.  noch  al>  senkrecht  gempR-nene. 
Das  hängt  vum  Inntrununt  ab  und  gilt  auch  im  gleichen  iSiuie  für  recht- 
winklig-geradliiiigf  Kordinatenachsen. 

^)  Vgl.  ZeUscUrift  des  Vertim  deutschtr  Ingenieure  (Z.  d.  V.  d.  1.)  1907,  S.  114{ 
E.  T.  Z.  1906,  8. 18. 
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ilg.  81^)  zeigt  UDB  ein  an  einem  elektrifloh  betriebenen  Ffliig  auf- 
genommenee  Diagramm  von  elektriaeher  Leistung  und  Span- 
nung in  Funktion  der  Arbeitszeit.  Deutlich  erkennt  man  die 
Schwankungen,  insbesondete  aueh  gsnau  die  Zeiten  der  Arbeitspausen. 


SpannungS'  und  LeitiungaverhäHnisse  an  einem  elektrisch  betriebenen  Pf  Zug, 


f  FiK.  «I.  — - —  ZeU 


Eine  genaue  Einsicht  in  die  Druck  Verhältnisse  vor  und  hinter 
einer  Abdampfturbine  während  einer  bestininiten  Zeit  von  11  Stun- 
den gestattet  die  Jßetrachtung  des  DiagrammabsclmitteB  der  Fig.  82*). 


,^   Diagramm  §ine»  KhM*fahnmmef9r9  von  einer  Mdampfan/age 


Wollte  man  toq  diesem  Koordinatennets,  das  also  krummlinige 
Qrdinatenlinien  besitst,  zum  gs^öhnliohen  übergehen,  wo  sie  geradlinig 
sind,  80  h&tte  man  die  Bogenlänge,  von  der  Abszissenachse  bis  zum 
betxelfenden  Punkte,  ans  dem  erstoren  Koordinatensystem  als  Strecke 
auf  die  gerade  Ordinatenlinie  in  letzterem  zu  übertragen. 

Eine  andere  Fmiktionsveranschaulichung  zeigt  Fig.  83*),  eben&lls 
aufgezeidmet  von  einem  registrierenden  Instrument,  dessen  ähnlich  wie 
oben  gelagerter  Zeichenstift  sieli  über  einer  Zeichenfläche  in  einem 
Kreisbogen  bewegt,  welche  Zeiohenfläche  eine  um  ihren  Mittel- 

»)  Vgl.  E.  T.  Z.  1909,  S.  239. 
2)  Vgl.  St.  u.  E.  1911   S.  1757. 
*)  Vgl  E.  K.  Q.  B.  1905,  8.  540. 
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punkt  drehbare  Kreissoheibe  ist.  Die  Lineatur  des  Flapiem  be« 
steht  eineneitB  aus  snm  Drehpunkt  der  Kreissoheibe  koosentrisoben 

Kreisen  i  deren 

^•rlauf  einer  SpannungskurwB  eint  Uebster  inner- 

500  KW-MebentcMuBmaMehinB  g^,.  j^i^^ 

„  Abezi  sseii  aohse" 
entspricht,  an- 
dererseits ans 
Kreisbögen  von 
gleichem  Radius, 
deren  Zentren  in 
gleichen  Abstän- 
den   auf  einem 
Kreise  liegen,  der 
zu  genannten 
Kreisen  auch 
konzentrisch  ist 
imd    durch  die 
Achse  des 
Schrcibhebels, 
als  welcher  meist 
der  Instrumen- 
tenzeiger  ausge- 
bildet ist»  geht. 
Der  Durchmes- 
ser des  letzteren 

Kreises  nnd  Badins  der  Kreisbogen  bzw.  des  Sohreibhebds  sind  so 
gewihlt,  daß  sich  die  beiden  Liniensysteme  mflgliohst  senkrecht 
durchschneiden.  Als  „Ordinatenachse**  wird  einer  dieser  Kreisbögen 
gewählt,  der  durch  den  Anfangspunkt  der  Zahlung  auf  der  Absnssen- 
linie  geht.  Die  Zählung  erfolgt  fiur  das  Argument  auf  der  Teilung 
des  innersten  Kreises,  welch  letztere  so  eingerichtet  ist,  daß  einer 
Peripherielfinge  gerade  die  Zeit  eines  Tages  entspricht.  Die  Scheibe 
dreht  sich  daher  in  24  Stunden  gerade  einmal  herum  und  muß  taglich 
ausgewechselt  werden.  Die  Ordinatenzählung  erfolgt  auch  auf  gedachten 
Zwischenordinaten  als  Kreisbogen.  Natürlich  kann  man  auch  diese 
Skala  für  h('liel)it:e  größere  Schreibdauer  einrichten,  indem  man  ent- 
weder dir  DrcliLMschwindigkeit  entsprechend  vermindert  oder  den 
Abszissenkreis  und  damit  den  ganzen  Papierring  der  Skala  größer  wählt. 
Diese  Instrumente  haben  daher  gegenüber  den  früheren  Registrier- 
apparaten den  bei  ihnen  iiin  <'rmoi<niclK'n  Nachteil  beschränkter  Skalen- 
lange,  wenn  man  ein  Ül>erdeckeu  der  aufgezeiclmeten  Funictionskurve 
vermeiden  will. 
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Auch  hier  haben  wir  ein  Koordinatensvstem  mit  krummUnigen 
Koordinatenachsen  tot  uns,  wo  also  die  Koordinaten  durch  Bog^- 
langen  auf  Kreisen  gemessen  werden. 


Statt  nun  tatsaobUoh  Torkommende  Momentanwerte  als  OrdinatSD 
aufisatragen  und  zu  einer  Funktionskurve  zu  vereinigen,  kann  man 
auch  nur  Mittelwerte  als  Ausgangspunkte  für  deren  Konstruktion  be- 
mitSEen  und  erhält  dann  eine  t,MitUkoeriskurve*\  wie  sie  in  einer  Art 
bereits  in  Fig.  62^)  angegeben  wurde. 

Besficr  pflegt  man  in  aolchen  Fällen  den  Mittelwert  als  konstante 
Ordinate  über  die  ganze  Ausdehnung  des  zugehörigen  Bereiches  des 
Argumentes  anzugeben  und  erhält  so  eine  graphische  Funktions- 
darstellung, deren  eingeschlossene  Fläche  sich  in  lauter  anein» 
andergereihten  schmaleren  oder  breiteren  reclitecki£;en  Flächen- 
streifen zeigt.  Die  Funktion^ „kurve"  besteht  in  diesem  Falle  als 
grobe  Annahfflmng  aus  einem  treppenförmigen  Linienzug,  zu- 
sammengesetzt aus  lauter  im  rechten  Winkel  parallel  und  senkrecht 
zur  Abezissenaohse  aneinander  gereihten  Strecken. 


ßefa9tung9/inie  der  ehkir/schen  Zeairait  eines  Huttenmerk99 


Ständliche  Belastung  in  Prozenten  der  gesamten  Leistung  der  Anträte 


71«.  84. 


So  zeigt  uns  Fig.  84')  die  Veränderung  der  mittleren  stfind- 
liehen  Belastung  des  oben  bereits  in  Fig.  zitierten  Hutten- 
werkes, ausgedrOckt  in  Prozenten  der  totalen  zur  Verfügung  stehenden 
Leistmig  desselben,  jeweils  (im  Gegensatz  zu  Fig.  66)  angegeben  als 
konstanter  Mittelwert  ffir  gleichviel  Zeit  (Vs  Stmide)  vor  und  nach  dem 
zngehOrigen,  dort  angegebenen  Homentanwert  der  Spitzenkurve. 

Fig.  86^)  zeigt  uns  die  nach  dieser  Art  auszeichneten  Bela- 
stungsverhältnisse einer  elektrischen  Zentrale  mit  Angabe  der 
täglichen  Mittelwerte,  also  genau  das  nämliche,  was  Fig.  66)  in  anderer 
Weise  sagen  will. 

s.  ir.3.  *)  vvi.  St.  11.  E.  um,  s.  1002. 

»)  S.  lOö.  *)  Vgl.  K.  K.  u.  B.  1908,  S.  240. 
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SehaubUä  des  Energieverbrauchs  (in  iCiiowattatunden)  der  e/ektfi»eä§n 
tOKSM     Straßettbahnen  zu  Freihurg  i.  B.  im  Jahre  1906 


ng.  86. 


Es  kann  auch  vorkommen,  daß  im  Bild  die  Breite  der  neben- 
einander liegenden  Streifen  ungleich  groß  aueföDt,  wenn 

bei  der  Bergfahrt  der  IHSneter  Schhieht-Bahe 


t 
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fi  ^ 


Offf  - 

mo  — 


MW 
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t 


Jßritt/m 


'  :  •■■  r  •  '  •  


nämlich  diT  ^littilw ert  auf  das  eingeführte,  konstante  Aifj^unient- 
intrrxall  (eitu's  Teiles  der  Abszisseneinteihing)  auf  zwei  (xler  mehr 
Intervalle  konatant  bleibt,  wie  es  z.  B.  aus  Fig.  86*)  hervorgeht.  Die- 

»)  Vgl.  E.  K.  u.  B..  190S,  S.  •2"t4:  auch  S.  E.  Z.  1«K»8,  S.  267.  Es  iixigt-  hier 
kurr  angedenti-f  müh.  dali  tiit*  im  Oripiiml  j:c\viililfr.  oft  getroffen©  Beseichnuilg 
„Stromverbrauch**  au»  IfiohtfalihcUen  Uründeii  nicht  korrekt  ist. 
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selbe  zeigt  uns  die  Größe  der  von  einein  berganf ahrenden  elektrischen 
Wagen  der  MünuteT'SehiuelU-Bakn  aufgenommenen  Stromstärke  in  Ab- 
hängigkeit von  der  Stolle,  wo  er  sich  befindet,  bzw.  von  der  Distanz 
vom  Anagangspnnkt.  Wir  hal>en  et  was  Ähnliches  in  anderer  Darstel- 
lung auch  schon  bereits  in  Fig.  69*)  keimen  gelernt. 

Diese  Darstellungsart  kommt  namentlich  in  Projektarbeiten  viel 
vor,  wo  man  der  Unkenntais  halber  über  alle  kleinsten  Einzelheiten 
hinweggeht  und  auch  wegen  Zeitersparnis  mit  möglichst  guten,  auf 
größere  Ahszissenlängen  (hier  Fahrstrecke  bei  konstanter  Bahnneignng) 
konstanten  Mittelwerten  der  Finiktionsgröße  rechnen  muß,  die  man 
dann  den  entsprechenden  größeren  ArgumentintervaUen  als  innerhalb 
derselben  konstante  Größe  zuordnet. 

Bemerkt  sei  noch,  daß  der  Inhalt  der  so  mit  Mittelwerten 
der  Funktion  über  ihren  Aigumeutintervallen  gezeichneten  Fläche 
zsu^i  hen  dieser  „Funktionskurve"  und  der  Abszissenaehse  uenau  dem 
Inhalt  der  Fläche  gleich  iat,  welche  mit  der  richtigen,  mit  jedem 
Momentan  wert  der  Funktionsgröße  mittels  des  Kcgistrierinstrumentcs 
aufgezeichneten  Fiinktionskurve  sich  er^Mbt,  i>ufern  eine  solche, 
wie  e«  für  tatsfächliche  N'orgänge  stetö  zutrifft,  existiert.  Und  zwar 
folgt  dies  ohne  weiteres  aus  der  Überlegung  über  die  Bedeutung  der 
als  Ordinaten  aufgetragenen  Mittelwerte.  Das  ist  nicht  der  Fall  bei 
der  nach  Art  der  „Spitzenkunre''  (Polygonzug)  gegebenen  DarsteUung 
oder  auch  bei  der  in  gekrümmtem  Liniemsug  durch  die  Heßpunkte  hin' 
durch  gezogenen  Funktionskurve,  sowie  auch  bei  einer  als  Auagleichs- 
Ünie  durch  eine  Behax  von  sdchen  gelegten  Linie.  Daraus  erhellt  ein 
nicht  unerheblicher  Vorteil  dieser  „Streifendarstellung",  wenn  es  sich, 
wie  sehr  oft,  um  die  Bedeutung  und  Anwendung  dieses  Flächeninhaltes 
swischen  Kurve  und  Abszisaenachse  handelt,  der  sich  hier  auch  gans 
besonders  leicht,  wenn  einmal  die  Aufzeichnung  erfolgt  ist,  als  Summe 
von  Rechtecken  ermitteln  läßt.  Je  schmaler  die  gewählten  Argument* 
Intervalle,  d.  h.  je  schmaler  die  Bechtecke  der  Fläche  ausfallen,  um  so 
mehr  nähert  sich  dieses  Diagramm  dem  tatsächlichen,  um  ihm  schließ- 
lich an  der  Grenze  mit  zu  Null  herabgesunkener  Rexjhteckbreite  \  (  »Iül: 
{^ch  zu  werden.  Damit  hat  es  daher  der  Konstrukteur  auch  in  der 
Hand,  die  Genauigkeit  dieser  Darstellung  —  allerdings  auf  Kosten 
größerer  Umständhchkeiten  und  Arbeit  —  beliebig  zu  steigern. 

Nicht  nur  für  Mittelwerte  von  sich  beständig  ändernden  Größen 
wird  diese  ^'eran8chauhchung  angewendet,  sondern  ganz  besonders  auch 
für  die  statistischen  Angaben. 

So  findet  sich  z.  B.  im  Jahresbericht  dn  Stadt  (rinf  die  in  Fii:.  S7-) 
wiedergegebene  Darstellung  der  Variationen  ihics  monatlichen 

1)  8.  IGT. 

*)  Vgl  VäU  dt  Qenive,  ,jCompte  rendu  dta  Services  indxutridUs",  1908. 
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Oaskonsums  vom  Anfange  des  Jahres  1904  bis  Ende  1908.  IMe  Höhe 
des  Becditeokstreifens  entspricht  demselben  in  einem  gewissen,  frei  ge- 
wählten und  an  den  links  anE^eschriebenen  Zahlen  erkennbare  Maß- 
stab, die  Breite  des  Streilens  der  Zeit  dnes  Monats. 

Cnphische  Darstellung  des  monatlichen  Gasverbrayeh99 
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Alle  Il  üher  bt  spiooheiu  ii  und  erwähnten  „statistischen  Funktionen" 
lassen  sidi  auch  in  dieser  Weise  veransehauHchen.  So  namentlich  auch 
wiederum  Kurssohwankmigen,  wie  dies  in  Taf.  I  u.  Fig.  61,  62  auch 
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angedeutet  ist,  Preise,  Ein-  und  Ausfuhr  von  Waren,  Änderungen  in 
Einwohnerzahlen,  Verkehiqgrößen  usw. 

Arbeiterzahl  des  Werkes  Nürnberg 
der  Vereinigten  Maschinenfabriken  Augsburg  und  der  Maschinengesellschaft  Nürnberg  AG. 


JS 


2S 


So  wird  Z.B.  die 

Änderung  der 
Arbeiterzahl  mit 
den  Jahren  einer 
großen  Maschinen- 
fabrik in  Nürnberg 
nach  Fig.  88 an- 
g^eben. 

Fig.  89-)  pbt  in 
dieser  Art  Auf  sclüiiß 
darüber,  wie  sich  die 
Zahl  der  im  Jahre 
1909  in  England  g  i'  - 
bauten  Fracht- 
dampfer  zu  ihrer 
Länge  verhält. 

Kg.  90»)  ver- 


ts 


10 


.?7 


Zusammenstellung  von 
309  im  Jahre  1909  in 
England  gebtttitM 
Frochtdampfem  ¥on 
über  00  m,  nach  Iaht 
und  tSt^ 
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/Äyv  äerSeäi^  /n  fuß  u/?d 
Fig.  89. 


I 


1)  Vgl.  Z.  d.  V.  d.  I.  1903.  S.  1203. 

*)  Vgl.  „Ttchnik  Mnd  WirUschnfr,  Beilage  sur  Z.  cL  V.  d.  L,  Juni  1911*  &  38a 
»)  VgL  Z.  d.  V.  d.  L  1909,  S.  1777. 
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anschaulicht  uns  in  dieser  Art  dra- 
stisch die  zunehmende  Bedeutung 
des  Elektromoton. 

Da  die  Breite  solcher  „Fünktions- 
streifen"  lediglich  yon  der  GrOOe  des  ge- 
wählten MaOstahes  abhängig  ist,  so 
kann  man  auf  diese  Art  leicht  zu 
Funktionsdarstellungen  gelangen,  wie  sie 
die  Fig.  85^)  und  91*)  zeigen. 

•)  S.  182. 

')  Vgl.  E.  T.  Z.  1910.  &  215. 


Energieverbrauch  auf  der  Strecke 
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Nioht  immear  werden  diese  Beehteo  ks treif  e  n ,  deren  Lange  das 
Waohstom  oder  Abnehmen  des  Funktionswertee  angibt,  unmittelbar 
ach  berührend  nebeneinander  gelegt  geseichnet;  es  genügt  auch,  wenn 
tie  bei  konstant  gldoher  Breite  in  einem  gewissen,  konstant  ge- 
haltenen Abstand  voneinander  getrennt  gehalten  sind.  In 
dieser  Art  pflsgt  man  im  spesiellen  auch  gerne  alle  damit  stets  aogeb- 
baien  statistischen  Andenmgen  anzugeben,  wie  z.  B.  die  Entwicklung 
einer  Fabrik  durch  Angabe  der  jähriich  verkauften  Maschinen,  an- 
gegeben durch  deren  Zahl  oder  Gesamtleistung  oder  ihrer  Arbeiter. 
Fig.  ft2')  veranschaulicht  uns  diese  Darstellungsweise. 

Die  Breite  der  Streifen  spielt  hier  für  konstante  Argumentdiffe- 
renzen  keine  Bolle,  da  wir  z.  B.  der  in  der  obigoi  Figur  durch  sie 
ispr&sentiertein  Jahreszeit  ohne  wesentliche  Beeinflussung  des  Bildes 


>)  VgL      d.  V.  d.  J.  1907,  S.  107. 


Salzburg^Bad  ReichenhaJI — Berchtesgaden 
24  Stunden 


Fig.  91. 


Digitized  by  Google 


188 


Die  FunktioD. 


(nur  der  Maßstab^  wird  damit  tiu  anderer}  eine  beliebifie  St  reifen  breite 
zuordnen  können;  deim  bei  konstanter  Argumentwertdifferenz  ist  nur 

die  Höhe  dieser 

Energieabgabe  durch  die  Gas-  bzw.  Elekirizitätsmerke  Streifen  von  Be- 
lang. So  kann  man 
ohne  Xaehteil  für 
die  Darstellung  der 
dadurch  bezweck- 
ten Veranschaulich- 
ung mit  der  Streifen 
brnte  theorotiBoh 
auch  bis  EQ  Nnllher- 
abgehen  imd  eriiilt 
damit  eine  auch  oft 
gesehene  Funk- 
tionsdaratellu  ng 
als  Lini e nd i a- 
granim.  Fig.  93 
gibt  uns  ein  Beispiel 
dafür.  Ks  ist  eine  aus  der  Zeitung^)  entnommene  Angabe  der  Ver- 
änderung des  Barometerstandes  mit  der  Zeit,  aufgenommen 

mittels  Angabe  von  täglich  drei  Beobadi- 
tnngen  in  nicht  j^eichra  Zeitabat&nden, 
die  aber  gleichwohl  in  gleichen  Absriflscn- 
abstanden  angetragen  sind.  Es  geht  dar- 
aus hervor,  daß  diese  Baisteillnng  nur  ein 
angenähertes  rohes  Bfld  der  durch  sie  ver- 
anschaulichten Funktion  lepfffisentieien 
kann.  Dasselbe  hat  sls  großen  Voizog  die 
Eigenschaft,  insofem  sehr  fibsKsev^end  sa 
wirken,  als  man  sich  unter  den  lanien  ohne 
weiteres  die  jewdlige  I&ige  des  Queck- 
silberfadens vorstellen  kann.  Auch  wird 
dadurch  sehr  an  Baum  gespart. 

Man  kann  nun  noch  einen  Schritt  \vcit<'rgehen  in  der  Darstellung 
einer  Funktion  durch  in  gewissen  konstanten  Abständen  aufeinander- 
fol<^<  Ilde,  je  nach  der  Größt^  des  Funktionswertes  bemessene,  ihr  zu- 
L'curdnctc  Länijcn,  indem  man  nicht  Rechteck-  bzw.  Streifeiiläugeu 
oder  Linienläugeu,  sondern  Flächeninhalte,  ja  auch  Kör  perinhalte 

')  Siehe  „Der  Bund'^\  in  Bern  erscheinende  Tageszeitung,  vom  14.  Dezember  1911, 
Kr.  686. 
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beÜeblgeir,  der  Übeniohtliohkieit  aber  meist  v«m  geometfisoh  ähnlicher 
Form,  den  Fniiktionewerten  Eaordnet. 

Die  yerftudernng  des  Quersohnittes  oder  Gewiohtes  oder 
der  Kosten  einer  Kupfer-Fernleitung  für  die  Übertragung  einer 
bestimmten  Leistung, 
B.  B.  Yon  600  Pferde- 
stfirken  auf  eine  Distanz 
▼<m  30  Kilometer,  kann 
man  in  Abhängigkeit 
von  der  Übertragungs- 
spannung, z.  B.  auch 

leicht  übersichtlich 
durch  Angabc  der  be- 
treffenden Werte  mittels 
zugeordneter,  ähnhchci- 
Flächen  als  Kreisflächen, 
Rechtecke,  Quadrate 
usw.  angeben  und  erhält 
damit  etwa  die  in  Kig.  94 
wiedtTgegebene  Veran- 
schaulichung dieser  drei 
verschiedenen  Funktio- 
nen des  nämlichen  Ar- 
guments, der  aufgegebe- 
nen Spannufigiidiflteieiiz 
am  Anfang  der  Leitung. 
(Angenommener  Verlust 
auf  der  Leitung  8%.) 

Um  FunktioDsyerhaltnisse  und  -Veränderungen  möglichst  einfach 
überBchbar  zu  gestalten,  greift  man  auch  oft»  namentlich  gegenüber 
einem  grOfieien  LaienpuUikum  zu  dem  konkreten  Mittel,  die  ver- 
&nderliche  Große  durch  verschiedene  Qrößenangabe  eines 
OefäBes  od«r  sonstigen  Korpers,  im  Bild  oder  auch  Modell  anzu- 
geben, mit  dem  sie  in  engstem  Zusammenhang  steht,  oder  durch  An- 
gabe entsprechender  Größe  ein  und  deeaelb^  Bildes,  in  dem  sie  auf- 
tritt, oder  überhaupt  irgendeiner  Kombination,  mit  welcher  sie  sich  in 
enge  Verbindung  biingen  laßt.  So  macht  uns  der  Maschinenbauer  die 
jährlich  sich  Tergrößernde  Produktion  einer  bestimmten 
Maschine  verständlich  durch  dieser  Produktionsmenge  entsprechend 
verschieden  dimensionierte,  nebeneinander  angeordnete  Ausführungen 
derselben.  Der  Landwirt  zeigt  uns  den  mit  den  Jahren  wachsenden 
Ertrag  seines  Feldes  durch  eine  Reihe  des  in  verschiedenen  Größen 
gezeichneten  Getroidekomes  oder  der  garzen  Ähre  an  oder  durch  die 


a)  Leitungsguerschniti 
Längen  1:8 


o 

^.i$m0  fißmm  f^mm 


1  nun  c/)  20000  kg 


g)  Kosten  der  Leitung 
1  mm*  ^  20000  M 
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in  entsprechend  verschiedenen  Maßstäben  gezeichnete  Große  eines 
Bildea  seines  Kornfeldes.  Der  Vieliht  rdenVx  sitzpr  veranschaulicht  uns 
den  Zuwachs  seiner  Herde  im  Laufe  der  Jahre  durch  eine  Anzahl 
hintereinander  marschiereiKler  Rinder  von  entxSprechender  Qr<^ße  usw» 
—  Alles  einfache  VeranschauUchungen  von  Funktionen. 

Nicht  nur  die  oben  fast  ansschlieBüdi  durchgeführte  Art  der  Ver- 
anschaulichung einer  Funktion,  nach  der  man  ihre  beiden  Variablen 
auf  zwei  Eueinander  senkrechten  Geraden,  sog.  Achsen,  abtrSgt,  ist  tn- 
l&Bsig;  man  würde  ebenso  ein  graphisches  Bild  der  Fonkdon,  ein  sog. 
At^sendiagramm  erhalten,  wenn  man  die  beiden  Veranderiichen  auf 
8wei  sich  unter  beliebigem  Winkel  schneidenden  Geraden 
abtragen  wurde.  Ja,  jede  beliebige  Linie  ktanten  wir  uns  sur 
„Achse"  machen  und  ein  brauchbares  Funktionsbild  erhalten,  wenn 
wir  nach  einem  bestimmten,  nach  Belieben  aufgestellten,  aber  für  die 
ganze  Konstruktion  durchgängig  einzuhaltenden  Gesetx  von  diesen 
Achsen  ausgeh^id  allen  susammengehörigen  Wertepaaren  der  beiden 
Veränderlichen  Punkte  zuordnen.  Wir  erhalten  in  jedem  dieser  FSIle 
ein  Funktionsbild,  aus  dem  sich,  nadh  dem  nämlichen  zugrunde  ge- 
legten Gesetz  und  Maßstab  rückwärts  schlieSend,  Werte  von  Aignment^ 
und  Funktion  herauakeen  laseen. 

"Eß  werden  indertat  solche  vom  rechtwinkligen  Eooidinaten- 
Systeme  mit  geradlinigen  Achsen  abw^chende  Darstellungen  manch- 
mal  yerwendet,  wenn  sie  eben  von  Vorteil  sind,  sei  es,  daß  mik  die 
instmmentelle  Anlehnung  von  Kurven  leichter  und  genauer  bewerk* 
stdligen  läßt,  wenn  man  das  Rechtwinkelsystem  mit  geraden  Achsen 
verläßt,  wie  unsere  Fig.  80  u.  ff.  lehren,  wo  auf  diese  Abweichung  auch, 
nähw  ^gegangen  worden  ist,  sei  es,  daß  sich  dadurch  leichter  ein 
Übergang  vom  Schaubild  zum  wirklichen  ZuBammenhaog  der.  Objekte- 
ergibt. 

Für  diesen  letzteren  Fall  ist  auch  die  nachfolgend  skizzierte  Bar- 
stellungsweise von  Bedeutung,  welche  eine  noch  verhältnismäßig  oft 
getroffene  Wanschauiieliung  einer  Funktion,  diejenige  im  aog.  Polar' 

koordinatensysiefn,  angibt. 

Hier  trägt  man  die  W^'rte  des  Aigumentes  nicht  in  zugeordneten 
Strecken  auf  einer  Geraden  ab,  sondern  in  zugeordneten  Winkeln.  Man 
geht  zu  dem  Zweck  von  einer  Niillage  aus,  als  die  man  meist  eine 
nach  reclits  sieh  ausdehnende  Clerade.  also  die  jx)sitive  oljige  Abszissen- 
aehse  wälili  imd  trägt  in  der  zur  Drelirichtuiig  des  Uhrzeigers  enteppon- 
ge.selzt<'ti  IJirlituufr.  d<''r  soc?.  po^^itiven  WiTikel/ähhinir.  dem  AiLiiment 
proportionale  W  inkel  (b/.w  .  1 'oLM'iilängeii  auf  einem  beätiminleu  ivreif^e) 
ab.  Auf  d<  la  zum  Winkel  L'chi  .rigen  anderen,  freien  Schenkel  trägt  mau 
den  zugehörigen  Fuoktionswert  in  einer  zugeordneten  Strecke  von  dessen 
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Anfangspunkt  aus  ab.  Zu  jedem  Wertepaar  der  Funktion  findet  sich 
so  ein  und  nur  ein  bestimmter  Punkt.  Die  so  erhaltenen  Punkte  geben, 
miteinander  verbunden,  ein  graphiscbea  Bild  der  Funktion  in  Fonn 
einer  Kurve",  die  für  wachsendes  Ax^ment  im  positiven  Drehsinne, 
d.  h.  nach  obiger  Festsetzung  in  einem  der  Uhizeigerdzehung  entgegen- 
gesetzten  Sinne  zu  durchlaufen  ist. 

Es  leuchtet  ohne  weiteres  ein,  daß  man  Hämtliche  bisher  im 
rechtwinkligen  Achsenkreuz  gegebenen  Funktionsdaistel« 
Inngen  auch  im  Polarsystem  leicht  angeben  kann,  wenn  man, 
um  eine  Übereinanderlagerung  der  Kurven  nach  einem  Umgang  zu  ver- 
hüten (ein  Nachteil  dieser  Polar-Koordinatendarstellung) ,  dafür  sorgt, 
daß  dem  größten  vorkommenden  Argumentwert  ein  Winkel  oder  Bogen 
entspricht,  der  kleiner,  höchstens  gleich  360°  bzw.  2r:T  oder  2ji  ist. 
Rs  sind  daher  insbesondere  auch  alle  die  erwähnten  verschiedenen 
Dareteilungsarten  als  dureii  die  Meßpunkte  gellende  ausgegÜchene 
Verbindungslinie,  ala  Ausgleich nivjsknrve    Polygonznp  usw.  möglich. 

Vaiw  sehr  häufige  Anwendung  in  der  Technik  liuulit  man  von 
diesem  Polardiagramm,  wie  sehon  erwähnt,  bei  GroBfn  deren  funk- 
tionale Abhängigkeit  von  dem  Abstände  von  einem  festen 
Punkte,  sei  es  in  der  Ebene,  sei  es  im  Räume,  von  Bedeutiuig  ist. 
Dies  ist  z.  B.  der  Fall  mit  der  von  einer  Lichtquelle  ausgesandten  Licht- 
menge, der  durch  sie  erzeugten  Helhgkeit  im  umgebenden  Räume. 

Als  Beispiele  hierfür  zeigen  wir  die  graphischen  Veranschau- 
iichungen  der  räumlichen  \*crtejiuiig  der  Lichtstärke  einer 
Petroleumlampe^)  und  einer  elektrischen  Bogenlampe*).  In 
ersterem  Falle  (Fig.  Uö)  geht  die  Meßebene,  m  welcher  die  Messmigen 
▼orgencnnmen  wurden  nnd  welcher  daher  die  Kunrenehene  entspricht, 
durch  die  vertikale  Achse  der  Flamme,  in  letzterem  Falle  (Fig.  96)  er- 
folgte di^  Messung  in  einer  durch  den  Lichtbogen  und  die  Achse  der 
Kohlestftifte  gelegten  Vertikalehene.  Die  Horisontalehene,  von  der  aus 
die  ^^nkel  gez&hlt  werden,  ging  in  beiden  F&llen  durch  den  Mittel- 
punkt der  Flamme,  der  als  Nullpunkt,  Pol,  im  Diagramm  auftritt. 

XSin  solches  Diagramm  bietet  uns  somit  die  Veranachaulichung 
der  Lichts t&rke  in  Abhängigkeit  vom  Winkel,  den  der  Strahl, 
in  dessen  Richtung  sie  gemessen  wurde  und  der  durch  die  Lichtquelle, 
welche  im  Pol  gedacht  ist,  geht,  mit  der  Horizontalen  oder  Vertikalen 
durch  diese  bfldet;  und  zwar  in  einer  vertikalen,  durch  die  Achse  der 
Flamme  gelegten  Ebene. 

Eine  eigentümliche  DarsteHung  einer  Funktion  zeigt  noch  die 
Fig.  97^),  gewissermaßen  eine  Verbindung  von  Achsen-  und 

*)  Vgl.  Jourruü  für  Oat^thuchiung  nmi  Wasserversoryung  1908,  S.  61. 
")  Vgl.  S.  E.  Z.  1911,  S.  457. 
s)  Vgl.  E.  K.  o.  B.  mu  S,  ^ß. 
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von  14"*  §rUt,  mit  Milchglasglocke:  Petroleumverbrauch  0.043  Ut.jStd. 
M,o  AbhBimgM  zweier  Beobachter,   HK  Ihhurkarzta  (EioheH  dw  LichtatärttJ 


4^        SO»eO»fO'80'99'SO'19*6O*S$*  f9* 

Flg;  W. 


Polardiagramm 


flUr       Uchtverteilung  einer  elektrischen  Bogenlampe 
/feqffTa~ßoqe/7/ampe-SAmp.f10lMt 

P/totomefer-Zinks         J  J  f  r  nalo, 


ng.9e. 
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Polardiagramm.  Sie  gibt  uns  durch  Breite,  Läiige  uiid  Richtung  der 
Streifen  die  Verkehnstärke  in  den  veisohiedeuen  Richtungen  an,  und 


Ihr  WimiBr  SiraB9iiMmvrk9ht 
tm  ««Mm  NbfM«^  im  NSMiir  ti06lfO 


Fig.  t7. 


%wta  Ußt  die  Breite  der  Streifen  auf  die  Verkeimst&rke  an  der  be* 
treffenden  Stelle,  die  JLbige  deanelben  auf  die  Verkehreauadejinung 
ISngp  der  Strafie  ecIiHeBen  und  endlich  ist  auch  die  Richtung  angegeben, 
in  wel«iher  dieee  Yerhiltnieae  statthaben. 


Statt  nun,  wie  es  in  allen  eben  behandelten  Fällen  angenommen 
wurde,  den  funktionalen  Zusammenhalt  zweier  verftndeifichen  GröBen 
der  Erfahrung  zu  entnehmen,  also  empiriaeh  zu  bestimmen,  sei 
es  dureh  direkt  f%r  diesen  Zweck  angestellte  Versuche,  eei  es  durch 
Beobachtung  der  eintretenden  Veränderungen,  und  sich  mit  den  so  ge- 
wonnenen  Schaubildem  oder  Diagrammen,  eventuell  Tabellen  zu  be- 

Koestler-Tramer,  Dlflereotial-  u.  IntegralrecUuuiiü.   1.  18 
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gniigeii^),  kann  man  auch  weiter  gehen.  Man  versucht,  obige  Ke^^ultate 
einer  genügend  großen  21ahl  von  Messungen  in  eine  Form  zu  bringen  i 
die  liiathematisch  leichter  zu  liandhahen  ist  und  die  wir  auf  Seite  124 
die  al «zehraische  oder  uiialytisclie  genannt  haben.  Für  dieses  Er- 
setzen der  empirisch  gefundenen  Resultate  durch  eine  aUulN-tische  i' uuk- 
tion  gilt  dann  die  analoge  Voraussetzung,  welche  wir  auf  Seite  139  u.  f. 
für  die  Karvendarstellung  gegeben  haben,  d.  h.  die  analytische  Funktion 
muß  einladi  flein  und  dodi  die  empiriBcIien  Resultate  mit  ausreichender 
Genauigkeit  wiedelgeben.  Bei  theoretisohein  Überiegungen  über  solche 
ZuflammenhSnge  ist  diese  anal>liae]ie  Form  die  gewöhnliche,  in  der 
die  Ergebnisse  daigesteUt  weiden. 

So  lelgt  z.  B.  der  Versuch,  daß  im  luftleeren  Baume  die  Geschwindig- 
keit eines  aus  desr  Buhelage  firei  fallenden  Körjptn  der  Fslkeit  direkt 
proportional  ist  (d.  h.  diese  direkte  Proportionalitat  ist  die  einfachste 
Form,  in  der  sich  die  Versuohsresultate  in  TollstSndig  befriedigender 
Genauigkeit  danteilen  lassen).  Eine  sdofae  Beziehung  zwischen  zwei 
Großen  kann  man  aber  durch  einen  algebraischen  Ausdruck  kurz  und 
klar  festlegen.  Geben  wir  z.  B.  zwei  beliebigen,  aber  zusammen* 
gehörigen  Werten  von  Geschwindigkeit  und  Fallzeit,  die  ihre  Ma.BM.||| 
(Größe)  repräsentierenden  Bezeichnungen  v  und  t  ,  so  erscheint  dieses 
^roportionalitätsverhältnis  in  der  algebraischen  Form 

V  ^  et 

worin  c  eine  Konstante  bedeutet,  und  zwar  eigebm  entsprechendi^ 
Messungen:  Wird  die  Zeit  t  in  Sekunden  und  die  Geschwindigkeit  v  in 
Meteni  pro  Sekunde  angegebeoi,  so  erhält  z.  B.  unter  46^  gsogr.  Breite 
die  Konstante  c  den  Zshlwert  9,806  •  • ,  rund  9,81.  Gewöhnlich  bezeichnet 
man  diese  Konstante  mit  g  und  erhält  dann  die  bekannte  Formel: 

V  ^  gt 

Ihuch  diese  Art  der  Darstellung  der  Abhängigkeit  der  beiden  Größen 
V  und  i  ist  eine  Vollständigkeit  erreicht,  wie  sie  weder  die  Kurven- 
und  noch  weniger  die  tabellarische  Darstellung  erreichen  kann.  ESratere, 
weil  sie  immer  nur  in  einem  begrenzten  Intervall  gezeichnet  werden 
kann,  letztere,  weil  sie  immer  nur  diskrete  Funkte  herauszugreifen  ver- 
mag, für  dazwischenliegende  Interpolationen  verlangt.  Dazu  kommt, 
daß  wir  bei  graphischer  Darstellung  auch  noch  die  Ungenauigkeit  der 
Zeichnung  in  den  Kauf  nehmen  müssen. 

Die  analytffic/ie  DarsteUang  der  Fimktion  vereinigt  also  die 
Vorteile  beider,  nämlich  die  lückenlose  Darstellung  der  einen 

^)  Diese  Methoüv  der  Untersiuchuiig  nennt  man  die  cmpirisckc  und  bezeichnet 
demnaoli  auoh  die  dadurch  gewonnenea  Kurran  und  Formelii  ak  emfinttike. 
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mit  der  Genaiiitjkeit  der  andern  wnd  fügt  beiden  die  Geschios- 
»enheit  und  die  i^reiheit  in  der  Erweiterung  ihres  Anwendungs- 
gebietes hinzu. 

Diese  Eigenschaften  machen  nun 

die  analytische  Form  d&r  Darsteiiuiig 

der  Abhängigkeiten  von  Gröfien  besonders  geeignet  für  weitere  Unter- 
suchmigeii  mit  ihr,  insbesondeie  weil  sie  in  dieser  Gestalt  leiehter  in 
die  Beohnungen  eingeluhrt,  d.  h.  mit  anderen  Größen  kombiniert 
werden  k Annen. 

Nicht  immer  sind  naturlich  die  Zusammenhünge  so  einfadi,  wie 
in  dem  von  uns  gegebenen  Beispiele,  wie  wir  ja  auch  schon  ans  den 
bisherigen  Betrachtungen  wissen. 

Unsere  Bezi^ung  zwisdim  Geschwindi^eit  und  Zeit  von  voihin. 
erhalt  z.  B.  schon  den  etwas  komplizierteren  Ausdruck 

v^VQ  +  gt 

wenn  die  Bewegrinp  nicht  aus  der  Ruhelage  erfolgt,  s(>7i<lern  schon 
vorher  die  Gesell \\indigkeit  Vq  vorhanden  war.  Der  von  dem  Korper 
zurückgelegte  8  drückt  sich  bereits  in  der  noch  komplizierteren 
Form 

aus,  wo  also  die  unabhängig  Variable  I  im  zweiten  Grade  erscheint. 
Die  Besiehung  swisohen  «  und  I  ist  also  vom  zweiten  Grade  {quadrth 
tisch)  in  i,  dageg«!  jene  vcm  v  und  t  in  v  =  -j-  gt  vom  ersten  Grade 
oder,  wie  man  auch  sagt  linear. 

Daß  mit  der  Zusammengeeetztheit  der  VoigSnge  auch  diese  ana- 
l3'tischen  Ausdrücke  komplizierter  werden  müssen,  ist  leicht  begreif- 
lich. Man  geht  dann  zu  ihrer  theoretischen  Darstellung  so  vor,  daß 
man  gewisse  einfache  Elementarbeziehungen  zugrunde  legt 
und  vermöge  deren  Kombination  die  kom piizierteren  dar- 
zustellen sucht.  So  werden  z.  B.  all  die  komphzierten  astronomischen 
Erscheinungen,  soweit  sie  durch  Massenanziehun^n  bedingt  er* 
acheinen,  durch  das  bekannte  Newtonsche  Massenanziehungsgesetz: 

K^k' ^'-^i^  1)  erklilrt,  bzw.  dargestellt. 

^)  Ä'  ist  die  zwißehen  den  bciclcn  Körii«rn  l>«"sf fliriulc  Anziehungskraft,  l-  ein 
konsUukter  Propoittoiuilität«faktor,  und  die  »ich  anziehenden  Maasen,  und  r  ihre 
BntfBnmng. 

13* 
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Solche  Eiemeutarl>eziehungen  aulzufindeu,  ist  jedwh  nicht  iniuuT 
leicht.  Aber  selbst,  wenn  mau  darauf  verachtet  uiid  nui*  darauf  aus- 
geht, die  empiriHcli  gefundene  Beziehung  durch  Kurve  oder  Tabelle, 
vermittels  eines  einfaclien  aimlytiBchen  Ausdruckes  darzustellen,  ge- 
lingt di^  nicht  immer.  Ein  interessantes  Beispiel 
Magnet/sierungskurre      hierfür  ist  die  sog.  Magnetisierungskurve , 

s\\   welche  die  Abhängigkeit  der  Magnetiaierungs- 

j      v-^""  stärke  oder  des  indunerten  Ifagnetismiis  {mag- 

I  /  tisHaGke  ImdiMon)  Toa  der  magnetiBierenddii 

l/_   oder  induzierendea  Kiaft  so  seig^n  hat.  Di© 

Ttg.  »H.  Tielen  Vesranche,  die  darüber  angeBtellt  wurden, 

ergaben  stets  eine  Kuire  von  ganz  chaiakteri- 
BtiBcher  (Sestalt  —  wie  sie  nebenstehende  fiUdzie  zeigt  (Fig.  96)  — , 
die  also  analytisch  durch  die  Form  zu  geben  w5re: 

B  -  f{E) 

worin  B  die  induzierte,  H  die  niduzierende  magn.  Kraft  bedeutet.  Was 
unbekannt,  ist  eben  die  Art  der  analytischen  Funktion,  die  das  /"reprä- 
sentieren aoll.  von  (k  l  iiiaii  auch  fordern  muß,  daß  sie  einfach  und  damit 
praktisch  brauchbar  sei.  • 

Beispiel,  etwas  verschieden  von  den  bisher  betrachteten,  bietet 
die  mathematische  Behandlung  der  Wechselströme  in  der  Elektro- 
technik. Es  werden  hier  die  durch  Versuche  gefundenen  Kurven,  welche 
sich  analytisch  nicht  ganz  einfach  darstellen  ließen»  durch  die  verhältnis- 
mäßig einfache  Sinusfunktion  ersetzt.  Auf  diese  Weise  g^t  der  Vorteil 
analytischer  Darstellung  nicht  ganz  verloren,  indem  die  Bechnungeu 
dadurch  sehr  vereinfacht  werden.  Die  erzielten  Resultate  erweisen 
sich  meist  als  |iraktisch  genügend  genau. 

Aus  alledem  erkennt  man  zur  Genüge,  daß  die  analytisdie  Form 
der  Darstellung  der  Größenbeziehungen  auch  für  den  Ingenieur  min- 
destens ebenso  wichtig  ist,  w^  die  rein  graphische.  Dazu  kommt, 
daß  sie  für  thecffetische  Untersuchungen  meist  unentbehrlich  ist. 
Man  muß  also  ihre  EigensQhafton  untersuchen.  Wie  das  geschehen 
kann,  werden  uns  die  Betrachtungen  der  nachfolgenden  Paragraphen 
des  näheren  zeigen.  Für  diese  nun  kann  man  im  Interesse  der  Anschau- 
lichkeit und  leichteren  Faßlichkeit,  dann  abor  auch  wegen  der  Be- 
ziehungen zu  den  empirisch  gefundenen  Kurven  auf  die  tabellarische, 
insbesondere  nbcr  auf  die  graplüsche  Darstellung  der  analytisch  ge- 
gebenen Funktionen  nicht  verzichten.  Wir  geben  daher  im  folgen- 
den diese  Darstellungen  von  einfacheren  und  viel  gebrauchten  solchen 
Funktionen. 
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y  =  2X  4 


T 


-2 
-1 
0 

+  1 
+  2 
+  3 


-8 
-6 

-4 

-2 
0 
-r2 


+  4  '  +4 
+  ß  +6 


1.  TabelUriBche  Dwgtellttng 
analytisober  Funktionen. 


3. 


y  =  2»» 


±0,0 
iO,l 
±0^ 
±0,3 
±0,4 
±0,6 
±0,6 
±0,7 
-^0.8 
±0,9 
±1,0 


+  0,0 
+  0,02 
+0,06 
+  0,18 

+  0,32 
+  0,50 
-rO,72 
+  0,98 

f  1.28 
^  1,62 
+  2,00 


-(2  +  3J-10«  —^y 

y  y 


Z*  =  lOy    oder:    2  ^  ±  f  lOy 
(Parabel) 


neg. 
0 


+ 
+ 


1 
2 


+  3 
+  4 


+ 
+ 

+ 


6 
6 

7 


+  8 
+  9 
+  10 


iniagin&r 
+  0 

+  3,16 
4  4,48 
±  5,48 
±  6,33 
+  7,08 
4  7.74 
8,37 
8,95 
4  9,48 
±10,00 


y  ^     \'25  -  X* 
(Kreis) 


5.         I?_a5«_  305 +  ?t-|- 10-0 
X  X 


-6 
-6 
-4 
-3 
-2 
-1 
0 

+  1 
+  2 
+  3 
+  4 

H  5 
+  6 

+  00 


imag. 
0 

-^3,00 

^  4,00 

±  4,58 

±4,90 

^5,00 

±4,90 

^  4,68 

±4,00 

±3,00 

^0 

imag. 


y    /  (jC)  =  a;«  +  3x«  -  lox  -  24 


y 

X 

-oc 

—  oo 

-72 

-6 

24 

-6 

0 

4 

+  6 

-3 

0 

2 

-12 

-1 

24 

0 

30 

+  1 

24 

+  2 

0 

+  3 

+  48 

+  4 

+  126 

+  5 

+  240 

+  Ö 

+  cx> 

+  oo 
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6.  u  =  Log£ 

«        1  » 


0 

oo 

+ 

0,001 
0,06 

-3,00000 

+ 

~  i,aoi03 

4- 

0,1 

4- 

0^ 

-  ü.aolüa 

+ 

1,0 

0,00000 

+ 

2 

+  0,30108 

+ 

4 

+o,ooao6 

4- 

6 

+  0,77815 

8 

+  0,90309 

4- 

10 

+  1.00000 

+ 

15 

+  1,17600 

+ 

20 

+ 1,30103 

4- 

30 

+  1,47712 

4- 

60 

i  1.77815 

4- 

100 

+  2,00000 

+  aoo 

+2»90108 

4- 

500 

+  2,69897 

+  1000 

+  3,00000 

usw. 

U8W. 

ktion. 

7.  fix)  =  lO' 

Iii 

{X  =  Log  y) 


-oo 

f 

0 

-2»0 

+ 

0.01 

-M 

+ 

0.03 

1.0 

+ 

0.1 

0,75 

+ 

0,13 

0,50 

+ 

0,32 

-0.25 

+ 

0.56 

0 

+ 

1.0 

+  0,25 

+ 

1.78 

+  0,5 

3,16 

+  0.75 

-i- 

5,63 

+  1,0 

+  10.0 

+  1.5 

4- 

31,63 

+  2,0 

+  100.0 

Im  1.  Beispiele  stellt  die  Tabelle  eine  lineai«  Funktion  (vom  ersteA 
Grade)  dar,  die  in  gewöhiilichor*)  graphischer  Deutung  als  Bild  eine 
Gerade  ergibt.  Die  Beispiele  2.,  3.  und  4.  geben  die  Tabellen  für  Funk- 
tionen vom  zweiten  Grade,  wobei  sich  graphisch  im  2.  und  3.  Beispiel 
eine  Farahel ,  im  4.  Beispiel  ein  Kreis  ergibt.  Die  Tabelle  des  5.  Bei- 
spieles stellt  eine  Kui  ve  dritten  Grades  dar,  wie  man  aus  dem  Gliede 
erkennt,  und  «Midlich  sind  in  den  Tabellen  der  Fälle  6.  und  7.  Teile  der 
gewöhnlichen  Logarithmentafchi  verv^irklicht. 


2.  Graphische  Darsteli u ng 
analytischer  Funktionen. 

Hierzu  beruitzen  v,  [r  /.uiiäcliät  dA<  wichtigste  und  schon  so  häufig 
in  diesem  Buche  verwendete  Koordinatensystem  mit  zwei  zueinander 
senkrecht  stehenden  Achsen,  das  von  dem  französischen  Mathematiker 
Descartes  (Cartesius)  (1590  1 650)  euigetühit  worden  ist  und  nacli 
ihm  auch  häufig  benannt  wwd. 

»)  Vgl.  8.  200. 
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I 

I 


Die  nebensfceheiidea  F^;uieii  mögen  daB  NotwendigM:e,  das  zu 
aemem  Verstandiiis  nOtig  ist,  ins  OedSchtniB  zurückrufen. 
Beetimmtmaii  ^„ 

null  für  alle  mög' 
liehen  Wertepaare 

der   Funk-  Ä 
tlon  y  =  f{x)  oder 

^K^^y)  =  0     die  \  ß 

zugehörigen  Bild- 
piinkte  P  und  ver- 

biiulct  diese  diirrh 

eine  sie  alle  gleich-  -x-^ —    Aösci999n -  -Achse 

m ä  ß i  X \\ <  •  k s i ( ' h - 
tigendc  Km  \  c  so 
nennt  man  diese 
das  graphisohe 
Bild  der  a nal  v- 
tischen  Funk- 
tion y=f{x)  oder 

Als  Beispiele 
wählen   wir  zu- 


\A 


I 
I 


-9 


JF 


I 

I 

0 


X-Achse 


4« 


nlehBt  die  Funktionen,  für  die  wir  auf  Seit«  197,  198  die  'J\i bellen 

angaben  haben^).  (Das  graphische  Bild  zur  Funktion  y-  -  25  — 

findet  steh  in  Fig.  108,  S.  202.) 

Da  wir  bier  auf  beiden  Kooidins« 
tenaehsen  reelle  Zahlen  abtragen,  so  sind 

sie  solbstverrtändlieh,  im  speziellen  auch 
die  Ordinatenachse,  für  die  Darstellung 
imaginärer  Zahlenwerte  in  diesem  Falle 
nidkt  vet'wendbar.  Die  Ebene  wird  hier 
man  Feld  von  reellen  Zahlenpuaren 
f  Zahlenebene  der  reellen  Zahlen  paare),  ««e 
in  der  imaj;inän.'  Zahlen  oder  aut  h  kom-  ^IZ 
plexe  Zahlen  keine  Veranächauhchung 
finden  können.  Tmaginire  Zahienwerte 
der  Funktionen  können  daher  auch  in 
solcher  Veranschaulichung  als  I?üd-  bzw. 
Kurvenpuukte  überhaupt  keine  Dar- 
stelJung  finden. 

T)a  die  beiden  Variablen  x  und  y  der  aiialytiselun  Funktiun  riine 
Zaiiien  Ixxleuten,  so  müssen  im  allgemeinen  d.  Ii.  wenn  keine  Ver- 
anlassung vorliegt,  die  ausdrücklich  anderes  verlangle  -  gleichen 

')  Die  den  Tahellen-Zahlcii werten  Mitsprechenden  ^urvenpunkte  und  im  Bilde 
jeweils  leicht  nchtiMir  angegeben. 


4X 


Fig.  100. 
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JC-f 


t 

L  

-jc    -g  f(ti'  /Iii  *x 
— Tid^iFi"^  = 


Zahle nintervallen  audi  gleiche  Strecken  auf  beiden  Achsen 
zugeordnet  Verden,  wie  wir  ea  auch  in  den  eben  angelGhrteii  Süguien>) 

durchgehende  ein- 
gehalten haben.  Es 
sind,  kurz  gesagt, 

die  Mf\ßstä1>e  auf 
den  })f'i(len  Achsen 
gleich  zu  wählen, 
-was  dnrrli  Wahl 
gleich  langer  Ein- 
heit sst  recken  er- 
reicht wird. 

Wählt  man  die 
MaßstÄhe  nicht 
gleich .  ^<)ndem 
nimmt  man   l.  ß. 

den  einen  Maßstab  als  das  Zwei-,  Drei-,  Vier-, 
allgemein  Vielfache  des  anderen,  so  ergeben 
ng.  101.  «ch  im  Vergleich 

zu  den  Figuren  im 
Koordinaiensystem  mit  gleichen  Mafistäben 
~  wobei  wir  zunftchBt  den  einfachsten  Fall 
nehmen,  indem  wir  dieselben  bei  der  näm- 
lichen Funktion 
gleich  einem  der 
beiden  vorhin  be- 
trachteten gleichen 
Maßstäbe  anndi> 
men  und  die  Achsen 
beibehalten  wollen 
—  folgende  Verän* 
denmgen  :  Es  wer- 
den «itweder  die  Ab  - 
szisson  der  Punkte 
in  beiden  Kiu'ven 
gleich  sein  und  die 
Urdinateu  im  gleichen  Verhältnis,  wie  die 
Maßstäbe  vergrößert  oder  umgekehrt.  Man 
nennt  zwei  solche  Figuren   a//i»^).  Wir 

»)  Vgl.  die  Fig.  101  bis  IOC. 

*)  AUerdings  ist  dies  nur  ein  Spezialfall  dt  r 
AffinÜät  und  für  densolben  im  beaondern  noch  di*' 
orfftogonale;  dooh  kommt  «ioug  diese  im  obigen  Falle 
in  Betracht. 


>1g.  10«. 
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ktenen  daher. sagen:  Bei  verschiedenen  MaBetäben  auf  beiden 
Aohsen  ist  das  Bild  einer  bestimmten  Funktion  f^f{^ 


Diese  Kurve  enetit  ai«  graphischen  Bild  die  se* 
üMiit«  Brigp«lie  ]X>gUltbineDtarel.  Ahm  ihr  lAQt 
dch  utit  um  so  grOBerer  Oenauigkeit  lu  jeder 
&lU  2  all«  Abszisfle  ihr  zugehöriger  Logarith- 
nun  mit  der  Bads  10  «la  ingeliAtlge  OnUiMtc 
abtowo,  je  grOfler  wir  den  MaBstaib  der  Zeteh* 
I     nnif  «ihlea.   Wir  haben  hier  die  graphincbe 
TenunelMallchung  der  gewöhnlichen  Logwritli- 
meotabelle  vor  un»,  das  grapliische  Bild  der  Loga- 
rithuius-FMnl(UQn  mit  der  Basis  10,  w&hrend  auf  Seite  19^  6  ein 
8tttck    t  r  Lovarlthnientaf«!.  der  tobeHarfacii«n  DatateUung 
dleoer  >  uaktioti  steht. 


affin  zu  dem  Bilde,  welches  bei 
gleichen  Maßslüben,  die  gleich 
sind  einem')  der  ungleichen,  mit 
denselben  Aohsen  erhalten  wird. 

Die  Veränderung  des  Kurrenbildes, 
die  dabei  eintritt,  ▼eranschauliche  die 
Eig.  107,  in  welcher  neben  dem  Bilde  mit  gjldchen  Mafist&ben  sich 
auch  jenes  findet,  in  dem  die  Maßstäbe  auf  den  Achsen  sich  ver- 


halten  wie  3:1,  imd  zwar  von  der  schon  früher  in  tabellarischer  und 
graphischer  Veransciiauiicliung  zitierten  Parabel  y  =  2.r^.  Dieses  Ver- 
hältnis nennt  man  in  Rücksicht  auf  die  affine  Umformung  der  Kurve 
auch  Äffinität8verhölf,n  i 

*)  Andern  wir  beide  Maflatftbe  auf  bdden  Achsen,  ao  beateht  keine  diiekte  Affinität, 
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Die  Fuflktioo. 


Wie  man  Mit,  mxd  die  PaiabeL  um  vieke  flacher. 

Besondars  interesBant  weiden  die  VerhSltniflse  in  einigen  spezielleii 
IWen.  Als  iriclitigpten  davon  fuhren  vnt  die  DanteUang  der  ana- 
lytischen  Funktion 

a;ä  -j.  y3 

durch,  für  r  =  5  . 

Stellen  wir  diese  im  recht  mkligen  Kouidinatensystem  mit  gleichen 
Maßstäben  dar,  so  erhalten  wn  einen  Kreis;  vgl.  Fig.  108.  \Vi  senden 
wir  jedoch  ungleiche  Maßstäbe,  so  erhalten  wir,  wie  die  Fig.  109  und  110 
lehren,  eine  ElHp.se,  von  welehen  die  erster©  eine  zum  Kreise  affine 
Figui  ist,  nicht  aber  die  letztere^).  Man 
sieht  also,  in  diesem  Falle  müßten  wir 
sogar  die  Benennung  des  Bildes  ändern, 
wenn  wir  von  dem  einen  sum  anderen 
Ifaßetabeystem  übergehen,  ümgefcdirt 


Fig.  108: 
„  109: 


Fig.  m, 

Maßstäbe: 
für  X 

1  c/)4  mm 
lor>4  „ 


f  är  y 
Ic^8 


*x 


Flg.  10». 


würde  sich  die  geiiindene  Ellipse,  wenn  wir  von  ihr  als  gegeben  aUB« 
gingen,  wo  ihre  Gleichung  lauten  würde: 


:V1 
(2  r)- 


r- 


=  l  • 
4r«  ' 


bezw.       +  -.-  —  r* 


Fig.  109 


^)  ZwisdMiL  Fig.  108  und  110  oder  110  und  III,  sowie  109  und  110,  100  nndflll 

ist  dio  Affinität  (Audb  bei  Beibehaltung  der  Aclisen)  gestört,  weil  nicht  mehr  Menigstene 
einer  der  brnden  Maßet&be  in  beiden  Figuren  der  gle'iche  ist  (ygl.  Fußbemeikung 8.201). 
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oder: 


_  „  y-     _  25  a-^' 


9r« 


«1;   bezw.   ^«*  +  ^y*'«r» 


25 
9 


Fig.  110 

bei  pausender  Änderung  eines  oder  beider  Maßstäbe  im  Bilde  als  Kreis  zei^Q 
(Fig.  III),  also  würde  abermals  eine  Namensänderung  eintreten  müssen. 


Hg.  Ufk 

Maßstäbe: 

für  X 

Fig.  HO:       1  ^6,4  mm 
„   III:       li^lfi  „ 


Flc  III. 


für  y 

I  (jn  2,4  nun 


Diese  Schwierigkeit  wird  erst  aufgehoben,  wenn  man  den  prak- 
tischen Standpunkt  für  die  Benennung  verläßt  und  den  theoretischen 


Uff.  m 

«innimmt.  Die  Theorie  betrachtet  eben  den  Kreis  eben- 
faila  als  EUipse;  sie  würde  ihn  einfach  „gleichaohsige 
Ellipee*'  nennen. 

Ein  analeres  Beispiel  wäre  durch  die  gewöhnliche 
Hyperbel  und  ihren  Spezialfall,  die  ^eichseitige,  gegeben. 

Bei  den  empirisch  aufgenommenen  Kurven,  wo  also 
auf  den  Achsen  die  Maßzahlen  verschiedener  Größen- 
arten  aufgetragen  werden,  ist  ein  direkter  Vergleich  der 
Maßstäbe  gar  nicht  möglich,  da  man  nur  gleichartige 
Ckößen  miteinander  vergleichen  kann.  Auf  das  Resultat 
der  Untersuchung  ist  dies  aber,  wie  man  leicht  sieht, 


ae 

y 

—  oo 

0 

-8 

0,49 

-7 

-  0,50 

-6 

-0,65 

~6 

-0,77 

4 

0,94 

-  3 

1.2 

-2 

-1.0 

-1 

,  2,0 

-0,5 

1-1,6 

0 

0 

1  0,5 

+  1,6 

+  1 

+  2,0 

+  2 

l+i,e 

+  3 

-Hl,2 

+  4 

+  0,94 

-1  i") 

+  0,77 

M  Ü 

,  i  0,GÖ 

+  7 

1  +0,36 

+  8 

1  +0,49 

+  ot 

1  0 
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ohne  Einfluß,  da  «8  für  dieses  einzig  auf  die  Frage  ankommt:  „Wdcber 
Wert  der  einen  Große  gehört  der  anderen  rat"  und  die  Antwort  darauf 
hangt  nicht  vom  Haßstabe  unseres  Koordinateosystemes  ab. 

Als  weitere  Interessante  Beispiele  der  graphisohen  Daistellung  analy- 
tischer Funktionen  seien  mit  Fig.  1 12,  S.  203  noch  die  folgenden  angeführt. 

Die  Funktion: 

oder: 

3a  —l  -  ^ 


n 


3     f  a 

ist,  solange  die  Koostante  nicht  durch  eine  bestimmte  Zahl  gegeben, 
die  Zusammenfassung  einer  unbegrenzt  großen  Anzahl  ▼on  Kurven« 

9  a  u'     f(3fl  - 


«=/(/)  = 


die  sich  durch  Variation  des  Zahl- 
wertes a  ergeben,  den  man  in  solchen 
FfiUen  Parameter  dieser  Kurven* 
schar  nennt.  Indem  wir  die  Kon- 
staute  a  als  Kinheit  für  die  aufzu- 
trag^den  Koordinaten  wählen,  er- 
halten wir  ein  allgemeines  Bild,  da.s 
in  der  nebenstehenden  Fig.  113  mit 
beigegebener  Tabeiiendarstellung 
wiedergegeben  ist. 

y  »  sinq)  =  einx 


t 

u 

0 

±0 

1 

=  ±  0,61  . 

•  a 

*  3" 

=  ±0.63 

•  a 

+  a 

•  o 

+  2  a 

=  ±M7- 

>« 

+  3  a 

±0 

+  *a 

2 

+  3" 

•  a 

+  5a 

2  - 

•  a 

-j-öajij:    a)ü    — ^  2,45  •  •  a 


+  7a 


In  dieser  sog.  Sinusfunktion,  die  wir  zu  erwähnen  bemts  Ge- 
legenheit hatten^),  bedeutet  das  Argument  ^  oder  x  emen  Winkel» 
ausgedrückt  in  Graden,  Minuten  und  Sekunden,  oder  eine  unbenannte 
Zahl,  wenn  man  nämlich  den  Winkel  durch  das  Verhältnis  aus  Bogen- 
länge zu  Badius  ausdrückt.  Es  ist  dann  dem  vollen  Winkel  (300^)  die 


Zahl 


2r.T 


—  2ji  zuzuordnen,  und  den  übrigen  W'iukehi,  kleiner  als  ein 


i)  Vgl.  S.  125,  12«. 
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voller,  Zahlen  zw  i.H».  heii  0  uiul  2  .  Als  graphjsciu'js  Bild  eigil)t  sich  eiue 
unbegrenzte  Wellenlinie,  die  nach  Fig.  1 14  leicht  konstruiert  werden  kann. 


/  =  ainy  «:  sin* 


-/Ii  »f.  114. 

In  der  denmtaien  Ti  igonometrie  wird  der  Sinus  eines  Winkels 
dnich  das  Verhiltais  ans  Geg^Dbathete  zu  Hypotenuse  in  einem  zeoht- 
irinUigen  Dreieck  definiert.  Indem  wir  diese  Definition  beibehalten, 
ergibt  sich  eine  einfache  gra|dii8che  Barstelluag  der  l^usfunktion»  die, 
für  sich  genommen,  gegenüber  der  in  Eig.  114  goeeigten  den  Nachteil 
geringerer  Anschaulichkeit,  aber  den  Vorteil  der  Raumerspanus  und 
dofaeheien  Handhabung  hat.  Immerhin  stehen  beide  in  einem  ein- 
fachen graphischen  Zusammenhang,  wie  wir  bald  sehen  werden. 


Für  den  \V  iiLkci  9/ 


90'  -  iätöin90° 


öin'_  =-{"1  dergrößte 


/ 


Wert,  den  y  annehmen  kann,  da  der  Sinus  eines  Winkels  nur  zwischen 
^1  und  +1  schwankt.  Wir  zeich- 
nen nun  einen  Kreis  (Fig.  115)  mit  T.^  W."*.«™**  ^ 
dem  Radius  gleich  einer  Strecke,  die   y  ^  f(g)  ^  sinx  j 
wir  diesem  Maximalwert  zuordnen,  ~"         '  ~ 
also  gleich  I  annehmen.   Ist  dann 
9  s  2  irgendein  W«*T"t  fies  Argu- 
mentes, abgetragen  als  WinkelgröUe 
von  OH  auB  im  entgegengesetzten 
Sinno   der  l'hrzeigcrl>ewepiinp ,  so 
brauchen  wir  nur  den  Endpunkt  A 
des  Strahles  OA  oder,  wie  man  auch 
lagt,  des  „Vektors''  OA  orthogonal 
auf  die  vertikale  Achse  zu  projizie- 
ren und  erhalten  in  der  Strecke  OA' 
unmittelbar  den  Ordinatenwert  f/ . 
Denn  der  Winkel  OAA'  ist  als 
Wechselwinkel  an  Parallelen  gleich  tf  -= 
winkligen  i^reieckO^^'  die  Beziehung: 

ÖÄ'     OA'  ~, 
Binw  —  smx  =        s=s  -      =  OA  =  w 
  OA       1  ^ 

aiia  der  Ptoportbn  360" :  9 "  =^  2  ;r :  x  be«timroen,  woiftua  einer- 


i 

Fig.  116. 

X  und  daher  folgt  im  recht- 


1)  die 


aeitot 


180 


9> ,  •ndnneite: 


180 
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also: 

d.  h.  ÖA'  ist  ^eich  dem  OrdmEtemrarte  y,  gemeesen  mit  OA  als  £ia- 
heitattxecke.  Für  jeden  Aigumentenwert  x,  abgetragen  als  Winkel- 
große  vom  StraM  OB  aus  in  dem  angeffihrten  Simie,  erlialten  wir  so 
in  einfadier  Weiae  die  Ordinate  7  bzw.  y,  und  damit  eine  grapblKlie 
Darstellmig,  die  man  anob  Vektordiagramm  nennt Die  "Fig,  116 
lebrt,  wie  man  in  einfacher  Weiae  von  diesem  zu  dem  anaebanUdiereii 
Bilde  der  Sinufllinie  übergeben  kann. 


Fit.  116. 


In  den  praktischen  Anwendungen  bat  man  die  Smnefonktion  ge- 
wÖhnHcb  in  der  etwas  erweiterten  Form: 

Y  =  asiny  =  aeinx 

wo  a  eine  Konstante  ist. 

In  dieser  Gestallt  sind  die  Urdiiiateii  y  jeweils  a-mal  größer  alfi  in 
der  Funktion  ij  =  sinr  bei  gleichem  Argumenten  wert  x.  stellt  also 
in  der  früher-)  gcgebeucii  Ausdrucksweise  F  =  a8in;r,  graphisch  dar- 
geatellt,  eine  zu  ^  =  sinar  affine  Kurve  dar,  falls  wir  beide  lui 
gleichen  Koordinatensysteme  veranschaulichen. 

Auch  im  Vektordiagiumm  ist  ihre  Darstellung  einfach,  indem  jetzt 
dw  Maximalwert  von  y  =^  a  iat,  aiso  a-mal  größer  als  im  Falle  y  —  sina; . 
Ordnen  wir  der  Zahl  a  in  F\g,  115  wieder  die  gleiche  Strecke  OH  =  ÖÄ 
zu»  80  können  wir  dieses  Diagramm  auch  unmittelbcur  für  diesen  Fall 
benutzen,  indem  wir  nur  beachten,  daß  die  neue  Darstellung  in  einem 
a>mal  kleineren  Maßstabe  erscheint. 

Der  VoUständigkeit  halber  erwähnen  wir  eine  andere,  aber  weniger 
gebrauchliche  Darstellung  der  Funktion    ^  sin«  oder  7  —  asin«  in 

^)  Die  Darstellung  n^ich  Fig.  114  ist  auch  bekaunt  als  ÖlocktndiagramtA, 

s)  8.  aoo  11.  ff. 
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Form  eines  Vektordiagramms.  Die  Fig.  117 
läßt  diese  Darstellmig  ohne  weiteres  ver- 
stehen. Man  kann  dieselbe,  die  offenbar 
einen  weniger  einfachen  Übergang  zur  Wellen- 
linie erlaubt,  als  wie  das  Vektordiagramm 
in  Fig.  116,  zur  Untefifloheidiing  als  Polar ^ 
diagramm  beseichnen. 

Wie  eraichtlicli,  hat  jede  Funktion  mit 
nur  einem  Aignment  als  Bild  eine  in  dner 
Sbene,  der  Ebene  des  KooidünAtensystemee, 
Hegende  Kurve  oder  kurz  eine  ebene  Kurve. 

liegt  dagegen  eine 

Funktion  mit  drei  Veränderlichen 

vor,  wovon  dann  zwei  unabhäi^ig  Veränderliche  oder  Argumente  sind, 
so  wird  das  graphische  oder  geometrische  Bild  ein  anderes.  Für  dessen 
Herstellung,  bzw.  für  die  Aufsuchung  der  Biidpunkte,  die  den  Tripeln 

zusammengehöriger  Werte  von  x,  y  und  z  zukommen,  bedarf  man  aber 
auch  eines  neuen  Koordinatensystemes,  das  eben,  zur  Auf  tragung  dreier 
verschiedenen  Veränderlichen,  drei  verschiedene  Achsen  haben  muß,  eine 
für  die  Abtragiuig  der  a;- Werte,  eine  für  y  imd  eine  für  z.  Es  ist  dies 
das  räumliche  Kartesische  Koordinaten5?ystem,  in  welchem 
man  wieder  gewoiinlich  <iie  Aclisen  senkrecht  zueinander  nimmt.  Da 
uns  aber  für  das  Zeichnen  nur  eine  Ebene,  die  Papierfläche,  zur  Ver- 
fügmig  steht,  so  müssen  wir,  um  die  Sache  zeichnerisch  zu  vermitteln, 
von  diesem  räumlichen  Zusammenhange  ein  Projektionsbild  auf 
unsere  Papierfläche  heretellen.  Dies  kann  in  verschiedener  Weise  ge- 
schehen, z.  B.  in  Form  eines  perspektivischen  Bildes,  im  Zweitafcl- 
system  {Aufriß-  und  Grundriß-  oder  Mongesche  Methode),  in  ortho- 
gonaler oder  schiefer  Axonometrie  (im  speziellen  in  der  sog.  Ka- 
valierperspektive).  Dieses  letztere  Verfahren  ist  imseren  Figuren  zu- 
gnmde  gelegt. 

Ist  also  eine  Funktion  dreier  Verändwiichm 

gegeben,  ao  nimmt  man  x  und  y  beliebig  an,  berechnet  den  zugehörigen 
Wert  Ton  z,  nimmt  auf  den  Achsen  des  räumlichen  Koordinatensystems 
drei  beliebige,  aber  gleich  lange^)  ESnheitBstrecken  an  und  trägt  ver- 
mittels  derselben  die  Koordinatenwerte  x,  |f,  t  auf  den  zugehörigen, 
d.  h.  gleichbenannten  Koordinatenachsen  vom  Ursprung  0  aus  ab  und 
findet  die  Punkte  A,  B,C,  deren  Projektionsbüder  in  der  Fig.  118 

1}  Vgl  8.  199,  200  u.  tt. 


Fi«,  in. 
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zu  sehen  sind.   Daiin  bestimmt  mau  vermöge  der  Wertepaare  (.r,y), 

und  (y,2)  die  Punkte 
P\  P"  und  P"\  Errichtet 
mau  dann  in  diesen  drei  Punk- 
ten Senkrechte  m  der  je\vei- 
ligea  Koordinatenebene,  bo 
sehneideii  sich  diese  diei  Senk» 
rechten  in  einem  einzigen 
Punkte  P{x^y^z)^  der  sog. 
„freien  Ecke"'  des  entstande- 
nen Parallelepipeds  oder  Qua- 
ders. Dieser  Punkt  ist  dann 
das  räumliche  Bild  des  ver- 
möge der  Funktion  zusam- 
mengehörigen Zahle  ntri- 
pels  {x,y,z). 

Von  all  den  zuletzt  be- 
schriebenen -Dingen  haben  wir 
in  unserer  Figiu-  das  Projektionsbild,  A\  as  wir  von  ntm  an,  als  selbst- 
yerständlich,  niclit  mehr  besonders  l>etonen  werden. 

Die  Gesamtheit  der  so  erhaltenen  Bild  punkte  P  liefrt  auf  einer  Änwit- 
«Mw  tläehe,  dem  graphischen  Bilde  diM*  Funktion  z  =  f{x,y)  . 

Man  kann  zum  Bildpunkte  P  einfacher  auch  so  gdangeu,  daß 
man  z.  B.  zunächst  den  Punkt  ^4,  im  Abstände  3c  von  0,  aufsucht» 

durch  diesen  eine  Senkrechte  zur 
a;2-£bene  zieht,  die  also  in  der 
.ry-El3enc  senkrecht  zur  a: -Achse 
liegt ,  auf  diosfT  Senkrechten  den 
Streckonwert  der  Zaiil  //  abträgt 
und  durch  den  so  i^oN\onneii*'n 
Punkt  eine    Scnkroclite  zur 

;f  »/-EIkmu-  oder  vhw  Parallele  zur 
2-Aehs(>  koii.struiert.  auf  der  man 
schließlich  den  Streckenwert  der 
Koordinate  z  abträgt  (Fig.  119).  P 
erscheint  so  als  Endpunkt  des  ge- 
brochenen Linienzuges  OA  P'  P  . 

Als  instruktives  Beispiel  ziticicn  wir  einen  Fall,  der  praktisch 
tatsäclilieh  ;insireführt  wurde,  also  nicht  nur  von  theoretischem  In- 
teresse ist.  Obering.  Lo^ö- Berlin untersuchte  die  gegenseitige  Ab- 

^)  '/..  (I.V.  d.  I.  1901,  S.  1200;  Uiiteisiichiin..'en  an  Schiie1lt»ahnwag«a  d*r  Att- 
ffcmcinen  KUltrniio(^(Jt»tU'<cl>nit  (A.E.Q.)  in  Berlin,  auageführt  in  der  mechaaU 

hieben  Versucbijaustalt  Uicovr  Fiiitm. 


Fig.  110. 
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hangigkeit  der  drei  Größen  Reibungskoeffixient,  Temperatur 
und  Umfangsgeschwindigkeit  eines  in  einem  Lager  rotierenden 
Zapfens.  Als  nnabhaogig  VariaUe  wurden  dabei  die  Temperatur  f 
(gemeesm  in  Graden  Celsius)  und  die  Umfangsgeschwindigkeit  v  (ge- 
messen  in  Metern  pro  Sekunde)  genommen.  T)i  r  R^Mlnmgskoeffizirat 
eme  reine  Zahl,  ist  die  abhängig  Variable.  Zur  Übetführung  in  die 
Form  z  /'(«,  y)  haben  wir  also  zu  setzen  x  - 1 ;  y  =^v  und  9'^f*$ 
oder  auch  x  —  v,  y  =  t  und  z  =  fi.  Letztere  Kinfnhmng  woJlen  wir 
wählen  und  erhalten  dann  die  Funktion: 

Die  zusammenfjehörigen  Werte  von  /i,  v  und  t  wurden  hier  empiriach 
bestimmt^),  und  zwar  wurde  der  Beibungskoeffizient  untersucht: 
^       1.  bei  verschiede- 
nen, ahcrf ürden 

Einzelversuch 
konstant  gehal- 
tenen Tempera- 
turen lind  ver- 
änderlicher Ge- 
schwindigkeit V. 
Die  Fig.  120  zeigt 
die  so  erhaltenen 
Kurven  für  die  Tem- 
.  peraturen  20*',  40'', 

60*  SO'*  und  100^ 
2.  bei  verschiede' 
nen, aber f ürden 
Einzelrersuch 
konstant  gehal- 
tenen Geschwin- 
digkeiten  und 
veränderlicher 
Temperatur  <.    Die  Fig.  121  zeigt  die  erhaltenen  Kurven 
ffir  die  Geschwindigkeiten  2,  5,  10,  16  und  20  m/sec. 
Man  sieht,  daß  die  ersteren  dieser  Kurven  in  Ebenen  liegen  parallel 
der  t; //-Ebene  (entsprechend  der  xz-Eh&ao),  weil  ja  alle  Punkte, 
z.  B.  der  ersten  dieser  Kurven,  von  der  v //-Ebene  gleichen  Abstand 
haben,  nämlich  jenen,  welcher  der  Strecke  entspricht,  die  der  Maßzahl, 

*)  Aus  diesem  Grunde  hätten  wir  diese  Funktion  eigentlich  schon  früher,  im  An- 
schlösse an  die  empirischen  ebenen  Kurven  anführen  soUcn.  Um  aber  unnötige  Wieder- 
hohmgwi  an  T«niieid«ii,  fandoo  wir  es  fnr  svedcmiBigar',  den  Fall  an  dieser  Stelle  v«r- 
nfShien. 

Koestler^Tramer,  Diir«entlat-  u.  Integialrecdinung.  I.  14 


Flg.iao. 
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Vitt.  1-21. 


einem  entsprechenden  Modell,  wie  dies 


der  Größe  20^  zugeordnet 
ist,  und  diese  Eigenschaft 
haben  sämtliche  Punkte 
der  Ebene  parallel  zur  v  /n- 
Ebene  im  gleichen  Abstände 
von  letzterer.  Man  nennt 
diese  Kurven  Isoplethen. 
Die  Kurven,  Isoplethen, 
der  Fig.  121  sind  dann  ebene 
Kurven  in  Ebenen  i)arallel 
zur  /// -Ebene  (entsprechend 
der  t/2-Ebene). 

Diese  beiden  Kurven - 
Systeme  werden  nun,  analog 
wie  die  Punkte  l)ei  der  em- 
})iri8chen    ebenen  Kurve, 
<lurch  eine  sie  enthaltende, 
möghchst  einfache  krum- 
me Flüche  verbunden  in 
Fig.  122  veranschauhcht 
Jedem    Punkte  dieser 
Fläche  gehört  je  ein  Wert 
von  V ,  t  und  u  zu,  die 
also  angeben ,  welcher 
Reibungskoeffizient  bei 
der  bestimmte»!  Tempe- 
ratur und  Umfangsge- 
schwindigkeit zu  erwar- 
ten ist.  Das  hergestellte 
Modell  ist  das  ange- 
messenste Veran- 
schaulich n  n  g  s  m  i  t  - 
t  e  1  d  e  r  F  u  n  k  t  i  o  n  d  i  e  - 
ser    drei  Veränder- 
lichen, al)er  die  Schwie- 
rigkeit liegt  in  der  mühe- 
vollen, zeitraubenden, 
sowie  kostspieligen  Ar- 
beit, die  zur  Anfertigung 


')  All«'  (In-i  Fip.  1*20,  121  und  l*J*J  sind  natürlich  wieder  nur  Projoktionsbiider  der 
räumlirhrn  MiMii-lk'.  Der  einzig  ricliti^'e  Wep  zur  Demonstration  dieser  Sache  wäre, 
dem  l>«'M'r  »Ins  .Mmldl  .Hfll)st  zu  zeigen.   Dieser  Wep  ist  hier  aber  ungangbar. 
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solcher  Modelle  nötig  ist  Sie  werden  daher  in  der  i'raxis  nicht  oft  ver- 
wendet, während  die  Geometrie  ihrer  nicht  entbehren  kann.  Dort  sind  es 
dann  beetimmte  analytische  Funktionen,  die  in  solchen  Modellen  dar- 
gestent  werden,  wie  2.  B.  «"-f  2/~  4-  z'^''*»  di«  Ki^^  und  -viele  andere. 

Da  aller  der  Praktiker  doch  recht  häufig  in  die  I^age  kommt,  solche 
Fuoktioneii  dreier  Veränderlichen,  aeieii  sie  nun  empirisch  gegeben  oder 
«OB  theoietisehen  Überlegungen  direkt  in  Form  analytiBcher  Funktionen 
bekannt,  geometrisch  bzw.  grapbuch  zu  veranBchaulichen,  so  muß  man 
andere  Wege  einschlagen.  Diese  sind  zunächst  in  der  Verwendung  ä&[ 
verechiedenen  Ftojektionsverfahren  g^ben,  wie  sie  die  „DaisteUende 
Geometrie"  lehrt.  Dasjenige  Verfahren,  das  die  anschaulichsten  Bilder 
liefert,  weil  unserem  Sehen  am  nächsten  kommend,  ist  die  Zentral' 
Projektion  oder  Perspektive,  deren  gewöhnliche  Verwirklichung  wir  aus 
den  Photographien  kennen.  Sie  hat  aber  den  für  unsere  Zwecke  großen 
Nachteil,  daß  Maße  aus  ihr  nicht  auf  einfache  Weise  entnommen  werden 
können.  Die  axonometrischen  Verfahren  eignen  sich  schon  besser  in 
dieser  Hinsicht,  d^n,  wie  schon  der  Name  sagt,  wird  auf  da.s  Messen 
auf  den  Achsen  abgestellt,  was  ja  auch  unserer  Methode  des  Koordinaten- 
systemes  entspricht.  Es  werden  hierzu  di6  Projektionsbilder  der  drei 
Achsen  gegeben  und  je  nachdem,  ob  man  es  mit  rechtwinkliger 
[orthogonaler)  oder  schiefwinkliger  (klinogonaler^  „schiefer")  Axono- 
metrie zu  tun  hat,  die  Verkürzungen,  unter  dejien  die  Einheitsstreekon 
(z,  B.  1  cm)  auf  den  drei  Achsen  sieh  projizieren,  geometrisch  bzw. 
konstruktiv  zu  bestimmen  sehi  oder  sie  können  beHebig  angenommen 
werden.  Aus  der  zuktzt  genannten  Tat'^aelu'  ergibt  sich,  daß  für  Her- 
steilung von  Schau bildcrn  die  schiefe  Aximoinetrie"  be'<.'«er  geeignet  if^t,' 
indem  sie  rascher  zeichnen  läßt,  weil  man  die  \'crlvür/Anigcn  der  Eiiiheils- 
strecke  auf  den  drei  Achsen  })eliel)ig  nehmen  Ivann.  Unter  den  hier  ge- 
bräuchlichen Verfahren  ist  nun  w  jeder  das  einfaeliste  das,  wo  zwei  Achsen, 
z.  B.  die  X-  undz-Achni»,  den  reelit-  ti  W  inkcl  zwischen  sicli  im  Projektions- 
bilde beibehalten  (siehe  Fig.  i-.>/.  die  Einheitsstreeken  auf  ihnen  also 
unmittelbar  m  wahrer  Größe  auch  im  Projektionsbilde  eingeUagen  werden 
können.  Die  Projektion  der  dritten  Achse  nimmt  man  dann,  in  dem 
speziellen  Falle  der  Kavalier perspckUve,  unter  45°  zur  x-  und  Achse  und 
setzt  fest,  daß  auf  ihr  die  ISnheitsstrecke  ebenfalls  in  waloer  Größe  auf- 
getragen ^racden  soll,  oder,  wie  in  FSg.  125,  in  einem  anderen  Maßstab. 

Wollten -wir  nun  in  diesem  Projektionsverfahren,  also  der  Kavalier- 
Perspektive,  die  Projektionsbflder  der  sämtlichen  Punkte  einer 
krummen  Uftehe  bestimmen,  so  würden  diese  einfach  die  ganze  od^ 
einen  Tdl  der  Ftojektionsebene  überdecken').  Man  würde  also  auf  diese 

^)  Aaoh  eignen  dck  diMelbeo  vom  nalieliegaiden  Gründen  nicht  aelir  zur  direkten 

Entnahme  von  ZwlBclicnwt'ifi'ii  dtr  Vari.ililcn. 

*)  Mm  nehme  irgendeine  krumme  Fläche,  z.  B.  ein  verbogenes  Blatt  Papier 
nnd  steife  tISÄ  di«  Jl^jektion  der  Punkte  derselben  vor. 
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Weise  kein  oder  jedeniftlls  kdn  aoachAiiIidies  Bild  erhalten.  .Man  muß 
daher  anders  votgehen. 

Denjkt  man  sich  nun  auf  der  knmmien  Fläche  Kurven  gezogen, 
80  iveiden  diese  eine  von  der  Natur  der  flache  abh&ngige  Gestalt  haben, 
dieselbe  also  chankkterisieren  und  in  ihrer  Verbindung  in  der  Vorstel- 
lung, wie  hm  den  Funkten  und  der  ebenen  Kurve»  ein  BQd  der  FUicfae 
und  damit  des  funktionalen  Zusammenhanges  vermitteln^).  Wie  man 
diese  Kurven,  die  man  natürlich  erst  wieder  aus  Punkten  bestimmt, 
legt,  ist  zunächst  gleichgültig.  Man  wird  jedoch  danach  trachten 
müssen,  die  Arbeit  m(}gliohst  zu  vereinfachen  und  zunächst  daran  denken, 

dir  Kiu'ven  nicht  beliebig  auf  dear 
Fläche  zu  legen,  sondern  so,  daß  sie 
ebene  Kurven  darstellen,  also  als 
Schnitte  von  Ebenen  mit  der  Fläche 
erscheinen.  Auch  wird  man  mit 
Vorteil  diese  Ebenen  in  möglichst 
einfnche  Lage  zu  den  Koordination- 
ebenen  bringen,  welclie  einfachste 
Lage  wohl  L'e2eben  ist,  wenn  ^^  ir  die 
Ebenen  ])arallel  nehmen  zur  xz-,  zuj 
xy-  und  yz-Ehene.  Man  nennt  solche 
Ebenen  in  der  Darstellenden  (leome- 
trie  Hauptehenen.  In  Fig.  123 
^  sind  je  zwei  solcher  Ebenen  ange- 

deutet. Man  sieht  leicht,  daß  alle  l*unkte  z.  B.  einer  Ebene  parallel 
zur  xz-Ebene  die  gleiche    Koordinate      besitzen.  Analoges  gilt  für 

die  anderen  Hauptehenen. 

Nehmen  wir  z.  B.  die  Ebeoeti 
parallel  zur  «y>Ebene,  die  also 
samtiich  horizontal  sind,  wenn,  wie 
es  gewöhnlich  geschieht,  die  xy* 
Ebene  selbst  horizontal  ist,  so  ha- 
ben wir  die  im  Ingenienrwesen  ge- 
bräuchliche Darstellung  Udnerer 
Teile  des  Geländes,  der  Erdober- 
flache, vermöge  der  sog.  Niveau^ 
oöiN Sehichtenlinien*  Essuiddies 
Kurven,  die  als  Schnitte  äquidistanter,  horizontaler  Ebenen')  mit  der 
Erdoberflache  anzusehen  sind.  Durch  Angabe  der  Höhrakote  —  d.  i. 


Fig.  124. 


»)  V(rL  s.      u.  ff. 

*)  als  fibenea  so  weit,  als  man  den  diu  ü)  erflache  der  Erdkugel  als  Ebene  bc< 
Iraoht^  darf,  in  groOeren  AiudefaDiiiigen;  ftquidistaiiter,  zum  Erdmittelpttiikt  koii> 
»entriaolier  Kugel«  (Elliksoid-)  Fliehen,  vgl  auch  S.  216. 
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die  Zahl,  welche  die  Hölie  (in  Metern)  über  dem  Meeresspiegel  angibt  — 
dieser  Schichtlinien  ist  auch  die  Fläche  bestimmt. 

Wir  Bachen  also  die  Kurven  der  Fläche  in  den  Hauptebenen 
parallel  zur  arz-Ebene  und  yz-Ebene  und  tragen  diese  in  unser 
Projei^tionsbild  ein,  wodurch  uns  ein  Schaubüd  der  Fläche  vermittelt 
\»ird. 

Wie  dies  im  einzelnen  zu  geschehen  hat,  zeigen  wir  an  dem 
Beispiel  der  analytischen  Funktion  dritten  Orades: 

«*(H-y)  +  2«y-36«o 

oder 


für  welche  sich  zunächät  folgende 


ergibt: 

I.  Kurven  K 


Tabellendarslellung 


^»:y°=y<i-o  ^i:y  =  yi^i  ig»:y=y«=2  K^iy^^yt-^z  £«llzÄtz>. 
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13 

14 
15 

2,12 

1,87 
1,58 

1  /  35 

\4X 

16a; 

1/35  18X 

^  1 

8 

9 

-  f 

10 

16 

1,22 

«  l 

0  i 

!--- 

1,87 

17 
17,5 

0,71 
0 

1 

0 

z 

2,09 

z 
1,97 

X 

0 

1 

1,02 

1  i 

1,45 

1 

1.30. 

.  2 

0.93, 

2  : 

0,58 

1,94 

0 

2,5, 

0 

2,19' 

0 

Digitized  by  Google 


Di«  Funktion. 


^_j/3ö~r20».  1/35  -  253!  I  35  -  3007 


1/35-200;.  -1/35-25 
f       11  T2i^ 


16 


X  z 

0 

1,78 

0     , 1,61 

0 

1,48 

1 

1.17 

I  0,86 

1 

CM 

1.7Ö 

0 

1.16« 

0 

2  =  ^0  =  0 


II.  Kurven  C 


2  = 


35 

1+y 


iL. 

z 

y 

2 

0 

5,91 

0 

6,91 

1 

4.18 

1 

4,06 

2 

3,42 

2 

3,22 

3 

2,96 

3 

2,69 

4 

2,66 

4 

2,32 

2,42 

5 

2,04 

l 

2,24 

6 

1,81 

7 

2,09 

7 

1,62 

8 

1.97 

8 

1,45 

9 

1,87 

9 

1,30 

10 

1.7S 

10 

1,17 

II 

1,71 

11 

1.04 

12 

1,64 

12 

0,92 

13 

1,58 

13 

0,80 

14 

1,63 

14 

0,68 

15 

1,48 

15 

0,56 

16 

1,43 

16 

0,42 

17 

1,39 

17 

0,-24 

18 

1,36 

17,5 

0 

00 

0 
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35  4  y 


C,:  X  =  X,^3 
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Es  bedeutet  in  der  Fig.  125  z.  B.  (7^  eine  Kurve  der  Fläche  in  der 
Ebene  parallel  zur  yz-Ebene  im  Abstände  gleich  5  EinheitssLi ecken 
von  der  y  2-Ebene,  eine  Kurve  der  fläche  in  einer  Ebene  parallel 
zur  xz-Ebene  im  Abstände 
gleich  3  Einheitsstrecken  von 
ihr.  Die  Figur  enthail  nieht 
die  ganze  durch  genannte 
Funktion  gegebene  Fläche, 
aondem  mir  einen  Teil  der- 
selben, n&mlich  Jenen,  der 
in  den  eisten  Olctanten 
der  poaitiTen  x-,  y-  und 
«-Adiae  fillt  und  vom 
und  rechte  längs 
der  Kurven  f  g 
hzw,  abge 
schnitten  ist. 

Fig.  12S. 

T>iese  Darstellung  gibt  uns,  wie  man 
sieht,  ein  anschauliches,  wenn  auch  et- 
was verzerrtes  Bild  von  der  v()rlie<zenden 
Funktion  dreier  Variablen  \nid  ist  auch  sehr 
leicht  herzustellen.  Will  man  insbesondere  die 
Koordinaten  eines  Punktes  A  kennen  (biehe  Fig.  125),  der 
nicht  auf  einer  der  gezeichneten  Kurven  lie^t,  .so  \\  iirde  man  durch  ihn 
etwa  eine  Parallele  zur  Achse  ziehen.  Um  aber  die  Länge  der  z-Koor- 
<lniatc  zu  bestimmen,  miiüte  man  den  Durchstoüpunkt  dieser  Vertikalen 
mit  dera:y-Ebene  haben,  für  den  eine  unmittelbare  Bestimmunct  niclit 
möglich  ist.  Man  niuli  dazu  die  Kurve  C  oder  die  Kurve  A'  dieses 
Punktes  durch  Interpolation  einzeichnen  (in  der  Fig.  125  sind  beide  an- 
gedeutet). Vermöge  z.  B.  der  Kurve  C  durch  A  gelangt  man  dann  auf 
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die  ary-Ebene  im  Punkte  Ai,  von  da  mit  einer  Parallelen  zur  jy- Achse 
bis  auf  die  Vertikale  durch  A  und  erliäit  so  den  gesuchten  Durch.stoß- 
punkt  A'.  Damit  sind  die  Koordinaten  des  Punktes  A  aus  der  Figur 
abnielibar.  Man  kann  natürlich  auch  nur  eine  von  ihnen  direkt  ab- 
messen und  die  beiden  anderen  vermittels  der  euteprechenden,  oben 
angegebenen  Formel  berechnen. 

Biese  SchaubOder  erfordern  aber  aembch  viel  Baum  und  habeo 
fonier  noch  den  Nachteil,  daß  die  Kurven  C,  weil  der  Winkel  Ewiflchen 
der  y-  und  IB-Achee  im  Ptojektionabflde  kein  rechter  mehr  ist,  ver- 
lerrt  eroohdnen,  nicht  unmittelbar  genau  die  Gestalt  aufweiaen,  wie  sie 
dem  gewohnten  Bilde  im  Kartesischen  Koordinatenkreuz  entspricht^). 

Man  wendet  daher  diese  Isoplethendarstellung  einer  Fläche  sehr 
häufig  in  einer  Form  an,  wo  diese  Nachteile  dahinfallen,  wenn  man 
auch  auf  den  Vorteil  der  Anschaulichkeit  dabei  verzichten  muß.  Diese 
ergibt  sich  sofort,  wenn  wir  die  in  den  verschiedenen  Hauptebenen 
konstruierten  Isoplethen  in  dem  gebräuchlichsten  Verfahren  der  Dar- 
stellenden Ceonietrie  zeichnen,  nämlich,  indem  wir  sie  auf  die  ihnen 
korrespondierenden  Koordinatenebenen  orthogonal  projizieren,  also  die 
Isoplethen  r  auf  die  ?/ r:-Kl)ene,  die  Isoplethen  K  auf  die  .rc-Ebcue, 
die  (nieht  anbiege heneu  i  St  hiehten-  cxler  Niveauhnien  auf  die  xy-Kbeiie. 
Bei  dieser  Orthogonal|>rojek(ion  än(h'i-n  sieh.  Nsie  man  leicht  sieht,  die 
Kurven  nicht,  ihre  i*rojektioneii  sind  ihnen  üeibst  kongruent. 

DieFig.l26midl27 
zeigen  die  sich  ergeben- 
den Bilder  in  der  xz- 
bzw.  y2-Ebene  für  die 
gleiche  Funktion: 

die  wir  schon  im  vor- 
hergehenden Falle  be- 
nutzt haben,  so  tiaü  ein 
Vergleich  leicht  mög- 
lich ist. 

Ein  solches  Bild 
ist  bekannt  als  Isoplethendiagramm  oder  Tomogramm  ^)  der 
J?\uiktion 

dessen  Kurven  oft  nur  durch  die  ihnen  zukonunenden  konstanten 
Zahlenwerte,  als  Koten  dazugeschrieben,  miterschieden  werden.  Gerade 

')  Dasselbe  gilt  auoh  für  die  nicht  eingeceiohiieteii  Kurren  in  den  Ebenen  peralleil 

znr  xy-Ebeuo. 

*)  Vgl.  kteixu  ftuch  Seite  236. 


Fte.  I2B. 
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diese  Nomogramme  spielen  in  neuerer  Zeit  in  der  Praxis  des  Ingenieurs 
eine  bedeutende  Rolle. 

Ist  die  Zahl  der  V;iiiablen  noch  größer  als  drei*),  also  z.  B,  vier, 
wo  dann  drei  unalili mgig  Veränderliche  iiiid  eine  abhängige  vor- 
handen wären,  SO  versagt  unsor  Raum  für  deren  Darstel- 
lung. Immerhin  lehrt  uns  die  eben  vorau.sgegangene  Be- 
trachtung, wie  man  sich  helfen  kann.  Man  setzt  zu- 
nachst  eine  der  Koordinaten,  z.  B.  x  —  gleich  konstant 
in  der  Funktion  u  =  f{x,  y,  z)  und  erhilt  die  Funktion 
«  =  A^O)  y>  die  dann  nur  drei  Verlnd^obe  enthSlt, 
alio  dtuxsh  dne  Flache  darzustellen  ist.  Indem  man  dem 

0^  versohiedene  Werte 
beilegt,  bildet  man  eine 
Schar  dieser  Flfidien. 
Das  gleiche  geschieht 
mit  y ,  indem  man 
1f—yo~  konstant  setzt, 
f{^,yot  »)  erhält 
und  eine  Schar  solcher 
Flächen  mit  Terschiedenen  yo  bildet.  Ebenso  für  z» 

Die  Gesamtheit  dieser  FU&chen,  die  selbst  wieder  nach  einem  der 
besprochenen  Verfahren  dargestellt  werden,  vermittelt  uns  ein  Bild  der 
Funktion  tt  =  f{x,  y,  z).  Wiirde  unserer  Vorstellung  ein  vierdimensio- 
Haler  Baum  zugänglich  sein,  so  wäre  die  Frage  in  diesem  am  anschau- 
lichsten so  zu  lösen ,  wie  wir  es  für  «  =  /(jp,  y)  auf  iSeite  207  u.  ff.  be- 
sehrieben haben'). 

Immerhin  erkeimt  man  daraus,  daß  für  rein  theoretische  Über- 
legungen die  Annahme  oder  Hypothese  eines  solchen  vierdimensionaien 
Raiunes  Dienste  leisten  kann. 


ng.  127, 


Wir  kehren  jetzt  nochmals  zu  dem  Falle  dreier  Veränder- 
lichen zurück.  Die  Voraussetzung  war  dort,  daß  beide  Veränderlichen 
«  nnd  y  unabhängig  seien.  Es  soll  nun  diese  Voraussetzung  fallen  ge- 
lassen werden,  d.  h.  wir  nehmen  an,  x  und  y  seien  nicht  vonein- 


')  (lio  sith  7..  B.  civi^  '  ^v(■nn  (He  Dichte,  Temperatur  USW.  eine«  inhomogenen 
Körpers  eine  Funktion  ist  Uer  drei  Raumkootdinaten  x,  y,  z,  d.  h.  von  Funkt  zu  Funkt 
variiert,  wo  dann  dia  Didite  bsw.  Tamperatnr  die  vierte  VeriLndecliehe  w&re. 

*)  Ii  ^-  fix^yti)  ist  das  im  vierdimenaionalcn  Räume  entsprechende  Gebilde  der 
Fläche  im  dreidimensionalen  Raum,  wobei  man  aber  zu  beachten  hat.  daß  es  HclbMt- 
verständlich  räumlich  auj*gcdehnt  ist.  Setzt  man  eine  Variable  konstant,  so  hätte  man 
diee  Stl  betrachten  als  den  Schnitt  dieses  Gebildes  mit  einem  dreidimensionalen  Kaurae, 
der  y>Mnil)eI  wäre  zum  dr»'idiraen»ionalen  Raum  der  drei  übrigen  Koordinaten.  Sitzt 
man  zwei  der  Variablen  konstant,  so  ergäbe  sich  der  Schnitt  des  vierdimcnsionalon 
Qebildes  mit  einer  Ebene  parallel  zur  Koordinatenebene  der  anderen  beiden  Variablen, 
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ander  u  nabhänj?ij?,  sondern  mit  der  Annahme  von  z.  B.  x  sei  y  direkt 
rechnerisch  oder  graphisch  bt&liiiuubar. 

Wir  hal)en  dann  eigentlich  nur  eine  unabhängig  Veränderliche. 
Das  gniphist  lio  oder  geomet  l  ische  Bild  ist  nun  keine  Fläche 
mehr,  wie  wir  bald  sehen  werden.  Es  sei  nämlich  die  behauptete  Ab- 
hängigkeit von  X  und  y  gegeben  durch 

y  = 

Fuhlen  wir  dies  in  die  allgemeine  FonktionegleiehiiDg  dreier  Variablen 

z  =  fix,  y) 

ein,  80  erhalten  w 

d.  h.  z  allein  abhängig  von  der  Wahl  des  x,  und  da  davon  auch  y  ab- 
hängt, ist  X  als  die  einzige  unabhängig  Veränderliche  anzu- 
nehmen ^) . 

Zur  Auffindung  des  Bildes  nehmen  wir  also  irgendeinen  beliebigen 

Wert  von  .r,  berechnen  vermöge  y  ^-  >f{x)  das  zugehörige  y  und  setzen 
beide  Weile  in  z      f{j\  y)  ein,  womit  wir  erlialten. 

Für  die  Erleichlerung  der  Rechnung  können  wir  auch  so  vorgehen, 
daß  wir  die  Funktion  z  —  /'[a;,  y(a:)]  zusammenziehen  zu  der  Form: 

z  =  tp{x) 

so  daß  wir  zusammenfassend  sagen  können : 

Die  drei  Veränderlichen  y  und  z  müssen  die  beiden 
Gleichungen: 

r  2  -  rf  ix)  \ 
l  y  =  V>(a;)  i 

gleichzeitig  erfüllen. 

Versuchen  wir  uns  diese  iK-iden  FunktiuusgleicluHigen  zu  deuten, 
so  erkennen  wir  leicht,  tiaß  die  erste  derselben  als  graphisches  Bild 
eine  Kmve  in  der  ;r2-El>ene  ergäbe,  die  zweite  eine  solche  in  der 
.c?/  l*]l)Ciie,  wie  Fig.  iL'S  erki  iiiien  läüt.  Doch  wir  können  diesen  Funk- 
tion.sgleic-liuiigen  noch  eine  \s t  itergeliende  Deutung  g<'ben.  Denken  wir 
uns  nämlich  in  einem  Punkte  mit  den  Koordinaten  x,  z  eine  Senk- 
rechte zur  :rz-Ebeue  errichtet-),  .sind  für  alle  Punkte  derselben  nur 
die  y-Koordinaten  verschieden,  dagegen  die  ap-  und  «-Koordinaten  gleich. 
Daxaus  aber  folgt,  daß  die  Koordinaten  dieser  Punkte  die  Bedingung 
z  » ff  {x)  erfüllen,  weil  y  darin  nicht  vorkommt  und  die  x-  und  z-Ko- 
ordinaten  dieser  Punkte  gleich  jenen  des  entsprechwden  Punktes  in 

')  ^Tnii  könnte  natürlich  auch  durch  Umkehrung  der  Funktion  jf  =  ^^r- 
{inderliche  y  dazu  nehmen. 
Vgl.  Fipr.  1*28. 
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der  a:2-Ebcne  selbst  sind.  Stellen  wir  diese  Betrachtung  für  sämtliche 
Punkte  der  Kurve  z  =  (f{x)  an,  öo  erkennen  wir,  daß  die  Koordinaten 
aller  Punkte  des  Zy-  , 

linders,  der  diese  Kur«  \  f 

re  als  Leitlinie  hat 
und  mr  ««-Ebene 
senkrecht  steht,  diese 
Bedingung  befriedi- 
gen, denuukch2«9'(x) 
als  graphisches  Bild 
auch  diesen  Zylin- 
der haben  kann.  Ana- 
log  ergibt  sich,  daß 
y^^yfix)  als  Schau- 
bild eineji  Zylinder 
hat,  der  die  Kurve, 
die  das  Bild  von 
y  —  yf{x)  in  der  xtj- 
Klx>iie  ist,  als  Leit- 
linie besitzt  und  sur 
X  y-Ebene  senkrecht  ^^^y  Fig.  128. 

steht.    Diese  beiden 

Zylinder  haben  eine  Kurve  jieineinsani.  die  man  eine  liaum-  otfer  gp- 
utiuffme^)  Kffrt'e  neiuit  und  auch  ab  Durchdringungskurve  der 
beiden  Flächen  l>ekannt  ist. 
Wir  können  daher  sagen : 

¥ 

Eine  Funktion  mit  drei  Veränderlichen,  wovon  aber 
nur  eine  unabhängig  ist,  was  geschrieben  werden  kann  in 
den  Formen: 

hat  als  Schaubiid  oder  graphisches  Bild  eine  Haumkurve. 

Diese  Erläuterungen  möge  nun  das  folgende  Beispiel  ver- 
anschaulichen. 

Ss  sei  das  graphische  Bild  zu  bestimmen  von  einer  Funktion, 
welche  definiert  ist  durch  die  Beziehungen: 

1)  {x-cy     2piz-d)^0         z==^i^ix)=-d-r^^~^^*  (Parabel) 

oder  ^ 

2j  [x~a)^'^(y-~b)--r-  ^0         y  -  ^^{x)       _\r'  -  {x  -  a)-  (Kreis) 
')  w«il  «ie  nioht  in  einer  Ebene  H^t  und  eine  gewundene  Gestalt  hat. 
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Nehmen  wir  aa: 

c  =  7;     rf  =  3;     p  =  2 

so  fingen: 

1)    ««3  +  ^^-^ 

ab  epezielle  Funktioaieii,  deren  graphische  Bilder  m  bestinunen  sind» 
siehe  Fig.  128,  S.  210. 

Wir  w&hlen  dasn  wieder  das  Projektionsbild  in  KaTaMerperspektive. 

Die  zur  Konstroktion  verwendeten  Kocndinaten  winden  folgenden 
tabellarischen  Darstellungen  der  drei  Projektionskurven 
entnomnien. 


2  «= 

2  =  »yU) 

X 

z 

9 

_V    1  » 

+  0 

+  0 

inMginir 

? 

imagmir 

■h  1 

12.0 

+  1 

4  7.0 

imaginir 

-f  2 

+ 

9,25 

+  2 

H  10.0  ;  +  4,0 

2 

3,25 

-h  3 

7,0 

+  3 

+  11,0  ;  4  3.0 

3 

4,0  ;  7,0 

+  4 

+ 

6.26 

+  4 

+  11^;  +  2.42 

4 

6,25;  9,26 

+  6 

+ 

4,0 

+  5 

+  11,9  ;  +  2,1 

5 

6.20;  10.79 

-f  6 

:j,25 

+  6 

+  12,0  ;  +  2,0 

6 

6,80;  11,70 

+  7 

;}.o 

-f  7 

1  11.9  ;  +2,1 

7 

7.0  ;  12.0 

-f  8 

3,25 

+  8 

f  11,58;  +  2,42 

8 

0,80;  11,70 

+  9 

: 

4.0 

+  9 

+  11.0  j  +  3.0 

9 

10.79 

+  10 

5,25 

-f  10 

+  10,0  ;  +4,0 

10 

5,25;  9,25 

f  n 

7,0 

+  11 

4  7.0 

II 

4,0  ;  7.0 

h  12 

+ 

9,-2ö 

+  12 

imaginär 

12 

3.25 

-f  13 

4- 

12,0 

13 

imaginär 

+  14 

+  16,26 

+  15 

+  19.0 

Der  Voll!«tändiukeit  und  giulJcrcn  Anseliaulichkcit  halber  wurde 
auch  das  Bild  der  Fuuktiun  z  =  y{y)  eingczcicbüet.  iüe  ergibt  sich  aus 
1)  und  2)  zu 

Uy  -  [U  .  2  f  Uy  -  +  24)  -|-  y«] 
 ^  

und  kann  in  Umkehrung  der  früheren  Betrachtung  als  Orthogonal- 
Projektion  der  Raumkurre  auf  die  yz-Ebene  betrachtet  werden. 

Diese  Art,  eine  Baumkurve  als  die  gemeinsame  Kurve 
zweier  Z  y  Ii  n  d  e  rf  1  ü  c  Ii  e  n  zu  finden»  können  wir  leicht  verallgemeinem, 
wodurch  das  Anwendungsfeld  erweitert  wird. 
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Es  seiea  uns  n&mlich  die  beiden  Fimktioiien 

und 

gegeben  iind  es  sei  uns  femer  die  Aufgabe  gestellt,  das  graphische  Bild 
aller  jener  Punkte  aufzusuchen,  deren  Koordination  x,  z  gleich- 
zeitig beiden  Funktiom  ti  genügen.  Da  jede  der  riinkTiönen,  wie  wir 
wisnen,  als  Bild  eine  kiuninie  Fläche  hat,  so  müt>sen  die  verlangten 
Punkte  auf  beiden  Flächen  liegen,  also  ihre  gemeinsamen  Punkte 
sein.  Diese  liegen  dann  auf  einer  Raumkurve,  wie  wir  leicht  durch 
Ziwückfühnnig  auf  den  vorigen  Fall  erkennen  können.  Da  für  einen 
gemeinsamen  Punkt  beider  Flächen  alle  drei  Koordinaten  gleichen 
Wert  haben  müssen,  so  ergibt  sich  dnrch  Gleichsetzung: 

oder 

F(x,  y)-  4>(a;,y)  =  0 
oder,  wenn  dies  nach  y  aufgelöst  wird: 

y  = 

also  eine  Abli&ngigkeit  zwischen  x  und  y,  Setssen  wir  dies  z.  B.  in 
*    F{x ,  y\  ein»  so  erhalten  vir: 

und  die  Koordinaten  der  gesuchten  Punlcte  müssen  also  auf  den  graphi- 
schen Bildern  der  Funktionen:  ' 

y  =  V'(a^) 

und 

z  —  q>{x) 

gleichzeitig  liegen,  d.  h.  aber,  daß  wir  wieder  den  ersten  Fall  haben. 
Bio  graphischen  Bilder  dieser  beiden  Funktionen  sind  dann  die  ürtho- 
gonalprojektionen  der  Raumkurve  auf  die  xy-  bzw.  xs-Ebene, 

Damit  yeriassen  vir  die  Behandlung  der  Funktionen  mit  mehr  als 
zwei  VerSnderliohen  und  kehren  nochmalfi  zu  jenen  mit  zwei  Veränder- 
lichen zurück,  um  noch  ergänzend  zwei  Betrachtungen  anzustellen, 

von  denen  insbesondere  die  zweite  praktisch  von  großer  Bedeutung  ist. 

Bei  der  Besprechung  der  durch  Registrierinstrumente  aufgezeich- 
neten Kurven  konnten  wir  bereits  zeigen,  daß  unter  I^mständen  eine 
Abweichung  vom  rechtwinkligen,  Kartesischen  Koordinatensysteme  er- 
wünscht sein  kann.  Mit  dieser  Ab\\rirVning  ist  aber  ges{^,  daß  die 
Art  des  zu  verwendenden  Koordinatensystemes  nicht  etwas 
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Starres,  Absolutes  ist,  sondern  etwas,  das  sich  der  prakti- 
schen Verwendung  anpassen  muß  und  kann. 

Mit  der  Einführung  eines  neuen  Koordinatensystemes  ändert  sich 
aber  das  graphische  Bild  eines  und  desselben  funktionalen  Zu- 
sammenhanges. Solche  Zusammenhange  lernten  wir  nun  als  durch 

analytische  Funk> 

tionen  gegebene 
kennen  und  wir  woU 
len  daher  zur  Ver- 
anBchaulichung  des 
Gesagten  zeigen,  wie 
sich  das  Schau bild 
der  einfachsten  ana- 
lytischen Funktion, 
die  wir  kennen,  näm- 
lich der  Funktion: 

welche  im  Kaiiosi- 
achen  Kixmlisi.iH'n- 
systeinc  eine  Gerade  als  graphisches  Bild  erhält,  in  den  auf  Seite  176 
bis  181  betrachteten  krummlinigen  Koordinatensystemen  gestaltet. 
Für  a  =  2  und  h  =  —4  ergibt  sich: 

y  =  2.r  2^ 

Davon  ist  das  grajihische  60d  in  nebenstehenden  Figuren  geseeichnet. 

Man  erkennt 
auch  leicht,  daft, 
wenn  wir  umgekehrt 
in  eine  der  Fig.  130 
und  131  eine  (7er  a  d  e 
einzeichnen,  für  ihre 
Punkte  die  Kooidi- 
naten  aus  dem 
knimmlinigen  Ko- 
ordinatensysteme 
als  Strecke  oder  als 
Maßzahl  entnehmen 
und  ins  rechtwinklige  K'irtesiüche  Koordinatensystem  eintragen,  wir 
<lort  als  Bild  eine  Kurve  bekämen.  Es  ergeben  also  gewisse  Kurven 
(krumme  Linien)  im  Kartesischen  Koordinatensystem  Ge- 
rade (gerade  Linien)  in  einem  krummlinigen,  wobei  aber,  und 
da«  ist  sehr  wichtig,  der  analytisch  g^ebene  funktionale  Zu- 
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eammeiihang  der  gleiche  bleibt,  nur  sind  die  Zahlwerte  x  und  y 
in  beiden  FaUen  auf  verschiedene  Weise  als  Liingen  aufgdaragen. 

Als  Geraden-  im  graphischen  Bilde  abw  erlauben  diese  funktionalen 
Znsammenhange  eine  viel  ,  leichtere  Übersicht  und  Weiterbehandlung 
duioh  diese  leicht  und  genau  beliebig  weit  fort-  \  ^ 
setabare  „Kvave",  die  zu  ihrer  Festlegung  nur  "^s' 
zwder  Punkte  bedarf.  ^yt, 


vir.  »1' 

Es  wäre  jedoch  ein  für  den  Praktiker  zu  beschwerlicher  W^,  auf 
diese  Weise  seine  KonstruktionMi  au  vereinfaclrän  und  damit  gleichsam 
das  Koordinatensystem  der  Kurve  anzupassen.  Außerdem  mufi  be- 
dacht werden,  daß  <labei  allerdings  die  Anschaulichkeit  des  Zusammen' 
banges  der  Veränderlichen  nicht  ynehr  dieselbe  ist,  wie  im  gewöhnlichen, 
bisher  von  uns  allgemein  verwendeten  Schaubild,  da  alle  Funktionen 
als  graphisches  Bild  eben  Gmden  ergeben  würden  und  damit  die 
scfaiedenen  Zusammenhänge  erst  wieder  erschlossen  weiden  müßt», 
7..  B.  aus  den  zusammengehörigen  Zahlen.  Doch  kann  dieser  Mangel 
für  bestimmte  Zwecke,  für  bestimmte  graphische  Darstellungen  von 
Funktionen  zurücktreten  gegenüber  dem  Vorteil  der  rascheren  Behand- 
lung der  Funktion,  wenn  sie  als  graphisches  Bild  eine  Gerade  bekommt. 

Dies  ist  denn  auch  für  gewisse  Funktionen,  welche  dem  Ingenieur 
und  auch  Physiker  besonders  häufig  begegnen,  eingetreten,  so  daß  eine 
Anpassung  des  Koordinatensystemes  gerechtfertigt  erscheinen  mag,  ins- 
^x!>sondere,  wenn  dies  in  so  einfacher  Weise  geschehen  kann,  wie  bald 
gezeigt  werden  wird. 

Da  es  sidk  hi«r  um  einen  Gegenstand  handelt,  d^  von  der  Praxis 
schon  aufglommen  worden  ist,  wollen  wir  auch  mit  einem  ihr  wert> 
vdlsn  Beispiele  b^innen.  Es  beziehe  sich  auf  die  Untersuchung 
der  Abhängigkeit  zwischen  Biemenzug  und  umspanntera 
Winkel  bei  feststehender  Riemenscheibe  und  gleitendem  Riemen. 
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In  der  Fig.  132  bedeuten  8  den  Riemenzug  oder  die  Zugjsnib,  Sq 
den  GegGDzng,  der  auch  YtmS  überwimden  werden  muß,  um  das  Gleiten 
des  Riemens  zu  bewirken,  a  den  umspannten  Winkel.  Es  ist  also 

als  Konstante  zu  betrachten,  S  und  (X  als 
Veränderliche.  Ist  noch  fi  der  Reibungskoef- 
fizient zwist  lion  Riemen  und  Riemenscheibe, 
so  ergibt  die  Mechanik  folgende  funktionale 
Beziehung: 

Flg.  1)12. 

worin  «  die  Bsais  der  natürlichen  Loga- 
litbmen  ist.  Da  ju>  bei  bestimmtem  Riemen  und  bestimmtem  Scheiben- 
material  ein  zahlenmäßig  festliegender  Wert  ist,  z.  B.  bei  Riemen 
(Leder)  auf  Eisen  (gußeiserner  Riemenscheibe)  gleich  0,25,  so  bleiben 
weiter  8  und  «  allein  als  Veränderliche,  wovon  ot  die  unabhängige  ist. 

Bezeichnen  wir  nun,  wie  bisher  immer,  die  unabhängig  VaiiaUe 
mit  X,  die  andere  mit  y,  die  Konstante  allgemein  mit  k,  so  erhalten  wir: 

welche  Fouii  dir  sog.  Exponentialj  unkt  ion  darstellt.  Der  einfachste 
fall  derselben  liegt  vor,  wenn  wir  k  =  ^  =  \  setzen  dürfen : 

Wollten  wir  nun  für  verschiedene  Winkel  «  die  Zugkraft  8  be- 
stimmen, so  könnten  wir  das  rechnerisch  oder  graphisch  tun;  das 
letztere  natürlich  nur,  wenn  wir  die  zugeh($rige  Kurve  aufgezeichnet 
hatten.  Dafür  aber  müßten  wir  wieder  zunächst  für  verschiedene  Werte 
von  «  zwischen  0  und  2n  das  zugehörige  8  berechnen,  falls  uns  nicht 
die  Kurve  auf  empirischem  Wege  gegeben  ist.  In  bdden  Fällen  wäre 
eine  größere  Anzahl  von  Punkten  nötig,  um  den  Verlauf  der  Kurve 
einigermaßen  sicher  und  genau  zu  bestimmen.  Würde  man  dagegen 
ein  Koordinatennetz  haben,  in  welchem  diese  Funktion  als  Schaubild 
eine  Gerade  hat,  so  wäre  das  ein  !x>deutender  Vorteil,  denn  für  eine 
Gerade  braucht  man  nur  zwei  Punkte  /n  bestimmen;  drei  geben  bereite 
eine  Gena\iigkeit«probe,  da  drei  Punkte  im  allgemeinen  nicht  auf  einer 
Geraden  liegen.  Im  Falle  der  empirischen  Kurve  müßte  man  allerdings 
mehr  I^I^kte  bestimmen,  aber  immerhin  würde  die  Bestimmung  des 
üUdes  sehr  vereinfacht. 

Wie  ein  solches  Koordinatennetz  gefunden  werden  kann,  wollen 
wir  nun  sehen. 

Aus 
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folgt  dnidi  LogarithnueTen  z.  B.  im  Briggsohen  Systeme,  dho  mit  der 
Basis  10: 

Setzen  wir  nun  der  Kui/j  halber: 

">Lpgy«]gy;      "Log  * lg  ifc  =  iC  J     /«  »«Log  lg«  =  ^  •  if 

80  folgt: 

Igy    -It  +  Mx 

und  weiter  mit  Ig^  T: 

eine  Funktion,  die  in  .r,  1'  genau  so  fjohnut  ist,  wie  //  -  n  .t  f  &  in  J*,  !/• 
Würden  wir  nun  ein  Koordinaten ni  t/,  haben,  in  welches  wir  un- 
mittelbar Y  (also  th  11  eintragen  könnten  —  bei  bekanntem  y,  das 
zu  einem  bestimmten  x  gehört  — ,  so  müßte  das  Bild  dieser  I  uiiktion 
eine  Gerade  werden.  Es  seien  nämlich  Xi  und  Yi  sowie  x.j  und  Y^ 
zwei  zufiammengehörige  Wertepaare  dieser  Funktion,  so  daß  gilt: 

und 

oder  durch  Subtraktion: 

Dann  sieht  man,  daß  bei  Verdoppelung  der  Differenz  (3^  —  Xi)  auch 
die  Differenz  ( 7^  —  Yi)  sich  verdoppelt,  bei  Veidieifaehnng  der  Differenz 
{x^-^Xi)  auch  {Y^  —  Yi)  verdreifacht  wird  usw.  Nun  sollen  aber  in 
unser  Koordinatennetz  unmittelbar  die  Strecken  eingetragen  werden, 
die  den  Differenzen  (Yf—Yi)  und  ihren  Vielfachen  entsprechen.  Es 
besteht  also  immer  direkte  (lineare)  Proportionalität  zwischen  den 
zugebOiigen  Strecken  auf  der  x-  und  y-Achse,  also  lagen  die  Punkte 
mit  den  Koordinaten  x  und  Y  auf  einer  Geraden  in  unserem  neuen 
Koordinatennetz.  Um  dasselbe  herzustellen,  gehen  wir  folgender- 
maßen vor: 

Zunächst  stellen  wir  auf  der  Abszissenachse  die  gewöhnliche 
Zahlenskala  [,, gleichförmige'*  Teilung^)]  her,  indem  wir  eine  be- 
stimmte P'inheitsstrecke  nehmen  (in  der  Eigur  5  mm)  und  diese  nun 
unverändert  weiter  abtragen. 

Nun  die  F- Achse.  Da  lg  1  =  0  und  lg  10  =  1  ist,  so  werden  auf 
dem  Intervall  0  bis  1  der  F- Achse  die  Strecken  abzutragen  sein,  die 
den  Briggschen  Logarithmen  der  Zahlen  zwischen  1  und  10  zukommen. 

IKe  Basis  des  LogarithiDensystemes  spielt  dabei  keine  Bolle;  im  natürlichen 
Systeme  mit  der  Basis  e  hieße  di» Olsioliuiig:  Iny  =  lak+ftx, 
*)  VgU  8.  234 

Koeatler>Tramer,  Differentisl-  u.  Intesnlreehnang.  I.  15 


Digitized  by  Google 


226 


Die  Funlction. 


Wir  müssen  aus  diesem  Grunde  die  Einheitastrecke  der  Y  größer  nehmen» 
um  noch  genügend  genau  zu  bleiben  (in  der  Figur  gleich  50  mm).  Bei 
d^  einzehien  Punkten  8t<»hen  in  der  Figur  nun  nicht  die  Y  selbs^t» 
Bondem  die  y,  d.  h.  e&  bedeutet  der  Punkt,  bei  dem  z.  B.  die  Zahl  4^5 
steht»  daß  er  zugeordnet  ist  dem  IiOgarithmus  (Basis  10)  von  4,5.  Mao 
allgemein:  Steht  bei  einem  Punkt  der  y- Achse  die  Zahl  so  ist  der 
betreffende  Punkt  zugeordnet  dem  \gq.  Wir  tragen  also  auf  der 
F- Achse  eine  der  Funktion  Igy  zugeordnete  Skala  ein  [Funktions- 
skala^)].  Man  hat  dadurch  den  Vorteil,  zu  jedem  y  auch  ohne  jedwede 
weitere  Überlegung  den  zugehörigen  Punkt  des  Koordinatenuetzes  zu 
finden»  der  in  demselben  natürlich  den  Ordiuatenwert  lg  y  »  F  hat. 

Da  lg  100  =  2 
ist,  so  li^en  auf 
der  zweiten  E2in- 
hcitsstrecke  der  F- 
Achse  die  den  Lo- 
garithmen der  Zah- 
len zwischen  10  und 
100  zugeordjieten 
Punkte  usw. 

Die  Herstellung 
eines  solchen  Koor- 
dinatennetzes ist 
nun  theoretisch  ein- 
fach. Sie  läuft,  wie 
das  Gesagte  zeigt, 
darauf  hinaus,  daß 
man  einer  Logarith- 
mentafel die  Brigg- 
sehen  Logarithmen 
der  Zahlen,  von  1 
angefangen,  in  ge- 
wissen Intervallen 
entnimmt,  z.  B.  die 
Logarithmen  von 
1,1,  1»2  usw.  und 
diese  nun  mit  dem 
Maßstabe,  in  wel- 
chem die  Einheit  des 
Logarithmus  gleich  50  mm  ist,  auf  der  F-Achse  abträgt.  So  ist  der 
lg  1,2  =  0,07U18;  daher  haben  wir  auf  der  F- Achse  aufzutragen 
0,07^  8  *  50  =  3,95900  mm  =  0,3959  cm. 

Vgl  S.  234. 
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Ftaktisch  würde  Jedoch  diese  Saebe  m  langwierig  sem.  Die 
Schwiengkeit  ist  aber  dadurch  behoben,  daß  aolche  sog.  LogarUkmen- 
papiere  fertig  gekauft  werden  können^).  Die  nachstehende  Figur  ist 
eine  Reproduktion  eines  solchen  Papieres  auf  ^/^  der  natürlichen  Größe 

Li  die  Fig.  133  ist  außerdem  noch  das  graphische  Bild  ffir  unser 
Beispiel  eingezeidmet  und  zwar  für  ^  ^  kg/cm*  and  fi  0,25  «  '/4. 
Die  zugehörigen  Gleichungen  bzw.  Funktionen  sind  also: 

oder: 

so  daß  für  das  Logarithmenpapier  die  Funktion  ist: 

F»lg6  +  0,251ge*a; 

£b  sind  also: 

jr  -  Ige  -  0,77816  ~  0,78 

M  =  0,25  Ige  =  0,25  •  0,43420  —  0,10867  ~  0,11 

Daher  auch: 

Y  =  0,78  ^- 0,11a? 

Die  Gerade  /  in  Fig.  133  wurde  dadurch  erhalten,  daß  von  ihr  rwei  Punkte, 
nämlich  jene  mit  den  Abneissen  x  =  0  und  x  =  -f4  vermöge  der  soeben  gegebenen 
Gleichung  bestimmt  wxirden.  Die  zugehörigen  Ordinaten  ergeben  sich  zu  y  -f  6 
btnr.  ie,60  und  7  b  0,78  l»w.  1,28.   Ak  GeturaigbeitBprol»  wurde  nooh  der 

Punkt  mit  den  Koordinaten  x  =  '.^  =   \^     -  1,57  und  //  ^  8.89  bzw.  7:=  0,95 

emgc  tragen.  Man  sieht^  daß  die  drei  PunlLtc  sehr  genau  auf  einer  geraden  Linie 
liegen. 

üm  aW  die  Genan^jkeit  dee  Arbeitens  mit  dem  Logarithmenpapier  noch 
deutheher  zu  machen,  wurde  für  den  Winkel  ck     I  GO    dem  ein  x  «  2,79  ent- 

sprieht'),  der  Wert  \'on  y  sowohl  Ix^reclinet,  als  auch  der  Zeichnung  entnommen, 
welch  letzteren  VV^ert  man  leicht  nachkontrollieren  kann.  Der  berechnete  Wert 
ist  jr  B*  12,05  und  der  dem  Logarithmenpapier  entnommene  12,1.  Alao  besteht 
ein  Vdiler  in  der  Ablesung  vom  Papier  Ton  nur  0,05  eo  Vt%< 

Die  Gerade  //  der  gleichen  Fig.  133  geht  durch  den  Nullpunkt  des  Koordi* 
nat*'nn»>t7es  und  ist  7Mr  Ceraden  /  parallel.  In  ihi-er  Gleichung  (im  Logarithmen- 
papicr)  muii  daher  daö  konstante  GUed  wegfallen,  ako  K  ~  0  sein.  Demnach 
wird  der  Fiüctor  von         h  ^  ^    l  und  bezidit  aich  diese  Gerade  auf  einen 

S 

Uegenzug  von  der  Urölie  -tt  =  1  kg/em*. 

o 

Zum  Veigleiohe  ist  iu  Fig.  134  die  nämliche  Funktion 

JSf  t=  6  . 

')  bei  der  Firma  Carl  Sehltsieher  und  Sdiüä  in  Düren,  Rheinland. 

*)  Die  genannte  Firma  stellt  solche  Papiere  amh  in  anderen  Formaten  und  Maß- 
«talK-n  her,  insbesondere  in  einem  Maßstäbe,  wo  dif  Kinheitsstrrrke  auf  der  V-Achsc 
c=  25  cm  ist,  80  daß  *ur  Abmessung  von  Strecken  auf  ihr  unmittelbar  der  gebräuch- 
liche Bedieas«liieber  verwendet  weiden  kann. 

*)  Vgl  S.  206,  Anro. 

15* 
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im  gewohnlichen  rechtwinkligen  Koordinatcnnetz,  und  zwar  auf  dem  gebrauch- 
lichen Millimeterpapier  in  gleicher  '/gfacher  Verkleinerung  reproduziert. 

Die  Kurve  /  in  Fig.  133  entspricht  genau  der  Geraden  /  im  Logarithmen- 
papier (Fig.  132),  und  zwar  für  eine  CSegenzugspannung  von  6  kg,/cm*  und  die 
Kurve  //  entspricht  einem  Gegenzug  für  1  kg/cm*. 

Beide  Kurven  sind  durch  direkte  Übertragung  aus  dem  Logarithmen papier 
gewonnen  worden. 


Fi«.  181. 


Um  zu  zeigen,  daß  das  angeführte  praktische  Beispiel  nur  ein 
unter  vielen  herausgegriffenes  ist,  seien  hier  noch  weitere  FäUe  solcher 
Exponentialfunktionen  aus  den  Anwendungen  angeführt: 

1.  Bedeuten  p  die  Potentialdifferenz  zwischen  den  beiden  Be- 
legungen eines  Kondensators,  a  eine  Konstante,  C  die  Kapazität,  B  den 
\Vidcrstand  und  t  die  Zeit,  so  ergibt  die  Elektrizitätslehre  folgenden 
Zusammenhang  dieser  Größen: 

p  =  ae 
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Das  — '*  -  Zeichen  bedeutet,  daß  die  Potentialdifferenz  abnimmt  mit 
waebsender  Zeit.  Doch  hindert  dieaeB  VorzeiQhea  nicht  die  AnwenduDg 
auf  das  Logarithmenpapier,  denn  es  Ist: 

1 


also: 


Igp  =  Iga  —  Igle*^*  *) 
oder  in  unserer  Schreibweise: 


also  wieder  eine  Gerade  auf  dem  Logarithmenpapier. 

2.  Sind  J  die  radioaktive  Wirkung  eines  Elementes  —  gemessen 
etwa  duEüh  die  St&rke  der  von  ihm  herrargemfenen  Jooisation  der  Luft, 
diese  wieder  bestimmt  mit  Hilfe  der  Ausschläge  eines  Elekbometeis  — , 
X  eine  Konstante  und  I  die  Zeit,  sowie  J  die  radioaktive  Wlrkimtg 
sur  Zeit  so  ist: 

3.  Kiiie  Exponent ialiujiklion  ergibt  sicli  auch  bei  kontinuierlieber 
Verzinsung  mit  Zinseszins. 

4.  Die  Barometerformel  für  die  Bestimmung  der  Höhe  über  der 
Meeresoherfläche  ans  dem  Drucke  der  Luft,  gemessen  z.  B.  durch  die 
Höhe  einer  Quecksilbers&nle,  lautet  auf  dne  dnfaohe  Formel  gebracht: 

\gb  =  <x-\-ß'h  J) 

worin  b  der  Barometerstand,  h  die  Hölie  und  <%  sowie  ß  Konstante  be- 
deuten. Auf  dem  Lo^^thmenpapier  ist  das  Schaubüd  eine  Gerade. 

Noch  zahlreicher  werden  die  Anwendungen,  wenn  man  Kom- 
binationen gweier  Exponentialfunktionen  zulaßt.  Wir  er- 
innern nur  an  die  allbekannte  und  h&ufig  vorkommende  Kettenlinie: 

Das  Gebiet  praktischer  Anwendungsmöglichkeiten  wird  noch  er- 
weitert, wenn  man  nicht  nm*  eine,  sondern  beide  Achsen  mit 
solchen  logarithmischen  Einteilungen  versieht,  auf  beiden  also 
nicht  die  Zahlen  selbst,  Sondra  ihre  Logarithmen  In  bestimmtem  Maß- 

Vgl.  „Beiträge  zur  Grmitiltn^  d«r  Tragkraft  und  Bewegung  einM  Fniballons 
mit  Hilfe  von  Logarithmenpapier."  Von  Dr.  Paul  Sthreibtr.  AbhandL  der  naturw. 
tieaellMhaft  Isü  in  Dneden  li^lO,  Heft  2. 
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8tabe  aufträgt.  Die  nebenstehende  Fig.  135  ist  die  Reproduktion  eines 
solchen  Papieres  der  Seite  227  genannten  Firma  in  ^-faeher  \"er- 
kleinerung.  Es  entspricht  auf  beiden  Achsen  dem  Intervall  Igl  bis 
lg  10,  also  0  bis  1  die  Strecke  5  cm. 


i'ig.  i;j5. 

Einige  Beispiele  mögen  kurz  betrachtet  werden,  um  die  An- 
wendung zu  beleuchten. 

1.  Bedeuten  p  den  Druck  eines  Gases,  etwa  in  kg  pro  m*,  v  sein 
Volumen,  R  die  CJaskonstante  und  T  die  absolute  Temperatur,  so 
lautet  das  Gasgesetz  l>ekanntlich : 

p^v  ==  BT  (für  1  kg  des  Gases) 

Betrachten  wir  luui  die  Abhängigkeit  von  Druck  und  Volumen 
bei  konstanter  Teni|XTatur  T  (isothermisclier  Prozeß),  so  ist  liT  eine 
KoMi^tante  und  wir  setzen: 

HT  =  k 
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daher: 

p  -  V  =  k 

logarithiJiiert  ergibt  sich: 
W(M:aus  für  ij^k  —  K: 

\gp  ^  K  —  \gv 
«otiiirecheiid  der  aUgemonen  Fonn  in  x  und 

p  ißt  die  abtidiigig,  v  die  imabbäugig  Veränderliche.  Setzen  wir  daher  - 
noch: 

\gp  —  Y    und  lgv»»X 
ao  haben  wir  die  Funktion: 

oder: 

Eine  analoge  Betrachtung  wie  die  auf  Seite  225  ff.  geführt«  zeipt 
uns  ohne  Schwierigkeit,  daß  diese  Funktion  auf  dem  zuletzt  angeführten 
Logarithraenpapiere*)  als  Schau bild  oder  Kurve  eine  Gerade  er- 
gibt, imd  zwar  unter  135  °  zur  X-Achse,  wahrend  p'V—  RT  oder  y'X  =  k 
im  gewöhnlichen  Kooidinatennetz  eine  gleichseitige  Hyperbel  ergibt. 

2.  Nehmen  wir  eine  Parabel 

y*  ^  2  p  a; 

und  logarithmieren  wir  ihre  Gleichung,  so  erhalten  wir: 

21gy  =  lg2/>  I-  Igx 

oder,  wenn  wir  setzen:  -  %  «ä: 

Igy  =  ÜT  +  ^Igaf,  woraus: 
für  \%y  =^Y  und  \%x  =  K: 

also  wieder  eine  Gerade  in  diesem  Logarithmenpapier. 

In  Fig.  136  ist  die  Gerade  für  folgende  Werte  eingezeichnet: 
Für  Kohtenozyd-Gas  ist  J{  =  30,26  (wenn  der  Druck  in  kg/m'  fzi- 

mcaaen  wird). 

')  Vgl.  S.  232,  ioabcsondere  auch  Fig.  135. 
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Die  Temperatur  int  mit  10,7*^  Celsius  angenommen«  deumach 
T  =  273°+ 10,7^  =  283.7  ^ 

Die  Gleichung  lautet  daher  in  diesem  äpesüt'Uen  Falle: 

p  • «  »  90,25  •  283,7  »  8681,925  <^  8581.93 

Da  diese  Zahlen  für  das  Kmli.igt  ii  aufs  Pai)i(T  zu  große  Werte 
VüJi  p  bedingen  wüi'dcn,  ao  dividieren  wir  links  und  rechts  durch 
100,  d.  h.  wir  bestimmen  vermöge  der  Fig.  136  nicht  p,  sondern 

«-t  p .  IQ-^.  Bezeichnen  wir  d^iesen  letzteren  Wert  mit  p\  so  folgt 

für  unsere  Gleichung: 

y^.p»  85,82 

oder: 

lg/)'  =  lg85,8j  -Igv 
Y     0,93^  -  X 

Die  Gerade  in  Fig.  135  wurde  gewonnen  vermöge  der  Werte: 

V»!  :lgw  =  0,  d*herlgp'  =  1.93, -0  =  1,93,;  p' =  NIg  1,93,  =  85,8, 
v«10:]giri»  1,  diAerlgp' »1,93,-1=  0.93,;  p'»NIgO,93,«>  8A**'P» 

Als  Probe  wurden  die  Punkte  benutzt: 

v^2        p'««42,9|  *"Qi 

v  =  l  p'=U,2,  Q, 
t;  -  18  4,7-  •••<?., 

»  =  46,8     p'=  1,87  -  .  ^4 

3.  Durch  einfache  Überlegungen  erkennen  wir  in  gleicher  Weise, 
daß  auch  allgemein  die  Funktion: 

worin  q  und  c  Konstante  sind,  in  unserem  XF- Koordinatennetz 
als  Schaubild  eine  Gerade  liat. 

Logarithmieren  wir  nämhch  obige  Funktion,  so  erhalten  wir: 

2>Igt/     Ige  +  jlga- 

oder: 

-  +  T^lga^ 
V  P 

oder: 

r  =  iC  +  ^X 
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Auch  hierfür  haben  sieh  bedeutungsvolle  praktische  Anwendungen 
bereits  ergeben,  z.  B.  für  die  Untersuciiuug  des  Magnetisierung^ Verlustes 

bei  Kisen^). 

i>aß  mit  Hilfe  tlieser  Papiere  bei  empirischer  Aufsuchung  von 
Kurven,  die  vorauööiobtlifh  eine  der  geiiainiten  Formen  haben  werden, 
die  Ausreichung  sehr  erieiciiteit  wird,  mt  ohne  weiteres  verständlich^). 

M<Ui  könnte  das  Gebiet  der  so  im  Logarithmenpapier  ulb  Gerade 
darstellbaren  Funktionen  noch  tru eitern.  Wir  zeigen  dies  an  der  in 
der  Elektroteehuik  und  auch  sonst  häufig  auftretenden  Funktion 

I/<>^arithn»ieren  wir  diese,  so  ergibt  sich 

Igy  »  Iga  +  lg(8ina;) 

Wird  wieder 

Igy  =  y  ;  Iga  =  ^  ;  Ig  (sin     -  X 
gesetzt,  so  lautet  die  Qleiehung 

y  =  .4  +  X 

Für  a  »  1  ergäbe  sich  aus 

y  =  sin» 

Wenn  wir  dies  nun  im  „doppelten"  Logarithmenpapier<)  eintragen, 
80  erhalten  wir  eine  Gerade  unter  46^  gegen  die  Abszissen-  und  Ordi- 
uatenachse  geneigt  —  falls  gleicher  Maßstab  auf  beiden  Achsen  ge- 
wählt "wird  — ,  die  im  letzteren  Falle  durch  den  Nullpunkt  geht.  Man 
muß  dann  aul  der  Absztssenachse  die  Logarithmen  der  Sinus  der  Winkel 

etwa  von  Ü  bis       eintrugen,  was  aber  leicht  zu  machen  ist,  da  ja  die 

gewöhnlichen  Logarithmentafehi  diese  auch  enthalten  und  dieselben 
auch  auf  dem  Rechenschieber  zu  finden  sind. 

Analoges  gilt  auch  für  die  übrigen  trigonometrischen  Funktionen. 

Das  Funktionsbild  wird  hierbei  allerdings  sehr  ausgedehnt,  weil 
einerseits  für  x  =  0,  sinx  =  0  und  X  =  lg  sin«  =  — oo  und  anderer- 

*)  „über  Logarithmenpapiere  und  ihre  Anwendung  in  der  Elektrotechnik,  bo« 
■ondorh  Wi  Kisenunt<»rs«chnn2cn von  O.  Weisshaar.  E.  T.  Z.  1910,  S.  400. 

*)  V^'l.  lx'züt;!i<  ]i  (Ifs  zuli't/.t  Itctrnehteten  G»'efti^f  imli's  die  S>  liriften  v(jn 
Dr.  A.  üchretber:  „Über  Logunthmenpapiore",  ZetUraibiott  der  lianvcru-aitung  190^, 
8.  £74  und  „Über  Lot^arithmenpapiere  wad  deien  Anwendung**,  ZtiUthr.  /.  Ferme«- 
tmngswiJii'n  1910,  II<-ff  t. 

^  Als  „doppeltet  Logarithucnpapier'  bezelcimen  wir  kurz  doäjuuigc  mit  logarith- 
miaelier  Teilmig  auf  beiden  Achsen  im  Ciegensata  zum  „einfachen  Logaritkmenpajrier^' 
mit  nur  einer  logarithmiseben  Acbiiencinteilung  neben  der  t^eiehfömugen**  der  an- 
denn  Aohee. 
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8eit8  für  a;  =      ,  siiix  **  1  und     =  0  wird*)  und  man  hätte  im  ge- 

gebenen  Falle  zu  entscheiden,  ob  man  diesen  t'belstand  und  alles,  was 
daran  geknüpft  ist,  in  den  Kauf  nehmen  darf. 

Befreien  könnte  man  sich  von  ihm  auch  dadurch,  daß  man  im 
rechtwinkligen  AchstMisystem  auf  der  Ordinatenachse  die  gewöhnliche 

glrirh  förmige  Skala  (so  penniiiit.  wenn  jzleichoTi  Zahlenintervalh  ii 
gh'iclu'  Strtckon  rTits])rf(lKMi)  ;nifträ<it.  uuf  cUr  Abszissenachse  aber 
nicht  die  x,  sondern  uiimiltt  l])ai  die  Funktionswerte  sin  a:  =  JT  bzw. 
a  •  sin  .r  —  A' .  Tn  diesem  Koordinatensysteme  ist  dann  die  Gleichung 
unserer  Funktion  . 

d.  h.  das  graphische  Bild  eine  Gerade  unter  45^  Neigung  zur  x-  bzw. 
Z'Achse»  wenn  wieder  der  lüngenmaßstab  der  y  und  X  gleich  ge- 
wählt wird. 

Wir  hätten  uns  al80  statt  eines  Lofforühmenpapieres  in  diesem  Falle 
'ein  Sinus papi er  herzustellen. 

Damit  wäre  der  \  orhin  erwähnte  Übelstand  behoben,  da  nun  für 

x  —  0  auch  X  —  0  wird. 

Der  in  der  zuletzt  gegel>enen  Betraclitung  i*uhende  Gedanke  ist 
natürlich  nicht  auf  diese  Funktionen  beschrankt,  sondern  läßt  sich  auf 
jede  stetige  Funktion  y  ^  f{x)  auch  ohne  pr.äparative  Operation,  wie 
soeben  das  Logarithniieren,  übertragen.  Wir  tragen  hierzu  auf  der 
Ahszissenach.se  unmittelbar  (ohne  zu  logarithmien-n)  die  Skala  der 
/'(x)  =  A'  nls  sog.  F  U7iktio7)sska  l  a  in  gleichen  Ahsländen  vom  Null- 
punkt, wie  auf  der  y-Achse  ein  (an  die  wir  aVu  r  die  (  rte  an.'^chreibcn). 
Die  FuTjktions<;lpichung  ist  dann  y  —  A'  und  dir  Funkt if)n  selV>st  hat 
dann  eine  (ic  i  adc  Schaubild  in  diesem  KoordinatenacliM  .stem, 
und  zwar  nnt(  i  4.")    l;(  ucn  die  A-Aclis(%  durc  li  den  Nullpunkt. 

Audi  kann  nuin_  dureli  \  ariatiun  der  MaLSstäbe  für  die  X  imd  y 
auf  diese  Weise  jede  beliebige  geneigte  Gerade  für  jedwede  Funktion 
erhalten. 

Es  braucht  wohl  nicht  besondt r.s  hei\ (»ruehoben  zu  werden,  dal.» 
natürlich  nur  Funktionen  gleicher  Art  in  dem  erstellten  Kooixli- 
natensy. stein  als  Gerade  sich  zeichnen;  jede  andere  Funktion  erscheint 
in  ihm  auch  wieder  als  Kurve. 

Immerhin  können  sehr  viele  Fmtktionen  diesen  Vorteil  bieten,  wie 
es  laut  vorausgegangener  Bemerkung  (S.  232)  im  doppelten  Loga- 
rithmenpapier für  alle  Potenzdarstellungcn  y^  t^cjß  für  beliebige 
Potenzexponenten  der  Fall  ist. 

')  Difs  ist  jiiicft  (Ii  i  Fall  l>ei  obigen  Fällen  für  Werte  von  x  bzw.  y,  die  zwischen  0 
und  I  lifgcn,  dort  jedoch  nebeubächüch  uiiftmtcn  und  daher  UDberiiekitiobtigt  bliebeu. 
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Der  Unterscliicd  l)eider  Darotelliuigsformen,  derjenigen  im  gewäm- 
Jichen  Kartesisclu  n  Koordinatensystem  und  derjenigen  mit  der  neuen 
Skala,  hängt  lediglich  davon  ab,  weiche  Punkte  auf  der  Ordinaten- 
und  Abszissenachöe  man  als  zusammengehörig  betrachtet.  Im  ersteren 
gewöhnlichen  Falk-  siiicl  e;^  die  von  Y  und  A'  bzw.  von  y  und  X  ^  f{x) ; 
im  zweiten  schif  Itt  man  aber  an  die  Punkte,  wf  Iche  durch  Auftrugen 
der  Zahlenwerte  }'  bzw.  X  gefunden  wurden,  nielit  diese  Zahlen,  sondern 
die  Zahlen  //  Ir/.w.  r.  Dadurch  wii-d  die  »Skala  in  den  y  bzw.  x  ungleich- 
förmig, während  sie  in  den  }'  und  A'  natiirlieh  (ileiehförmi^r  (linear)  ist. 
Die  Untilcieliforniigkeit  ist  soiuil  dadmcli  bedingt,  daß  den  Punkten 
andere  Zahlen  zugeordnet  werden,  als  ihren  Maßstrecken 
entsprechen  würde. 

Fi^ir  empirisch  zu  suelunde  Fimktionen  haben  diese  Darstellungen 
neben  dem  obenenvähnten  Nacht<Ml  noch  den,  daß  man,  um  die  Funk- 
tionsskala herzustellen,  die  Funktion  bereits  kennen  muß.  Brauchbar 
wird  in  dem  Falle  die  Sache  nur,  wenn  man  von  vornherein  Punktionen 
erwarten  darf,  die  in  einem  der  g(>bräuehlichen  Ix)garitlimenpapiere 
oder  in  einem  eventuellen  Sinuspajiier  od.  dgl.  Genulen  ergeben,  wobei 
dann  eine  (Jerade  im  einfachen  Logarithmen {>a])ier  auf  eine  Exjxmential- 
funktion,  im  d()]»i)cltcn  auf  eine  ihrer  Neigung  entsprechende  Potenz- 
funktion zu  sehließen  gestatten  würde. 

Hat  man  eine  Funktion  dreier  Veränderlichen,  wie  sie  sich  z.  B. 
auf  Seite  230  ergibt,  wenn  man  dort  auch  die  absolute  Temperatur  T 
und  damit  auch  k  variieren  läßt,  wo  dann  in  p*v^  k  auch  k  Variable 
wird,  so  erheilt,  daß  die  Änderung  von  k  bei  der  Darstellung  im  doppelten 
Logarithmeopapier  eine  FaraHelveraohiebung  der  Schaubildgeraden  be- 
dingt. Blan  erhält  also  für  eine  Reihe  von  A -Werten  eine  Schar  paralleler 
<3eraden.  Im  Kartesischen  Koordinatensysteme  erhielte  man  eine  Schar 
vm  gleichseitigen  Hv'perbeln,  die  alle  die  Koordinatenachsen  zu  ihren 
Hauptachsen  hatten,  also  eoaxial  wären. 

Ein  solches  Gesamtbild  bezeichnet  man  auch  aU  Nomogramm^). 
Dasselbe  pnuentierte  sich  uns  bereits  in  den  Figuren  126  und  127').. 


Zum  HchluMe  dieses  ganzen  Teiles  IV  über  die  Veranschaulich  im  g 
der  Funktion  wollen  wir  noch  eine  Betrachtung  aiistellen,  welche  für 
die  Verwertung  dieser  Veranschaulichung  von  Bedeutung  ist^). 

^)  vom  griechischen  „»o/uo» lat.  geHcbrieben  ,^noino»",  d.  h.  da4  Gesetz.  „Nomo- 
fwpkitf^  von  M.  d^Ocagn»  «ingeluhrte  Bezdchnung  der  Lehre  von  der  geometriRcheii 
(zci(}iTipr-  (facn)  Darstellung  gesetimftfiiger  AbhSngigkeiliea  swiaclien  vei&iiderUchea 
Groüen  (von  FunkUouea). 

•)  8.  2W/17. 

VgL  lüenu  auch  Rhin:  .«Anwendg.  d.  Diff.-  u.  Int^.'Bechng.  a.  Geom/* 
S.  5,  m. 
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Verschiedene  Wege  waren  es,  auf  denen  wir  zu  Kurven  als  Ver- 
anechaulichimgen  funktionaler  Zusammenhänge  gelangt  sind.  Einmal 
waren  es  Versuchsreihen,  die  wir  graphisch  durch  Punkte  in  einem 
KoordiTiatcnsystem  darstellten  und  dann  unter  den  seinerzeit  an- 
gegebenen Vfiraijsset Zungen  durch  eine  Kurve  verbanden.  Dann  er- 
hielten wir  dureh  Kegistrierinstnnncnte  unmittelbar  .solelie  Kurven 
aufgezeichnet  und  endlicli  liaben  wir  anahi:isch  oder  .iljebraisch  ge- 
gebene Finiktionen  vermittels  Berechnung  von  zusummengeliörigen 
Wertepaaren  (  r,  y)  durch  Punkte  dargestellt,  die  durch  eine  Kurve 
verbunden  ^^u^len. 

Da  in\  lef/ttMen  Falle  die  analytische  oder  algebraisiche  Funktion 
den  fiuiktiuiiuien  Zusaninu  nliang  genau  oder  —  wie  wir  uns  auf  Seite  27 
ausdrückten  —  präzisionsmathematisch  wiedergiebt  (in  das  (iebiet  der 
Präzisionsmathematik  gehört)  und  dieser  Fall  somit  theoretisch  der 
einfachste  ist,  so  wollen  wir  zunächst  fragen,  ob  die  Kurve,  welche 
sich  als  graphisches  Bild  dieser  Fmiktion  ergab  (vgl.  Fig.  101  ff.)  eben- 
falls der  Bräziaiafnsmathematik  angehört,  d.  h.  absolut  genau  den  funk- 
tionalen ZuBammfinbang  wiedergibt.  Die  Antwort  lautet:  nein.  Denn 
wenn  auch  die*  Werte  x  und  y  absolut  genau  gegeben  sind,  so  können 
wir  sie  nur  mit  beschränkte  Gmauigkeit  wegen  der  Existenz  des 
8ehw€llenwerit9  (vgl.  S.  26)  in  die  Zeichnung  eintragen.  Außerdem 
ist  die  mit  irgendeinem  Zeichnungsinstrument  gezeichnete  Kurve  nie- 
mals, wie  es  die  Pi&sisionsmathematik  verlangt,  von  der  Breite  null. 
Das  heißt  wir  haben  es  in  der  Zeichnimg  niemals  mit  einer  idealen 
Linie  zu  tun,  sondern  mit  einem  Streifen,  dessen  Bieite  dem  erreich- 
baren  Schwellenwert  entsprechen  wird.  Seihet  wenn  wir  auf  das  Zeichnen 
verzichten  wollten  und  die  Kurve  uns  nur  vorstellten,  so  ist  auch  diese 
^'orstellung  nur  eine  Annäherung  (Approximation).  Einzig  die  begriff- 
liche Erfassung  des  funktionalen  Zusammenhanges  ist  sein  ideal- 
präzisionsmatheniatiseher  Ausdruck.  Es  gehört  jede  gezeichnet«  Kurve 
in  Wirklichkeit  in  das  Gebiet  der  Approximationsmathematik.  Dies 
kommt  noch  schärfer  z\un  Ausdruck,  wenn  wir  die  beid^  anderen 
Wege  anal3r8ieren,  auf  denen  wir  zu  Kurven  gelangt  sind. 

Im  zweiten  Falle  der  Kegistrieriiistrumente  sieht  man  auch  un^ 
mittelbar,  daß  wir  keine  ideale  Kur\'e,  sondern  nur  ein^  schmalen 
Streifen  erhalten,  dessen  Breite  von  der  Präzision  des  Instrumentes 
bzw.  des  Zeielunniir-^'^tiftes  abhänfriir  ist.  Al>er  selbst  wenn  diese  Breite 
sehj'  gering  wäre  und  wir  sie  für  einen  Moment  vernachlässigen  würden, 
w  bleibt  doch  die  erhaltene  Kui  ve  nur  eine  angenäherte,  approximative 
Darstelhinir  des  f;e«ucliten,  funktionalen  Zu^^ammenhanges,  da  das  lu- 
.Ntrunient  vercieliiedeneii  Einfh'is-^en  unterworfen  ist.  die  schwer  oder 
gar  nicht  zu  übersehen  sind,  so  daß  aueh  unter  cli<  -er  Bedincrung  die 
gezeichnete  Kurve  nur  ein  angenäheitcs  Bild  des  lunktionalen  Zu- 


.  ly  j^ud  by  Google 


§15.  Venittdiaulichiing  der  Punktion. 


2B7 


aftinmenhanges  gibt.  Beides  zusammengefaßt,  haben  wir  es  also  auch 
hier  wiedw  mit  einem  Kurvenstieifen  als  Repräsentant  dieses  funktio- 
nalen ZusammenhangeR  zu  tun,  weshalb  auch  diefles  dem  Gebiete  der 
Approximationanatheniatik  zuzuzählen  ist. 

Gehen  wir  endlieh  zum  ersten  Fall  über,  so  erkennen  wir,  daß  auch 
hier  die  Versuch sorgebnisse  nur  mit  einer  gewissen  Genauigkeit  wieder- 
gegeben sind,  d.  h.  weim  Mir  zu  einem  Werte  x  einen  entsprechenden 
Wert  finden,  ho  ist  dieser  nicht  dem  vorausgesetzten  ideal  genauen^) 
Werte  1/  gleich,  soiulem  ^ir  müßten  ihn  darstellen  durch  die  Form 
y  :z  f ,  worin  e  eine  seJir  kleine  Größe  ist,  die  eventuell  noch  von  a", 
ja  selbst  von  ?/  abhängig  sein  kann  insoff-ni,  als  die  Aidesungen  am 
Versuehsinstriiaient  mehr  oder  weniger  genau  sein  können,  je  nachdem, 
ob  die  abgelesenen  WVrte  größer  oder  kleiner  aue^fallen  müssen.  Eine 
andere  Möglichkeit  liegt  vor,  wenn  die  Versuche,  zu  verschiedenen 
Zeiten  ange^stellt,  für  den  gleichen  Argumentwert  x  i\m  eine  kleine 
Grüße  verschiedene  \\'crt<>  der  anderen  abhängig  Veränderlichen  er- 
geben. Die  l*unkte,  die  wir  bei  der  graphischen  Darstellung  erhalten, 
bedecken  dann  einen  Streifen,  den  wir  durch  eine  ausgleichende  Kurve 
ersetzen  [vgl.  Fig.  57 — 59)^].  Aber  auch  diese  Kurve  selbst  wieder  i»t 
nur  ein  wenn  auch  viel  schmalerer  Kurvenstreifen  und  keine  ideale 
Kurve  und  fpbt  demnach  den  idealen  funktionalen  Zusammenhang 
wieder  nur  angenähert  an,  gehört  somit  abermals  in  das  Gebiet  der 
Approzimationsmathematik. 

Aus  alledem  erkennen  wir,  daß  wir  es  in  der  graphischen  Behand« 
lung  von  funktionalen  Zusammenhangen  immer  nur  mit  Funktions* 
streifen,  die  wir  auch  technische  ,^vrven**  nennen  könnten,  zu  tun 
haben.  Es  könnte  daher  die  Frage  auftauchen,  wozu  wir  dann  über- 
haupt prSziflionsmathematische  Betrachtungen  funktionaler  Zusammen- 
hinge anstellen,  wenn  solche  praktisch  gar  nicht  in  Betracht  zu  kommen 
scheinen.  Die  Antwort  darauf  ist  analog  derjenigen,  die  wir  auf  Seite  27, 
28  gegeben  haben.  Wir  können  ja  die  überhaupt  erreichbare  Grenze 
der  Genauigkeit  niemals  angeben.  Daraus  aber  entspringt  für  uns  die 
Notwendigkeit,  uns  von  dieser  schwankenden  Grenze  unabhängig  zu 
machen  imd  streng  theoretisch  genaue  funktionale  Zusammenhänge 
zu  behandein  in  Form  analytisch  gegebner  J«\uiktionen,  die  dann 
eb^,  weil  sie  völUg  genau  bekannt  sind,  als  Grundlage  für  die  Analyse 
empirische  Kurven  und  empirisch  gefundener  funktionaler  Zusammen- 
hänge dienen  können.  Unter  welchen  Voraussetzungen  das  zu  ge- 
schehen hat,  haben  wir  bereits  auseinandergesetzt  und  man  wird  eben 
von  Fall  zu  Fall  zu  entscheiden  haben,  ob  die  zugrunde  gelegt«'  ana- 
lytische Funktion,  weiche  also,  für  sich  genommen,  präzisionsmathe- 


^)  Vgl  S.  147/48.  S.  m. 
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matisoh  ist,  die  empirischen  Etigebnisse  ho  genau  darstellt,  da  Ii  die 
Abweichungen  der  aus  der  theoretischen  Funktion  berecluieten  Re- 
sultate von  den  tatsächlich  beobachteten  nicht  gidltor  als  die  durch 
die  Messung  bedingten  Fehler  sind;  oder,  wenn  es  sich  Uoß  um  die 
graphische  Veranschaulichung  einer  anah^isch  gegebenen  Funktion 
handelt,  die  durch  direkte  Messung  aus  der  Kurve  gewonnenen  Zahl- 
werte von  den  theont  isch  berechneten  nur  i'hum  Unterschied  auf- 
weisen, der  auf  Kdstcii  des  Seh  wellenwertes  gesetzt  werden  kann,  also 
diesen  uioht  erheblirh  übersciin-ilet. 

Kix'h  in  einem  anderen  ISiune  ist  die  graphische  N'eranschaulichuiig 
nur  approximativ. 

Denken  wir  z.  B.  an  jenen  Kreis  auf  iSeite  36 — 38.  (h*r  durch 
Folyguneeken  sich  ertrab.  so  konnten  wir  dort  bereits  benn  i  l  < n  wie 
uns  die  Anschauung  ni<  ht  l)is  in  alle  Feinheiten  des  theorcti.scli  nuahe- 
Diatischen  Aufliaucs  zu  führen  vermag.  Ein  sehr  in^n  fiktives  Beispiel 
hierfür  bringen  wir  später  in  der  sog.  Weierstraßsciu  n  Ivin  ve*),  wo  der 
begriffliche  funktionale  Zusammenhang  dir  Art  ist,  daß  er  durch  die 
Zeichnung  oder  auch  durch  die  Vorstellung  gar  nicht  mehr  genau 
wiedergegeben  werden  kann.  Im  übrigen  kann  man  auch  leicht  ent- 
sprechende Beispiele  aus  der  täglichen  Erfiihrung  finden. 

Betrachtet  man  z.  B.  den  gegen  den  Himmel  sich  abhebenden 
oberen  Rand  eines  Waldes,  den  oberen  Waldsaum  aus  der  Feme,  gegen 
den  Horizont,  so  erscheint  er  einem  als  eine  kontinuierliche,  strecken» 
weise  fast  gar  keine  stärkeren  Unregelmäßigkeiten  aufweisende  Unie. 
Wir  würden  ihn  also  approximativ  als  Kurve  auffassen,  w&hiend  wir 
doch  wissen,  daß  diese  scheinbare  Kurve  eigentlich  aus  lauter  Spitzen 
besteht,  und  so  wäre  es  hiernach  gar  nicht  ausgeschlossen,  daß  ein 
gesuchter  funktionaler  Zusammenhang  gar  nicht  einer  Kurve  im  ge- 
wöhnlichen Sinne  angehört,  die  stetig*)  ist  und  noch  andere  mathe- 
matische Eigenschaften  aufweist,  z.B.  einer  differentiierbaren*)  Funk- 
tion angehört,  sondern,  daß  der  gesuchte  funktionale  Zusammenhang 
präzisionsmathematisch  eigentlich  nur  durch  Punkte  (bzw.  eine  Punkt» 
menge)  dargestellt  wird,  wahrend  approximativ  eine  anschaulich  stetige 
Kun'c  erscheint. 

Andere  Beispiele  hierfür  finden  sich  z.  B.  auch  im  Weg-  und 
Wiesenrand.  in  den  aus  der  Feme  betrachteten  Trentuuigslinien  der 
Getreidefelder  usw.,  ja,  streng  genommen,  überiiaupt  in  allen  Grenz- 
linien der  Natur. 

>)  8.  369  11.  ü. 

Nibm  über  diese  Begriffe  folgt  spftter;  rgt.  S.  319,  342,  367/68. 
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§  16.  Unendlich  kleine,  unendlich  große 
und  endliche  Zahlen  und  Größen« 

Für  die  \v«  ii(  i.  u  Betrachtungen  ist  nun  ein  Begriff  von  fundamen- 
taler Wichtigkeit  zu  erläutern,  der  unter  dem  Namen  UtetanveH  oder 
Umes  bekannt  ist. 

Vm  dies  tun  zu  kömu'ii  und  auch  noch  weitere  die  Eig*  usehafteii 
der  Funktion  betreffende  Fragen  zu  löseu,  niüs.sen  wir  uns  vorerst  mit 
den  /«ihlenwerten  der  Veränderlichen  näher  beschäftigen. 

Wählen  wir  innerhalb  der  Zahlenreihe  irgendeine  bestimmte  Zahl, 
etwa  1 ,  so  können  wir  durch  rationale  und  irrationale  Operationen 
Zahlen  bilden,  die  kleiner  als  1  sind,  und  zwar  geht  diese  Zahlenbildung 
henmter  bis  auf  Zahlen,  die  wir  als  atht  hltin  im.  Verhältnis  zur  Aus- 

gangBsahl  1  betiaobten  können,  s.  B.        ,  -^-^  ^  Verhältnis 

der  Ausgaugszahl  1  zu  einer  solchen  Zahl  ist  stets  sehr  groß,  z.  B.  für 

die  Zahl  =^  räre  es  gleich  1  :  ,L  =  ^0^*         P^ukt  zweier  soloher 
lO*  10"* 

sehr  kleinen  Zahlen  ist  auch  stets  wieder  eine  sehr  kleine  Zahl,  kleiner 

als  jeder  der  beiden  Faktoren;  dagegen  kann  das  Veilialtnis  zweier 

solcher  groß,  sehr  groß  sein,  wie  es  %,  B.  von      :      »  10  ist,  oder 

von  ~  :       =  lO**.  Die  Snmme  nnd  Differenz  zweier  solcher  sehr 

xvr  10*" 

kleinen  Zahlen  ist  stets  wieder  eine  sein  kleine  Zahl. 

Lassen  wir  dieses  Kleinerwerden  der  Zahlen  nicht  über  eine  gewisse, 

willkürliche,  sehr  kleine  Zahl  hinausgehen,  so  können  wir  auch  .«^agen: 
wir  haben  es  hier  mit  sehr  kleinen  Zahlen  bogrcn/ten  Zahlen- 
wertes  zu  tun.  Diese  Festsetzung  einer  (Jrenze  für  das  Kleinerwerden 
diewT  sehr  kleinen  Zahlen  ist  willkürlich.  T^ASsen  wir  sie  fallen,  so 
kotiiiiiru  wir  zum  Ikigriff  der  beliebig  kl  ein  en  Zahl .  indem  wir  uns 
vorzustellen  haben,  daß  in  Rücksicht  auf  die  Stetigkeit  der  Zahlenreihe, 
die  wir  früher  erläutert  haben  (S.  28  u.  ff.),  von  jeder  erreichten,  noch 
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so  kleinen  Zahl  ini  Kleinorwerdeii  weitergegangen  werden  kann.  Das 
Verhältnis  zweier  solcher  Zahlen  kann  dabei  stets  noch  eine  Zahl  sein, 
die  bezüglich  ihrer  Stellung  in  der  Zahlenreihe  nicht  zu  ihnen  gehört, 
Bondem  größer  ist,  ja  selbst  auch  über  1  liegen  kann.  Indem  wir  bei 
weiterer  Verfolgung  dieses  Kleinerwerdens  immer  nur  zu  beliebig  kleinen 
Zahlen,  aber  von  immerhin  endlichen  Zahlenwerten,  gelangen,  d.  h. 
zu  Zahlen,  die  wir  stet«  in  ein  Intervall  einschließen  können,  dessen 
Endpunkte  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Schritten  von  der  Anfangs- 
zahl 1  aus  7.n  fn-reiehen  sind,  wobei  man  unter  einer  endlichen  An- 
zahl von  Sehnt t<'n  eine  solche  versteht,  für  die  man  stets  noch 
eine  trößere  Anzahl  angeben  kann,  indem  wir  also  so  zu  behebig 
kleinen  Zahlen  gelangen,  nähern  wir  uns  dem  Zahleuwert  Null  (0), 
oline  aber  d(Misp|i)pn  auf  diesem  Wetze  je  erreichen  zu  können,  da  wir 
el)en  nur  endliche,  beliebig  kleine  Zahlen  zu  erreichen  imstande 
sind^). 

Ändern  wir  dagegen  unäern  Ausganfjspunkt,  d.  h.  gehen  wir  von 
der  Zahl  ü  aus,  so  können  wir  Zahlenwerte  denken,  die  so  nahe 
an  ü  liefen,  d.h.  die  so  wenig  von  0  differieren,  flaß  sie  auf  dem 
vorher  bescluiebeiieu  Wege  nicht  eneiclit  werden  können,  d.  h, 
nicht  in  einer  endlichen  Anzahl  noch  so  kleiner,  endlicher 
Intervallschritte. 

Wir  nennen  solche  Zahlen  unendlich  kleine  Zahlen  ^)  und  man 
sieht,  daß  ihre  Haupteigenschalt  ist:  kleiner  in  sein  als  jedenodi 
80  kleine  eodliehe  Zahl  (aber  auch  nicht  null). 

Soweit  wir  die  Sache  bis  hierher  betrachtet  haben,  hatten  wir 
stets  im  Auge,  zu  versuchen,  die  hier  eingeführten  neuen  Begriffe  auf 
anschauliche  Weise  zu  erreichen,  d.  h.  durch  das  Mittel  der  VoisteUung, 
also  entweder  mit  Hilfe  der  Zahlenlinie  oder  des  sukzessiven  Fort* 
Schreitens  innerhalb  des  Zahlenkontinuums.  In  diesem  Sinne  können 
wir  die  Betrachtungen  auch  noch  weiter  führen  und  kommen  damit 
zu  folgendem: 

^)  Sei  s.  B.  eine  eben  erreichte  sehr  kleine  Zahl  ,  so  können  wir  tou  ihr  eiw 
gegen  Null  vonHLrto  schielten,  indem  wir  den  Exponenten  im  Kenner  s.  B.  je  tun  10 

eihittieii,  aleo  mit  ,  •  •     Da  nun  aber  nicht  angebbar  ist,  welchen  Ezpo- 

lü*  JO** 

nenten  10  im  Nenner  haben  müßte,  der  auf  dieee  Weise  in  endlicher  Schrittanaahl 
erreichiinr  wäre,  clainit  die  so  erhaltene  Potens  in  1  dividiert  0  plbe.  m  iat  die  Null 
auf  diese  Weise  nicht  erreichbar. 

Analoges  gilt  für  andere  Anuüherungsarten. 
')  Diese  Bräeiehnung  Idingt  etwas  sehr  paradox,  d.  h.  sie  schlieBt  in  sich  ab  ^em 
Wort  sclieinh  ir  rinon  rlirckten  Wider>|  riK  h  ein.  Die-ser  vor^^chwindf t  ■•ihor,  wenn  man 
das  Wort  unuuUich  nicht,  wie  gewöhnlich  falsdierweis«  acblcchthiu  mit  üöcrau«  groß 
identifiziert,  sondern  Ulm  die  exaktere,  richtigeie  Auffassung  tmertescMor  oder  «i»- 
heachränki  lißt.  Dasselbe  ist  au  sagen  vom  Auadruck:  „unendlich  nahe'*  u.  dgL 
(Vgl.  S.  342.  307.) 
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Biese  so  deüiiiertm  unendUeh  tieine»  ZaJäen  könneo  min  nocb  in 
zweierlei  Weise  an^^afit  werden. 

Einipal  als  fesl  bestimmte;  man  nennt  sie  dann  eigtnilieh 
oder  aktuell  unmUich  klein,  Sie  haben  akHaupteagensohaft  neben 
der  erwähnten  die,  daß  sie  mit  einer  end liehen  Zahl  nieht  yer- 
ISliohen  werden  können,  da  sie  vermOge  ihier  Definition  an  diese 
lücht  heranieioben,  d.  h.  einem  anderen  Zahleogebiete  angehören.  In 
diesem  Bereich  können  mm  diese  unendlich  kleinen  Zahlen  noch  ihre 
eigenen  Gesetze  befolgen,  d.  h.  z.  B.  unter  sich  Verhältnisse  aufweisen, 
die  wieder  endlich  sind.  Wir  kommen  später  auf  solche  Fälle  ein« 
gehender  zu  sprechen^). 

Andorerscita  kann  man  auch  diese  unendlich  kleinen  Zahlen  wieder 
als  veränderliche  betrachten  und  zwar  noch  kleiner  werdend,  sich 
der  Null  noch  mehr  annähernd;  inan  spricht  dann  von  uncigentlich 
unendlich  kleinen  Zahlen.  In  diesem  Sinne  werden  die  schlecht- 
hin unendlich  kleinen  Zahlen  im  folgenden  meistens  verwendet  werden. 
Wir  können  dann  sagen: 

Eine  unendlich  kleine  Zahl  ist  eine  solche  Zahl,  dio  kleiner 
als  jede  beliebig  kleine  endliche  Zahl  ist  und  sieh  der  ^'ull,  fort- 
während  kleiner  werdend,  nähert. 

2SiG  ist  hiernach  als  Variable  zu  betrachten. 

Man  sieht  aber,  da0. vermöge  dieser  letzteren  EinfOhrung  das  Er- 
reichen der  Null  möglich  ist,  während  wir  von  den  sehr  kleinen  end- 
lichen Zahlen  aus  zunächst  niemals  auf  dem  bisher  eingeschlagenen 
Wege  zur  Null  gelangen  können. 

Doch  ist  noch  eine  andere  Betrachtungsweise  der  bisher  erwähnten 
Verhältnisse  möglich. 

Ihnen  liegt  ja,  aus  der  Vorstellung  entnommen,  ein  gewisser,  be- 
grifflich festgelegter  Prozefl,  eben  der  des  VOTkleinems  oder  des  Ver- 
größems,  zugrunde,  dessen  Schrittanzahl  auf  dem  obigen  Wege  immer 
nur  endlich  bleiben  kann.  Benken  wir  uns  aber  begrifflich,  d.  h.  mit 
Verzicht  auf  das  in  der  tatsächlichen  Vorstellung  Ausführbare,  den 
Prozeß  in  einem  bestimmten  Momente  zu  Ende  gebracht,  wobei  wir 
also  in  der  Vorstellung  den  Prozeß  nur  bis  zu  einem  „cv,  Nsrii  Punkte 
fuhren  und  weiterhin  densell>en  durch  lo^i  '  -  Verknüpfung  und  J^^st, 
Setzung  als  vollzogen  betrachten,  dann  wird  die  Kluft,  welche  zwischen 
den  endUch  sehr  kleinen  und  den  unendlich  kleinen  Zahlen  besteht- 
insofern  überbrückt,  als  wir  von  den  ersteren  zu  den  letzteren  und 
endlich  auch  zur  Null  gelangen  können;  eben  dadurch,  daß  wir  den 

^)  YsL  8.  247  u.  ff. 
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ProKeß  des  Verkleinerns  begrifflich,  d.  h.  in  rdn  logischer  Fortsietzung 
über  jede  Schranke  hinweg  als  vollfahrt  betrachten  dürfen^). 

Da  Aber  nun  doch  die  so  eingefahrten  unwdlidb  kleinen  Zahlen 
b^gnfflich  aus  den  beliebig  kleinen  endlichen  2iahlen  entstanden  ge> 
dacht  werden  kdnnen,  so  dürfen  wir  für  die  Rechnung  isweckmäßiger> 
weise  auch  von  den  beliebig  kleinen  endlichen  Zahlen  die  Forderung 
nach  VoUföhrung  eines  gewissen  begrifflichen  Prozesses  zu  Null  zu 
werden,  stellen.  Damit  verschwindet  die  Kluft  zwischen  beliebig 
kleinen  endlichen  Zahlen  und  den  oben  definierten  sog.  unendlich 
kleinen  Zahlen:  es  crf^ibt  sich  ein  lückenloser  Übergang  von  den 
endlichen  Zahlen  durch  die  endlich  sehr  kleinen  zu  den  un- 
endlich kleinen,  bis  schließlich  zur  Null  unter  wohl  betonter 
Wahrung  ihr^  oben  ausgesprochene  gegenseitigen  Verhäitnisf«e. 

In  Auwendung  der  Zahlen  —  mittels  ihrer  bekannten  Zuord- 
nung —  zur  messendc^n  Bestimmung  von  Größen  gelangt  man,  in  Aus- 
dehnung dieses  Begriffes  des  Unendlich-Kleinen,  za  den  sog.  unendlich 
kleinen  Größen.  Man  spricht  in  diesem  Sinne  von  unendlich  kleiner 
Distanz,  Länge,  Breite,  Höhe,  Ausdehnung,  Geschwindigkeit,  Beschleunig 
gung,  Kraft,  Arbeit,  Leistung,  Mnergiemengej  Moese,  Ekktrizitätemenge, 
Lichtstärke  usw.  usw.^). 

Wollen  wir  um  dieien  Gegenwtc  von  echfittweiaer  Verfolgung  eine«  Protease» 

in  der  Vorsfollunt!;  iitui  sein  Iwerifflichof^  Vullendftsoin  an  ciiictii  sehr  n.iliclit'L'i'iKtcn 
Beispiele  klarmacheu,  so  betrachten  wir  etwa  die  Frage«  wie  mau  dazu  gelangt,  einen 
giuiB  bestimmten  Hensohen  Tcm  aHen  Anderen  Meiwdben  To  uitenplieiden  und  diunit 
ab  den  so  bestimmten  auch  anderen  gegenüber  so  ehanktctisiercn. 

Der  eine  Weg  ist  der,  daß  wir  versuchen,  die  »eelisohen  und  köryx^rlithni  Eigpn- 
Hchaften  dieses  Menschen  eiimln  aufzuzählen,  l'iul  (\a  weiden  wir  bald  gewahr,  dab 
wir  auf  diesem  We^e  nie  zu  einem  Ende  gelangen,  indem  wir  immer  wieder  neue  Eigen- 
whaften  entdecken.  Aber  das  heißt  nichts  anderes,  als  daß  auf  diesem  Wege  überhaupt 
nicht  zu  einem  Ziele  zu  gelangen  ist,  alao  eine  Abgrenzung  dieses  Menschen  und  also 
Dsfinition  dieaee  Individuums  theoretisoh  unmSgÜdi  wfti«. 

Daher  verHUchen  wir  ts  auf  andere  Weise;  Wir  belegen  diesen  Men.'^chon  mit 
einem  Namen,  der  also  das  Zeichen  für  einen  Begriff  ist,  nämUch  den  Begriff  dieses 
Individuums,  den  Inbegriff  aller  seiner  Eigenschaften.  Dann  aber  haben  wir  in  diesem 
Begriff  die  vorher  nicht  erreichte  GcRumtheit  aller  Heiner  BigBUsehalten  nützudenken» 
wenn  wir  auch  nicht  irnntandc  sind,  sie  alle  einzeln  uns  zu  vergegenwärtigen. 

Was  auf  dem  Wege  der  reinen  AnschauUchkcit,  der  Vorstellung,  nicht  zu  er> 
Tsiohen  war,  ist  also  auf  dem  Wege  des  Begriffes  einfach  tuid  indem  man  den  Praseft 
des  erpteren       „>    als  vollendet  d«  nl<t.  iniBcefiihrt  worden. 

^}  Im  aix^m-Uen  nennen  wir  als  Beispiele  fiir  alituell  unendlich  kleine  (irößen: 
Dm  Volumen  oder  Ckiwicht  des  Staubtdlchen^  gegenüber  dem  d«e  Tisches,  auf  dem 
es  liegt,  um  ho  mehr  gegenüber  der  Kr<!e.  alter  ev.  auch  schon  gegenüber  der  PfUuiMiy 
an  der  es  sitzt,  wenn  es  die  genaimt<;  liaujiteigenHchuft  hat,  für  einen  Vergleich  nicht 
in  Betracht  zu  fallen.  Ebon.so  ist  je  nach  Umständen  und  Forderungen,  die  bezüglich 
der  für  Betrachtung  und  Rechnung  willkürlich  ge.<itellten  Grenzen  der  CJenanigkeit  ge* 
stellt  wen!»  ti:  l>ie  Erde  als  imcndÜch  kleine  (Jrölio  zu  l>etm(-hten  im  WeUenraura,  da» 
Tier  gegenüber  diciicm  oder  schon  gegenüber  der  Erde,  ev.  gegenüber  einem  Erdteil 
oder  einem  Land  in  einer  gemoinschaftliehen  MsQeinheit  behaodett;  und  nicht  nur  das 
Elektron  gegenüber  dem  leitenden  Draht,  sondern  auch  gegenüber  dem  Moldinl,  in 
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Wir  können  daher  den  Begriff  einer  unendlich  kleinen  GröBe  nach 
der  Jetoteren  Definiti  mi  Ir  r  unendlich  kleinen  Zahl  und  dem  nachträglich 
von  dieser  ihrer  Auffassiing  GeBi^[ten  in  ausfubrlioher  Weise  auch 
folgendfiniaßcii  fassen:. 

Die  Bezeichnung  für  den  Begriff  der  unendlich  kleinen 
Große  oder  auch  des  U nendliehkleinen  ist  ala  Name  aufzu- 
fassen für  einen  Verändern ncr^prozeß,  dem  eine  veränder- 
liche Größe  unterworfen  ist,  die  sich  von  zu  nächst  endlichen 
sehr  kleinen  Werten,  fortwährend  kleiner  werdend,  dem 
Grenzwert  Null  nähert'). 

Von  der  oben  (willkürlich)  festii;e*^i-tzten  Zahl  1  können  wir  nun  auch 
zu  Zahlen  gelangen,  die  gr(»ßer  sind  als  diese  und  immer  größer  werden. 
Wir  gelangen  auf  diese  Weise  schlieUlieh  zu  Zahlen,  die  wir  im  Verhältnis 
7.U  dieser  Eins  oder  auch  zu  einer  anderen  Ausgangszahl  als  sehr  große 
Zahlen  bezeichnen  müssen.  Für  tliese  können  wir  nun  wieder  fest- 
legen, daß  sie  über  eine  rrowisse  oheie  Grenze,  die  sich  wieder  in  ein 
Intervall  einschließen  iaiit.  desisen  Kndwerte  von  1  ans  durch  eine 
endliche  Zahl  von  Schritten  erreichbar  sein  nüissen,  nicht  hinausgehen, 
in  diesem  Falle  sprechen  wir  von  sehr  großen  Zahlen,  aber  be- 
grenzten Zahlen  wertes.  Diese  Festlegung  einer  Grenze,  über  welche  die 
sehr  großen  Zahlen  nicht  hinausgehen  dürfen,  kann  aber  wieder  fallen 
gelaflseo  werden,  und  dann  erfährt  der  Prozeß  des  Größerw^eos  kein 
£nde;  immer  aber  führt  er  uns  nur  zu  endlichen  sehr  großen  Zahlen. 

Dieses  unbegrenzte  Wachsen  der  Zahl  kann  man  dahin  ausdrücken, 
daß  man  sagt,  6ke»  Zahl  werde  belieb iy  groß  oder  sie  nehme  über 
alle  Grenzen  zu,  was  sagen  will,  daß  keine  erreichbare  (endliche)  Zahl 
ab  das  Ende  des  Wachstums  zu  betrachten  ist.  Letztere  Tatsache 
drückt  man  auch  dahin  aus,  daß  man  sagt,  die  Zahl  wachte  ine 
Unendliche  oder  werde  unendlich  (d.  h.  unvergleichbar)  groß, 
und  wir  können  von  diesem  Standpunkt  aus  die  unendlich  große 
Zabi  oder  auch  kurz  die  nnendUdis  ZaM  als  das  Symbol  dafür  auf- 
fassen, daß  die  größer  werdende  Zahl  in  diesem  Wachstums- 
prozeß  nie  ein  Ende  erreicht;  sie  ist  euie  unbegrenzt  zunehmende 
Veränderliche. 

Wenn  man  also  sagt,  die  Zahl  ,,a"  sei  gleich  unendlich  {a  =  oo), 
so  heißt  dies  in  abgekürzter  Ausdrucksweise  nur,  daß  wir  für  ihren 


Tiel  höherem  >T  ißt.  (^»  ecniHK  r  der  Knlknird  (höhcn  i  Onlnun^;;  S.  •J4S,  •2.V2  u.  ff.), 
da  dieaer  gegenüber  Hchon  der  Druht  unter  normalen  Verhiiltnisaen  unendlich  klein 
encMBt;  •t«ta  aber  nur  so  lange,  nur  unter  der  Bedingung,  daß  ee  nach  OröOe  oder 
Wirkung  im  betreffenden  Fall  vernaohlässipt  werden  kann. 

^)  In  diesem  Sinne  ist  die  „unendlich  kleine  GrüUe"  mit  dem  Begriff  einee 
uhnc  Aufhören  fortgesetzten  XäherungsprozcsHcs,  des  fortdauernden  Annähema  an 
eioan  beetiromten  endlichen  Wert,  dem  Betriff  des  s|»äter  im  lia.<>onderen  zu  heh«ndeki- 
den  Marens  wertes*'  untiennbar  verbunden  (vgl.  S.  297,98). 

U* 
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Wert  keine  oHerc  Grenze  angeben  können,  also  aucli  keinen  be- 
stimmten Zahlwert^).  Wir  ueanen  aie  auch  uneigentlich  un- 
endlich große  Zahl. 

Wir  können  daher  in  analoger  Anadracksweiae  zar  unendlich  kleinen 
Zahl  auaapiechen: 

Eine  unendlich  große  Zahl  ist  eine  solche  Zahl,  die  größer  als 
jede  beliehiiir  crroße,  endliche  Zahl  ist  und  tortwährend  xunehmendy  in 
ihrem  Wachstum  keiue  lireuze  erreicht« 

Sie  ist  hiemaoh  auch  als  Variable  aufsafaaaen. 

In  Übertragnng  auf  die  allgemeine  Größe  erhalten  wir: 

Die  Bezeichnung  für  den  Begriff  der  unendlich  großen 
Größe  oder  auch  des  ünendliehgroßen  ist  als  Name  aufzu- 
fassen  fttr  einen  Ver&nderungsprozefi,  dem  eine  veränder- 
liche Größe  unterworfen  ist,  die  sich  von  zunächst  end* 
liehen,  sehr  großen  Werten,  fortwährend  größer  werdend, 
ändert  und  numerisch  unbeschränkt  wächst. 

£s  kann  sidi  aber  auch  hier  noch  eine  andere  Auffasaungaweise 
der  unendlichen  Zahl  bzw.  Größe  als  zweckmäßig  erweisen,  indem  man 
sie  sich  als  eine  fest  bestimmte  Stelle  innerhalb  der  fortlaufenden 
Zahlenreilie  (lenkt  und  zwar  an  einer  Stelle,  welcher  eine  Zahl  zu- 
kommt, die  größer  ist  als  jede  endliche,  beliebig  große  Zahl. 

Wir  nennen  solche  Zahlen  (Größen)  eigenllich  oder  akioeU 
unendUch  groß» 

Sie  hal>en  analoge  Eigenschaften,  wie  die  aktuell  unendlich  kleinen 
Zahlen  (Grüßen);  sie  können  auch  vor  allem  mit  jeder  endlichen 
(noch  viel  weniger  mit  der  unendlich  kleinen)  Zahl  (Größe)  nicht  ver* 
glichen  werden  und  befolgen  in  ihrem  Gebiet  ihre  eigenen  Gesetze. 

Es  ist  dann  das  „unendlich**  ähnlich  aufgefaßt,  wie  ,tttiiZI"  beim 
endlich  Beliebig-Kleinen,  als  eine  Stelle,  eine  bestimmte  Zahl  (Größe), 
die  bei  noch  so  weit  fortgesetzter  Veränderung  endlicher  Zahlen  von 
diesen  nie  ganz  erreicht  wird.  Dann  hat  natürlich  audi  der  Ausdruck 
unendlich  große  Zahl  [das  Zeichen  für  diese  ist  bekanntlich:  oo*)]  einen 
etwas  anderen  Sitm  bekommen,  und  wenn  sich  dieser  als  zweckmäßig 

')  Von  cinor  uucndliclieu  Zahl  als  ciucr  bestimmten  im  binnt'  der  euUlicben  Zahl 
kfiimen  wir  daiirr  lücmaoh  auch  nicht  reden,  aie  ist  für  diese  Anffawnng  keine 

cigeotlit^'lio  Zahl. 

»)  VkI.  S.  31,  122. 
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und  widenpraelisCrd  erweist»  so  dürfen  wir  ihn  auch  mathenwtMch 
▼erwerteii^). 

Ton  da  aus  kann  man  dann  nun  wieder  durch  rein  logische  Fest- 
setBung  (mil  Verzicht  auf  eine  konkrete  YorBtellung)  bestimmte  un* 
endlioh  große  Zahlen  jenseits  dieser  ersten  unendlich  großen  Zahl  ein- 
führen und  die  für  dieselben  geltenden  Qesetse  aufteilen  bsw.  er- 
fonohen  (aktuell  unendlich  große  Zahlen). 

Es  Ist  nuCdieh  zu  Tcraoolien»  uns  von  obigen  Daflegungeii  andi  in  geo- 
metrischer» graphischer  Darstellung  ein  Bild  zu  machen,  um  auch  von 
(lieser  Seite  her  <Iio  Sache  zu  beleuchten.  Di(^  winl  uns  auch  hier  leicht  möglich 
mit  der  Eriuueruiig  an  eine  schon  früher  bei  tier  Behandlung  der  unendlichen 
Menge  betraohteten  Hltfsfigur  (vgl.  Fig.  6,  S.  33). 

Wir  ziehen  von  einem  Punkt  P  aus  nach  einer  in  seiner  Nähe  gelegenen 
< Icradrn  ;  ein  Büsclit'l  von  liestimmten  (Itraden,  welche  dieselbe  in  den  Punkten 
-1, ,  A.2,  -la,  •  •  •  schneiden  und  mit  der  durch  /'  senkrecht  zug  gezogenen  Geraden 
J*Q  auf  g  immer  größer  werdende  Strecken  <^Jj,  Q"^»*  Q^»t  *  *  -  herauasohneideu. 

Je  mehr  die  Punkte  A  nach  reohti  liegen,  um  eo  mehr  nihexn  sioIl  die  dnroh  P 
und  sie  hindaroh  gelegten  Geraden  2  dw  durch  P  sa  (rpanlM  gesogenen  Qersden  f'. 

')  In  manchen  Ix-hrhiiclu-rn  wirtl  dicsi-  Zahl  auch  als  eingi  hil<l<  t>  oder  filetire 

Zahl  bezeichnet.  JL>och  ist  dies  nicht  ganz  streng  richtig;  denn  diese  Bezeichnuugsweiae 
wnide  bedeaten,  daO  ihre  Einführung  völlig  der  Willkür  anheimgestellt  ist.  r^m  ist 
aber  nicht  so,  sondern  die  Aufstellung  dicficr  Zahl  ist  durch  einen  logisch-mathematischeu 
('»cdankenprozeß  grfordrrt  nis  ln^i<;ches  Endglied  desi»elben  und  aus  diesem  Grunde  jJu9 
KmfüUrung  bereclitigt  und  nicht  vöUig  willkürlich. 

Cbrigcns  Rci  noch  bemerkt,  daß  ^  sich  ähnlich  mit  fast  allen  sog.  fiktiven  Größen 
der  VTifhernatik  verhält,  wie  z.  B.  mit  dem  unendlich  fernen  Punkt  einfr  Cicraden, 
der  unendlich  fernen  Cieradeu  und  der  unendlich  fernen  Ebene  in  der  Geometrie,  deren 
bloBer  Enats  die  unendBche  Zahl  in  der  Analysis  ist. 

[Nach  dem  ..unendlich  fernen  Puuht^''  gehen  alle  Parallelen  bestimmter  Rieh» 
tung  und  ist  derselbe  also  auch  durch  eine  Gerade,  eben  ihre  Kichtung,  g^ben.  Kon* 
etruieri  wird  mit  ihm,  indem  man  weitere  Gerade  nach  ihm  zieht,  d.  h.  Parallele,  genau 
Bo,  wie  ein  im  Endlichen  liegender  Punkt  durch  mindestens  iwei  Geraden  als  deien 
Schnittpunkt  bestimmt  ist. 

Die  „unendlich  ferne  öcratie'*  ist  diejenige  Linie,  welche  von  jeder  Geradeu 
in  einem  und  zwar  unendlich  fernen  Punkte  geschnitten  wird;  ist  ddier  auch  jeder 
anderen  Geraden  (im  Endli  lnil  parallrl.  In  jcdi-r  Ebene  sriht  es  eine  (als  einzige) 
unendhch  ferne  Gerade.  Jeden  ihrer  sämtlichen  Punkte  kann  ich  auffinden  und  an- 
geben dnrdi  eine  Gerade  und  ihre  Parallele  in  der  Ebene.  Man  konstruiert  mit  ihr, 
indem  man  sie  durch  zwei  parallele  Ebenen  festlegt.  L.'ciiau  so,  wie  man  eine  im  End« 
liehen  hegende  Gerade  durcli  den  Schnitt  zweier  nicht  parallelen  Ebenen  fe^tli  L't. 

Die  „unendlich  ferne  Ebene"  ist  diejenige  räumliche  Fläche,  wckhe  jede 
(jSerade  des  Raumes  in  nur  einem  Punkte  schneidet.  Sie  enthält  alle  unendlich  fernen 
Punkte  luid  alle  unendlich  fernen  (üeniden,  in  denen  sich  je  zwei  parallele  Ebenen 
»cbaeiden. 

Legen  wir  eine  Gerade  durch  zwei  Punkte  im  Baume  fest,  so  künnen  wir  in 

AnnIo<_'ie  nticli  dit-  luieiidhch  ferne  Gerade  als  Verbindung  zweier  unendlich  fernen 
Funkte  festlegen,  welch  letztere  durch  die  Richtungen  je  zweier  parallelen  Geraden 
gegeben  sind.  Die  Ebene^  welche  zu  diesen  ParalleUn  parallel  ist,  enthält  dann  die 
bMden  unendUch  fernen  Punkte  und  damit  auch  ihre  VerbindungHgerade. 

Eine  Vorstelinng  von  diesen  unendlich  fernen  Elementen:  iPunkt»  Gerade,  Ebene 
ist  uns  unmögUch.] 

Diese  Gii50en  gehSien  auch  in  das  Gebiet  der  durch  Vorstellung  nieht  sugäng- 
licfaen,  sondern  nur  begrifflich,  durch  rein  logische  Entwicklung  gewonnenen. 


Digitized  by  Google 


246 


Stetigkeit  und  Unstetigkeit. 


Das  nämlic!ie  \M  der  Fall  mit  einer  durch  F  gehenden,  sich  ans  einer  beliebigen 
Anfangslage  um  P  drehenden  Geraden  I. 

Sttttjsen  ndr  um  auf  das  fünfte  EuUldficlie  Postulat,  wonach  ea  dxudb.  einen 
Ptmkt  nur  eine  Gerade  gibt,  welche  parallel  au  einer  anderen  geht,  ao  gibt  ea  dem- 

pntsprecliend  nur  eine  einzige  Lage  für  die  Gerade  in  der  sie  parallel  zu  g  ixt, 
nämlich  diejenige,  in  welcher  mo  mit  g'  zusammenfällt.  Diener  l.^pe  sdvreiljen 
wir  daher  in  Analogie  dazu  nur  einen  einzigen  Schnittpunkt  mit  der  Ucraden  y 
au»  welchen  man  den  taundlkh  fernen,  d.  h.  UMneichbiuen  Punkt  auf  ihr  nennt 
und  den  wir  hier  mit  A^o  beieichnen  wollen*).  Die  Strecke  von  Q  bis  su  diesem 
i8t  vncndlich  t/mß  (unendlich  lang),  d.  Ii.  größer  als  jede  angebbare  Tortiergehende. 
Als  Maßzalilcri  ent«prerhon  diesen  Strefken  QA  crulliehe  Zahlen,  die  etets  großer 
werden  und  sich  der  der  (.»renzlnpf  </'  nom  /  t-ntspn  c  hcnden  ..(Jrmzzahl",  einer 
unbegrenzt  großen  Zahl,  der  Maüzuhl  der  Strecke  ^  ,  nähern.  Diese  als  einzige 
resultieretide  unendlloh  groBe  Zahl  entepricht  dem  Beftriff  der  sog.  eiffenttichen 
oder  aktne/l  n  m  udlichen  Zahl;  sie  tritt  als  f^n  nw  des  Wachstums  auf  und 
kann  daher  mich  als  Grenze  aller  endlichen  Zahlen  betrachtet  wrnlrn,  lia  sie  als 
solche  nach  obiger  Betrachtung  erscheint  und  größer  ist  jede  der  v<)rau»gehen- 
den  endlichen,  die,  wenn  auch  sehr  weit  entternten,  aber  in»  Kndüchen*)  auf  der 
Geraden  g  liegenden  Schnittpunkton  entsprechen. 


Diese  Zahl  rnpndlich  (  v)  spielt  ;ilso  liifmacli  al-  obere  Grenze  gennu  die 
gleiclie  Kolle,  wie  die  Zahl  iSuU  (0)  als  untere  Grenze  der  reellen,  absoluten  Zahlen. 

In  genau  gleicher  Weise  kann  man  die  Überlegungen  anstellen,  wenn  man 
von  2.  B.  der  AnfanpslaLif  /M,  ans  die  Ger!\de  /  gegen  Q  lüii  fülirt. 

Man  L'flangt  so  auch  zur  ulP)  als  Grenze,  zur  auch  „kleinsten  unendlich 
kleinen  Zaiil*-. 

Ebenso  finden  sich  einerseits  die  bestimmten  verschiedenen  unendlich  kleinen 

{^trecken  in  unmitt*ll>arer  Ausdehnung  und  Lage  rechts  von  Q.  die  aktuell  un- 
enillich  kleinen  Zahhn.  die  eigentlich  un  endlich  kleinen  Zahlen  und  an- 
dererseits auch  die  unendlich  kleinen  Strecken  und  Zahlen  als  Veränderliche, 
welche  ohne  Aufhören  ihrer  \'erändcrung  dem  Endwert  NuU  zustreben,  die 


1)  „Jede  Gerade  hat  nur  einen  unendlich  fernen  Penkt"  ist  daher  nur  eine  andete 

Auwlnickswcise  des  fünften  Kiiklidschen  Postulates. 

^)  Xaih  früluTem  lit'irt  ein  Punkt  im  Endhchen,  solange  noch  ein  anderer  an- 
m-ueben  wcrdt-n  kunn,  der  noch  weiter  Avop  lie^t.  Für  den  der  Parailellage  entsprechen- 
den Punkt  auf  g  trifft  dies  ni<'Ut  inelir  /ai:  er  int  dalu-r  unendlich  fem  und  ihm  ent- 
t  |  r  I  i  die  (<  ine,  bestimmte)  Zahl  unendlich  (cv);  sie  iat  hier  auch  die  erste  unend» 
h<-h  grüße  Zahl. 

s)  Null  ist.  absolut  genommen,  die  Ideinate  Zahl  überhaupt  und  kann  daher 

auf;:)  f.iBt  ucnicn  als  klt-iiiste  endliche  Zahl  und  als  kleinste  unendlich  kleine  Zahl  im 
•Smne  des  Aktueil-LnendUchkleuien. 
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uneigentiichen  unendlich  kleinen  oder  auch  schlechthin  unendlich 
kleinen  Zahlen^). 

Da  wir  später  mit  diesen  onendüch  kleinen  oder  unendlich  großen 
Zahlen  bzw.  Größen*)  werden  operieren  müssen,  so  ist  es  notwendig,  daß  wir 

die  wichtigsten  Eigenschaften 
und  Rechnungsgesetze 

derselben  ableiten. 

Haben  wir  irgendeine  unendlich  kleine  Zahl  im  Sinne  unsefer 
gegebenen  Definition,  so  wollen  wir  dieselbe  als  von  der  ersten  Ord* 
nung  oder  vom  ereien  Grad  unendlieh  klein  benennen  und  be- 
xeicbnen  sie  mit  d.  In  Beziehung  zu  ihr  werden  wir  nun  eine 
andere  Zahl  als  mit  ihr  von  derselben  Ordnung  oder  vom 
gleichen  Grade  unendlich  klein  bezeiohnen,  wenn  der  Quo> 
tient  aus  ihnen  beiden  eine  endliche,  von  Null  verschiedene 
Zahl  ist  und  bleibt*). 

Es  ist  also  dl  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  klein,  sobald  es  6 

ist  und  wenn  zugleich  ir  =     gleich  einer  endlichen,  z.  B.  konstante, 

von  Null  verBchiedenen  Zahl  e  ist,  z.  B.  gleich  1 .  Wenn  spezieU     «  1 , 

dann  ist  d  ^    ,  sonst  allgemeiner  ö  =  c     .  Wir  können  daher  auch  sagen : 
Eine  unendlich  kleine  Zahl  erster  Ordnunj^  ändert  ihre 
Ordnung  nicht,  wenn  wir  sie  mit  einer  endlichen  Zahl  multi- 
plizieren. 

Bilden  wir  dagegen  das  Produkt  zweier  unendlicii  kleinen  Zahlen 
erster  Ordnung,  von  A^  und  rS.^,  so  folgt  zunächst  einmal,  daß  diesea 
Produkt  A^  •  sehr  klein  sein  muß  im  Verhältnis  zu  jeder  dieser 
Zaiiien  lind  i)^ ,  denn  wir  wissen,  daß  ein  Produkt  um  so  kleiner 
wird,  je  kleiner  seine  Faktoren  sind.  Ist  nun  eine  dritt«  unendlich 
kleine  Zahl  erster  Ordnung,  so  koniu-n  wir  nach  obigem  sie  etwa  dar- 
stellen in  der  Form  Ci^^.  Bilden  wir  dann  den  Quotienten  ~hr~i 
ao  folgt:  ^ 

  \  Ci 


^)  In  ähnlicher  Weise  kmtm  man  auch  von  den  Bettadbtungen  im  Zahlengebiet 
<ler  reellen  Zahlen  zu  Betr;i(  htimjrfn  im  Zahlengebiet  imaginän'r  und  komplexer  Z  ihlm 
und  Größen  übei^elien  und  kommt  auf  diese  Weiae  auch  zum  liegriff  von  unendUch 
kieinen  und  unendlich  großen  imaginären  und  komplexen  Zahlen  5cw. 
iirößtu.  Der  ^^oometrigtlie  Ort  der  ersteren  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  der 
imagiQären  Ach«e,  derjenige  der  einfachen  komplexen  Zahl  ,^er  unendlich  ferne 
Fnnkt"  ihrer  Zahlenebene. 

von  denen  die  ersteren  auch  alt«  injinilenmate  oder  infinite^  die  letsteren 
*uch  als  tmiisfinite  Zahlen  bzw.  Grüßen  I  ezt  i<  linct  weiden. 

^)  wie  klein  sie  auch  sein  mögen,  beliebig  Ivlcin. 
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welch  letztere  Zahl  aber,  wie  wir  schon  wissen,  eine  unendlich  kleine 
Zahl  erster  Ordnung  ist. 
Es  folgt  somit: 

Das  Produkt  zweier  unendlich  kleinen  Zahlen  erster  Ordnung  divi> 
diert  dnich  eine  ebeiiBolche  efster  Ordnung  ergibt  einen  Quotienten» 
der  gleich  ist  ein»  unendlich  kleinen  Zahl  eister  Ordnung  und  darum 
nennen  wir  jene  unendlich  kleine  Zahl,  die  durch  Multiplikation  zweier 
unendlich  kleiner  Zahlen  erster  Ordnung  entstanden  gedacht  werden 
kann,  eine  tmetidiich  kleine  Zahl  zweUer  Ordnung  oder  zweiten  Qradea 
in  bezug  auf  die  andere  als  vom  ersten  Grade.  Ihre  Definitioii 
können  wir  daher  folgendermaßen  formulieren: 

Eine  unendlich  kleine  Zahl  zweiter  Ordnung  ist  eine 
solche,  welche  durch  Division  mit  einer  unendlich  kleinen 
Zahl  erster  Ordnung  eine  unendlich  kleine  Zahl  erster  Ord> 
nung  ergibt. 

Oder:  Die  unendlich  kleine  Zahl  II.  Ordnung  bzw.  „die  Zahl» 
welche  von  II.  Ordnung  unendlich  klein  ist",  muß  entstanden 
gedacht  werden  können  durch  Multiplikation  zweier  unendlich  kleinen 
Zahlen  I.  Ordnung,  so  daß  wir  auf  Grund  obiger  Definition  auch  sagen 
könn^: 

Durch  Multiplikation  zweier  unendlic  h  kleinen  Zahlen 
erster  Ordnung  entsteht  eine  unendlich  kleine  Zahl  zweiter 
Ordnung. 

Ohne  weiteres  folgt  daraus  für  zwei  gleiche  Faktf)ren,  daß  auch 
das  Quadrat  einer  unendlich  kleinen  Zahl  I.  OrdnunL'  cine^ 
unr  ndlich  kleine  Zahl  II.  Ordnung  ist  in  bezug  auf  die  zu  (qua- 
drierende Zahl  als  von  der  I.  Ordnung. 

In  analoger  Fortsetzung  «relan^en  wir  zur  une  Midlich  kleinen 
SSahl  III.  Ordnnuff.  Ks  wäre  dies  also  eine  solche,  welche  duixli 
Division  mit  einer  unendHeh  kleinen  Zahl  I.  Oichuing  einen  (jhiotieutt'i» 
gleich  einer  unendlich  kleinen  Zahl  II.  Ordninig  liefert  wler.  durch  eine 
unendlich  kleine  Zulil  Tl.  Ordnung  dividiert,  eine  solche  von  der  I,  Ord- 
nung als  (^)uotien(  er^ziht. 

Die  unendlii  h  kleine  Zahl  III.  Ordnung  folgt  ans  dem  Produkt 
einer  unendlich  kleinen  Zahl  1.  und  einer  solchen  IL  Ordnung  oder 
aus  dici  niiteinandtr  multiplizierten  unendlich  kleinen  Zahlen  I.  Ord- 
nung, im  speziellen  als  dritte  Totenz  einer  unendUch  kleinen  Zahl 
I.  Ordnung. 
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Setzen  wir  dieso  Betrachtungen  fort,  so  kommen  wir  zu  äm 
höheren  untndlich  kleinen  Zahlen,  d.  h.  den  unendlich  kleinen 
Zahlen  höherer  Ordntmg  und  finden  allgemein: 

la.  Der  Quotient  aus  einer  unendlich  kleinen  Zahl  be- 
liehiger  (w-ter)  OrdnunL',  durch  eine  solche  niederer  (n-ter) 
Ordnung,  ist  eine  unendlich  kleine  Zahl,  deren  Ordnung 
gleich  ist  der  Differenz  der  Ordnungen  von  Zähler  und 
Nenner  [(»«  — n)-ter  Ordnung]: 


2a.  Das  Produkt  aus  einer  unendlich  kleinen  Zahl 
«tt-ter  Ordnung  in  eine  ebensolche  Zahl  tt-ter  Ordnung  ergibt 
eine  unendlich  kleine  Zahl  (i»  +  n)-ter  Ordnung: 

3a.  Die  n-ic  Potenz  einer  unendlich  kleinen  Zahl  m-ter 
Ordnung  ist  eine  unendlich  kleine  Zahl  (m  •  »)-ter  Ordnung; 


4a.  Kinc  uncndlicli  kleine  Zahl  ändert  den  CJrad  ihrer 
Ordnung  nicht,  wenn  wir  sie  mit  einer  endlichen»  von  Null 
verschiedenen  Zahl  multiplizieren. 


Zwei  unendlich  kleine  Zahlen  sind  von  derselben  Ord- 
nung, wenn  ihr  Quotient  eine  bestimmte  endliche,  von 
Null  verschiedene  Zahl  ist  und  bleibt  (eine  unendhch  kleine 
Zahl  von  der  0-ten  Ordnung). 

Bflden  wir  die  Summe  mehrerer  unendlich  kleinen  Zahlen 
I.  Ordnung,  die  z.  B.  \ ,  ,  '^3,  •  •  •  f>n  heißen  mögen  und  in  endlicher 
Anzahl  (n  =  endlich)  vorhanden  seien,  so  laßt  sich  leicht  zeigen,  daß 
diese  Summe  wieder  eine  unendlich  kleine  Zahl  I.  Ordnung  ist.  Wir 
können  Ja  nach  obigem  alle  diese  Zahlen  darstellen  in  der  Form: 


Oder: 


»1 
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so  daß  ihre  Summe  wird: 
oder,  wenn 

1         +     +       +  Cb  =  C 

gesetzt  wird: 

S  =^C'di 

und  da  letzteres  eine  unendlich  kleine  Zahl  I.  Ordnung  ist,  80  folgt 

dies  auch  für  die  ganze  Summe.  Da  nl)f-r  nach  obigem  nur  aus  dem 
Produkt  einer  imendlich  kleinen  Zahl  mit  einer  endlichen  Zahl 
(Konstanten)  wieder  eine  unendlich  kleine  Zahl  gleicher  Ordnung  folgt, 
so  ersieht  man,  daß  obige  Behauptung  nur  für  eine  endliche  Zahl 
von  »Summanden  jrilt. 

Betrachten  wir  die  Differenz  zweier  unendlich  kleinen 
Zahlen  gleicher  Ordnung:  d^  —  ö^,  so  können  wir  diese  nach 
früherem  darstellen  in  der  Form: 

di     Cj  d 

worin  d  gleicher  Ordnung  wie  i)^  und     ,  so  daß : 

-  d,  —  ö{Ci  -  c,) 

Nun  sieht  man  aus  dieser  Darstellung  leicht,  daß  wir  den  Schluß  be- 
züglich der  Ordnung  der  Differenz  zweier  unendlich  kleineiL  Zahlen 
gleicher  Ordnung  nicht  ohne  weiteres  so  zielten  können,  wie  bei  deren 
Summe;  d.  h.  wir  düifen,  wenn  rS^  und  z.  B.  I.  Ordnung  sind,  nicht 
ohne  weiteres  schließen,  daß  diese  Differenz  auch  unendlich  klein 
I.  Ordnung  sei.  E.s  könnte  ja  eintreten,  daß  (Cj  —  Cg)  selbst  unendlich 
klein  ist;  daim  alier  hätten  wir  es  in  d(C|  —  r,)  nach  Definition  mit 
einer  unendlich  kleinen  Zahl  höherer,  zum  mindesten  II.  Ordnung  zu 
tun  und  also  auch  in  der  ihr  gleichen  Differenz  <\  —  \  , 

Man  erkennt  auch,  daß.  sobald  die  Differenz  (Cj  —  unendlich 
klein  wird,  die  beiden  unendlieh  kleinen  OöBen  f^,  und  ,  falls  sie* 
in  bestimmtem  Zusammenhange  stehen,  iu  der  Grenze  gleich  werden 
müUten . 

Ks  ist  (iaher,  wenn  wir  den  oben  für  die  Suninie  ausjresproeheiu  n 
Satz  aueh  füi-  die  Diflerenü  aufiecht  eihaltrn  wollen,  hier  die  Kin- 
schränkurig  nuieiien,  daß  wir  die  \ Ora  ussr  t  /  u  ng  auffitcUen,  es 
sei  die  Differenz  (r^  — r,)  eine  endlii  he  Zahl.  Verhält  es  sich 
nicht  so,  dann  muß  von  Fall  zu  Fall  näher  untersucht  werden,  von 
welcher  (»rdmui^  diese  Differenz  '\^\.. 

Unter  dieser  \'()raussety.iuig  aber,  die  wir  nun  au.sdrücklich  machen 
wollen,  gilt  der  8atz:  Die  Differenz  zweier  unendlich  kleinen  Zahlen 
I.  Ordnung  ist  wieder  eine  unendhch  kleme  Zahl  I.  Ordnung. 
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Erweitern  wir  diese  EiiiBchraTikung  auf  mehrere  Subtraktionen, 
5  1  rriit  der  Satz  auch  für  eine  beliebige,  aber  endliche  Anzahl  von 
Kombinationen  aus  Addition  und  Subtraktion. 

Ist  €  eine  unendlich  kleine  Zahl  II.  Ordnung  gegenüber  so 
können  wir  mittel»  der  als  zulässig  bewiesenen  Setzung  e  =  c  leicht 
dartun,  daß  obiges  Resultat  auch  für  unendlich  kleine  Zahlen  XI.  Ord- 
nung gilt. 

Ganz  allgemein  können  wir  finden: 

5a.  Eine  endliche  Anzahl  von  Summationen  und  Sub- 
traktionen unendlicli  kleiner  Zahlen  einer  bestimmten 
Ordnung  ergibt  wieder  eine  unendlich  kleine  Zahl  der 
gleichen  Ordnung,  wenn  für  die  Subtraktion  die  obige  Ein- 
schränkung gemacht  wird; 

ein  Satz,  der  auch  für  endhcbe  Zahlen  güt. 

Anders  verhilt  sich  die  Sache  in  letzterer  Hinsicht  jedoch,  wenn 
wir  die  Summe  aus  unendlich  kleinen  Zahlen  verschiedener 
Ordnung  bflden. 

Um  dies  allgemein  zu  untersuchen,  müssen  wir  uns  zunächst  an 
früher  gesagtes  erinnern,  wonach  eine  unendlich  kleine  Zahl 
{zunächst  I.  Ordnung)  mit  einer  endlichen  nicht  verglichen 
werden  und  daher  gegenüber  einer  solchen  auch  nicht  in  Betracht 
fallen  kann. 

Es  sei  dann  d  eine  unendlich  kleine  Zahl  von  der  I.  Ordnung  und 
€  eine  solche  in  bezug  auf  jene  unendlich  klein  von  der  II.  Ordnung. 
Dann  können  wir  setzen: 

und  demnach: 

Nun  ist  aber  (c  A)  eine  unendUch  kleine  Zahl,  1  hingegen  eine  endliche. 
£s  kommt  daher  (c  f))  gegenüber  I,  was  die  GröUo  anbelangt,  nicht 
in  Betracht,  woraus  aber  folgt,  daß  das  Besultat,  die  gesuchte  Summe, 
«ine  unendlich  kleine  Zahl  I.  Ordnung  ist: 

d.  h.: 

Addiert  man  zu  einer  unendlich  kleinen  Zahl  I.  Ordnung  eine 
solche  II.  Ordnung,  so  kann  man  erstere  als  unverändert  betrachten. 

Ahnlich  verhält  es  sich  für  unendlich  kleine  Zahlen  überhaupt, 
d.  h.  wenn  wir  zu  einer  unendUch  kleinen  Zahl  bestimmter  Ordnung 
eine  solche  höherer  Ordnung  addieren. 

Auch  Lnlt  das  nHnihVhf  für  Subtraktion. 

Kurz  drückt  man  dieses  Ergebnis  auch  aus,  mdcm  mau  öagt; 
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6a.  Bei  Addition  und  Subtraktion  einer  endliohen  An» 
zahl  von  nnendlich  kleinen  Zahlen  verBchiedener  Ordnungen 
kann  man  die  nnendlioh  kleinen  Zahlen  höherer  Ordnung 
gegenüber  denen  von  niederer  Ordnung  vernachlässigen; 

eia  Satz,  den  wir  im  Gebiete  der  endlichen  Zahlen  natürlich  nicht 

finden. 

Kouiriit  eiiu  unendlich  kleine  Zahl  I.  Ordnung  gegenüber  einer 
endlichen  Zahl  schon  nicht  in  Betracht,  8o  ist  dies,  wj-  l)irr  fol^'t  und 
in  früherem  schon  allgemein  bemerkt  wurde,  uui  so  nielir  für  eine  un- 
endlicli  kleine  Zahl  höherer  Ordnung  der  Fall,  so  daß  wir  auch  allgemeia 
sagen  können: 

7a.  In  der  Addition  oder  Subtraktion  zu  einer  endliehen 
Zahl  kann  eine  unendlich  kleine  Zahl  (gleichgültig»  welcher  Ord- 
nung sie  ist)  vernachlässigt  werden 

oder: 

,,Kinc  iIiiTch  eine  unendlich  kleine  Zahl  vergiößerte  oder  ver- 
kleinerte: endliche  Zahl  kann  als  imvorändert  betrachtet  werden." 

Das  nämliche  pfle£rt  man  auch  öfters  iu  etwas  weniger  exakter 
Weise  in  die  Worte  zu  fassen ; 

,,Eine  endüche  Zahl  ändert  ilircn  Wert  nicht  durch  Hinzufügen 
oder  Abziehen  einer  unendlich  kleinen  Zahl." 

Indem  man  nun  auch  Bolehe  unendlich  kleinen  Zahlen  verschiedener 
Ordnung  oder  verschiedenen  Uiades  beliebigen  allgemeinen  Großen,  wie 
Länge,  Ilüche,  Volumen,  Maße,  Kraft,  Geschwindigkeit,  Arbeit  usw.. 
zuordnet,  gelangt  mau  zum  Begriff  der  unendlich  kleinen  <lröjSeit  rei«- 
acM^lener  Ordnunfft  wie  z.  B.  zu  unendlich  kleiner  Länge  von  I., 
II,  vsw.  Ordnung,  für  welche  sich  dann  obige  Resultate  in  analoger 
Übertragung  aussprechen  lassen. 

Aus  der  eben  gegebenen  Daistellimg  erkennen  wir  deutlich,  daß 
eine  völlig  unabhängige  Festsetzung  dessen,  was  wir  als  unendlicüi 
kleine  Zahl  bzw.  Größe  I.  Ordnung  zu  bezeichnen  haben,  nicht 
möglich  ist.  Es  handelt  sieh  bei  diesen  Dingen  nur  um  das  Verhältnis 
der  Ordnungen  dieser  Zahlen  (Größen)  zueinander,  für  dessen  Ent- 
scheid ^v\r  die  Kriterien  angegeben  haben,  Tmd  sind  die  ttnenäiich 
kleinen  Zahlen  bzw.  Größen  verschiedener  Ordnungen  nur  als  auf- 
einander bezogene,  als  relative  Größen  verständlich,  denen  eine 
selbständige  Existenz  durchaus  abgeht.  Es  hat  daher  auch 
nur  »Sinn  von  einer  unendlich  kleincTi  Zahl  (Größe)  höherer  Ordnung 
im  Verhältnis  zu  einer  anderen  zu  sprechen,  welch  letztere 
wu:  als  von  erster  Ordnimg  fixieren.  Warum  wir  gerade  diese  als 
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Ton  der  I.  Ordnung  festlegen,  ist  meistens  durch  die  Natur 
der  Aufgabe  gegeben.  Es  wird  im  allgemeinen,  wie  wir  noch  an 
Beispielen  sehen  werden,  jene  unendlich  kleine  Größe  sein,  die 
den  Ausgangspunkt  für  die  andern  innerhalb  der  Aulgabe  liefert. 

Bilden  wir  ciniu  Bruch,  bei  dem  der  Xemier  unendlich  kküi 
II.  Ordnung  gegenüber  dem  Zähler  von  I.  Ordnung  ist,  so  wird  der 
Quotient  eine  sehr  große  Zahl.  Denn  wir  haben  dann 

und  eine  endliche  Zahl  (1)  dividiert  durch  eine  unendlich  kleine  Zahl  (d^) 
ergibt  eine  sehr  große  Zahl,  >vie  wir  sagen  unendlich  große  ZM,  Daraus 
folgt,  daß  der  Quotient  aus  einer  unendlich  kleinen  Zahl 
I.  Ordnung  dividiert  durch  eine  unendlich  kleine  Zahl  II.  Ord- 
nung eine  unendlich  große  Zahl  ist. 

Auch  bei  diesen  unendlich  großen  Zahlen  muß  man  verschie.' 
<f/  ne  Grade  oder  Onhi  umjcn  untersclieiden,  um  in  diesem  Zusammen- 
hang wieder  auf  die  verschiedenen  Ordnungen  unendhch  kleiner  Zahlen 
zu  gelangen.  Vor  allem  müssen  wir  auch  hier  zunächst  eine  Zahl  bzw, 
Größe  {Ui)  als  von  der  ersten  Ordnung  unendhch  groß  willküilich 
fixieren,  und  nennen  dann  eine  andere  Zahl  {U^  im  Verliältnia 
zu  dieser  unendlich  groß  von  derselben  Ordnung,  wenn  der 
Quotient  beider  eine  endliche,  von  Null  verschiedene  Zahl 
ist,  also; 

f/  -6'      oder       U^^G  U^ 

was  unJ5.  analotr  zu  obigen  Erge))ni»8en,  sagt: 

Eine  unendlich  große  Zahl  erster  Ordnung  ändert  ihre 
Ordnung  nicht  durch  Multiplikation  mit  einer  endlichen 
Zahl. 

Eine  unendlich  große  Zahl  II.  Ordnung  wird  analog  der  unendlich 
kleinen  Zahl  als  solche  definiert,  wclclu-  duith  Division  durch  eine 
solche  I.  Ordnung  als  Quotient  eine  unendlich  große  Zahl  I.  Ordnung 
liefert.  Bezeichnen  wir  sie  mit  V ,  so  folgt  also: 

od^r  • 

V=^U'U,  -  U'CU  ~^cu^ 

d.  h.:  Eine  unendlich  große  Zahl  11.  Ordnung  kann  auch  entstanden 
gedacht  weiden  aus  dem  Produkt  zweier  unendhch  großen  2^hleu 
T  Ordnimg 
oder: 
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Durch  Multiplikation  zweier  unendlich  großen  Zahlen 
erster  Ordnung  entsteht  eine  unendlich  große  Zahl  zweiter 
Ordnung. 

Wird  in  obigem  C  —  l  gesetzt,  so  folgt:  V  =  l  -U*  oder  wieder 
allgemein: 

V  =  V* 

was  uns  sagt,  daB  das  Quadrat  einer  unendlich  großen  Zahl 
I.  Ordnung  eine  unendlich  große  Zahl  II.  Ordnung  ist  in  bezug 
auf  die  zu  quadrierende  als  von  I.  Ordnung. 

In  Ausdehnung  des  Gefundenen  auf  Zahlen  hSherer  Orduvmg  er- 
halt man  auch  hier  wieder  analoge  Satze  wie  früher  für  die  unendlich 
kleinen  Zahlen,  namHch: 

Ib.  Der  Quotient  aus  einer  unendlich  großen  Zahl  be- 
liebiger (m-ter)  Ordnung,  dividiert  durch  eine  solche  nie- 
derer  (n-ter)  Ordnung,  ist  eine  unendlich  große  Zahl,  deren 
Ordnung  gleich  ist  der  Differenz  der  Ordnungen  von  Zähler 
und  Nenner  [(m  — n)-ter  Ordnung]: 

rrfw» 

2b.  Das  Produkt  aus  einer  unendlich  großen  Zahl  m^ter 
Ordnung  in  eine  ebensolche  Zahl  n-ter  Ordnung  ergibt  eine 
unendlich  große  Zahl  (m  +  n)-ter  Ordnung: 

VfK      =  [/("*+••) 

3b.  Die  »-te  Pt)teri/.  eirnT  unendlich  proiien  Zahl  wi-ter 
Ordnung  ist  eine  unendlich  groiie  Zaiil  {m  •  w)-ter  Ordnung: 

1 11^)  f  »  r/c-*») 

4b.  Kine  unendlich  große  Zahl  ändert  den  Grad  oder 
ihre  Ordnung  nicht,  wenn  wir  sie  mit  einer  endlichen  Zahl 
in  ultipli  zieren. 

Oder: 

Zwei  unendlicli  große  Zahlen  sind  von  derselben  Ord- 
nung, wenn  ihr  Quotient  eine  bestimmte  endliche,  von  Null 
vers«  liiedenc  Zahl  ist  und  bleibt  (eine  unendlich  große  Zahl  von 
der  U-ten  Ordnung). 

Auch  für  Summatioii  und  Subtraktion  ergeben  siel)  m  nn:\]in<vvi 
Betrachtungen  zu  diMi  frühen  ii  bei  den  unendlich  kleinen  Zaiileu  die 
entsprechenden  »Sätze  für  unendlich  große  Zahlen: 
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5b.  Eine  endliche  Anzahl  von  Summationen  und  Sub- 
traktionen  unendlich  großer  Zahlen  einer  bestimmten  Ord' 
nung  ergibt  wieder  eine  anendlich  große  Zahl  der  gleichen 
Ordnung,  wenn  wiederum  für  die  Subtraktion  die  enteprechende 
Einschränkung  gemacht  wird. 

6b.  Bei  Addition  und  Subtraktion  einer  endlichen  An- 
zahl von  unendlich  großen  Zahlen  verschiedener  Ordnungen 
darf  man  die  unendlich  großen  Zahlen  niederer  Ordnung 
gegenüber  denen  von  höherer  Ordnung  vernachlässigen. 

7b.  In  der  Addition  oder  Subtraktion  zu  einer  unendlich 
großen  Zahl  (gleichgültig,  welcher  Ordnung  sie  ist)  darf  eine  end> 
liehe  Zahl  vernachlässigt  werden. 

(,,Einc  unendlich  große  Zahl  V)lcibt  unverändert,  wenn  wir  sie  um 
eine  endliclie  Zulil  vergrößern  oder  verkleinern.'  ) 

Da  der  Quotient  einer  unendlich  großen  Zahl  durch  eine  eben- 
solche gleicher  Ordnung  eine  endiiclie  Zahl  liefert,  so  folgt  ohne  weiteres, 
daß  er  mit  einer  unendhch  pn"oß('n  Zahl  höherer  Ordnung  als  Nenner 
eine  unendlich  kleine  Zahl  sein  muß,  und  zwar  einer  solchen,  deren 
Ordnung  gleich  ist  der  Differenz  der  Ordnungen  von  Nenner  und  Zähler. 
Z.  B.  ergibt  eine  Division  \  ()n  einer  unendlich  großen  Zald  I.  Ordnung 
durch  eine  solche  II.  Ordnang;  eine  tniendlich  kleine  Zahl  I.  Ordnung. 

Umgekehrt  kann  man  auch  von  tlen  verschiedenen  Ordnungen 
der  unendlicli  kh'inen  Zalil  zu  denen  der  unendlich  großen  Zahlen  ge- 
langen, wenn  man  die  Quotientc^n  unendhch  kleiner  Zahlen  bildet, 
deren  Zähler  unendlich  klein  niederer  Ordnung  als  die  Nenner  sind. 

Bezüglich  der  Wahl  der  unendlich  großen  2^hl  I.  Ordnung  gilt 
dasselbe,  was  wir  obos  hei  den  unendlich  klehien  Zahlen  besuglidi  der 
Wahl  der  unendlich  kleinen  Zahl  I.  Ordnung  gesagt  haben. 

Hat  man  swei  unendlich  kleine  oder  imendlich  große  Zahlen  vor  sich,, 
so  kann  man,  wie  aus  dem  Gesagten  erhellt,  ihnen  natürlich  von  vorn- 
herein nicht  ansehen,  in  welcher  Ordnung  sie  zueinander 
stehen,  sondern  es  muß  aus  der  Natur  der  Aufgabe,  aus  der 
sie  hergeleitet  worden  sind,  dieses  ihr  Verhältnis  ersichtlich 
werden,  ansonst  ein  Vergleich  und  damit  eine  Aufstellung 
der  Ordnung  überhaupt  ausgeschlossen  wäre.  Man  achte  daher 
vor  allem  darauf,  daß  man  von  unendlich  kleinen  oder  unendlich  großen 
Zahlen  höherer  Ordnung  nur  sprechen  kann  in  Beziehung  zu  einer 
•solchen  als  von  der  ersten  Ordnung  angenommenen.  Als  solche 
können  wir  willkürlich  eine  beliebige  in  der  Rechnung  vor- 
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kommende  Größe  bezeichnen,  indem  wir  immerhin  auf  iJire 
Haupteigenschaft,  bleibend  beliebig  klein  zu  werden,  Rücksicht  nehmen. 
Ist  aber  die  Wahl  für  eine  solche  getroffen,  so  sind  damit 
auch  zugleicli  die  Ordnungen  aller  andern  Größen  in  der 
Reclmung  festgelegt,  sofern  die  Natur  der  Sarhe  einen  Vergleich 
der  Größrn  mit  der  obiL'cn,  auf  Grund  hestiniintcr  bekannter  Bc- 
ziehuiiL  11  iintrr  sich  odtr  zu  einer  dritten  Größe  nach  gemachten  An- 
gaben und  Bedingungen  gestattet. 

Für  sieh,  losgerissen  \  ou  dieser  Beziehung,  hat  fl»  r  Ausdruck  „on- 
endlieh  klein  höherer  Ordnung"  oder  „uneodlich  grofi  höherer  OrdnuDg^* 
gar  keinen  ISinn. 

Damit  zwei  unendlich  kleine  Größen  \  und  (\  als  von  bestimmte-r 
Ordnung  erkannt  werden  können,  müssen  sie  einen  bestimmten 
Zusammenhang  zeigen,  der  entweder,  für  gleiche  Ordnung,  im  Quotient 
derscll>en  eine  endliche,  von  Null  veröchiedene  Zahl  oder,  für  ver- 
schiedene Ordnung,  bis  zur  Grenze,  d.  h  ihrem  t'bergang  in  Null,  un- 
endlich klein  oder  im  reziproken  Wert  uueudiich  groß  bleibt. 

Beispiele. 

1.  Der  Bruch  -^-^—.^  ergibt  (durch  Beikenentwicklung)  für  un- 

endJich  kleines  ö  den  Wert  -—  »  e,  gleich  einer  Konstanten,  womit 

er\\ie8en  ist,  daß  Zähler  und  Nenner  unendlich  klein  von  der  gleichen 
Ordnung  sind. 

2.  Da  ^4^^.d  ^^^^  durch  Belhenentwicklung  unt«r  Vernachlässi- 
gung höherer  Potenzen  von  d  als  vom  Wert  \  erweist,  so  ergibt  sich 

ö  ö 
daraus,  daß  der  Quotient  -  .-    —  ,  den  Wert  -    liefert,  d.  h.  Zahler 

nnd  Nenner  sind  nidit  unendlich  kleine  Großen  gleicher  Ordnung; 
sontleni,  da  ihr  Oiiotient  eine  unendlich  kleint>  (iroUe  ist,  so  muß  der 
Zähler  \  on  Injherer  Ordnung  nneiullich  klein  sein  als  (h-r  Netnier,  und 
ist  der  L^anze  Bnich  eine  uuendlicli  kleine  Größe  gleicher  Ordnung  wie  <). 

3.  Durch  analoge  Untersuchung  kann  mau  zeigen,  daß  der  Aus- 

druck  a*  —  a-'*i2  gegenüber  d  endUch  ist  und  daher    ,       ^  _ 

gegeniiber  d  von  gleicher  Ortliuuig  unendhch  klein  ist.  Das  nämhehe 
folgt  für  «'^  -r  a  -f-  2.  Dagegen  ist  +  —  2  gegenüber  A  als  un- 
endlich klein  von  erster  Ordnung  unendlich  klein  zweiter  Ordnung 
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und  daher  der  Bruch 


a' 


mit  d  von  gleicher  Ordnung  un- 


endlich klein,  aber  ^       gegenüber  6  von  I.  Ordnung,  unendlich 

groli  von  T.  Ordnunsf. 

4.  Analug  fiiRicl  sich  a'*  a  i'  <)  für  d  von  der  erf*teu  auch 
unendlich  klein  von  der  cistcii  Ordnung,  aber  e'^  —  e  ^  2d  unendlich 
klein  von  der  dritten  Ordnung. 


6.  Der  Bruch 


f-'  r  f'  _  1  j  r  f  f- 
+  f  •    i    F'>  ~    1  4-  t-  + 


nähert  sich  für  beliebig 


kleine«  f  der  Zahl  1  und  Mcibt  endlieh,  woraus  folgt,  daß  {e-  -f  f 
und      H- 4- iiiu  iullich  kleine  Zahlen  gleicher  Ordnung  sind, 
wenn  e  als  unendlich  klein  erklart  wird*). 

Um  auch  an  eiin'iu  u«'<>  metrischen  Beispiele,  dcssfii  Losung 
wir  später  häufig  lienutzea  \\erdon,  /.u  zeigen,  wie  man  iibii  das  \'er- 
hältnis  der  Ordnungen  von  uneiuilieh  kleinen  (iroßen  eine  Entscheidung 
tr^en  kann,  wählen  wir  nachfolgende  Darstellung: 

Glegeben  sei  eine  Kurve  mit  der  zugehörigen  Funktion  y  =^  f{x). 

Wir  wollen  versuchen,  ein  sehr  kleines  BfJL't  nst ia  k  (l»  is('ll)en,  das 
BuLM  lu  b  nu  iit  \h  durch  die  zugehörigen  Koordinatendifferenzen  Jx 
und  Alf  auszudrücken. 

Nach  deai  Pytbau<»räis(  ht  n  Ix'hr-  

hüVL  folgt  aus  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck ABC: 


ABT  =  AC-  -I-  Cß' 


oder 


-    ix'   I  ff/« 

Nun  ist  nach  dem  bekannten  Satze, 
wonach  die  Gerade  tlie  kürzeste  Ver- 
bindungslinie zweier  Punkte: 

Bogen  ADB>Sehm  AB 

und  wir  können  somit  setzen: 

l/>  =  .!.<*     F    odi  i  Ah  —  l.s 

wenn  f  die  Differcn/.  zwischen  Boueti  inul  ziigfluifiurr-  Sehne  bedeutet. 
Es  folgt  somit  mit  Zuziehung  der  ersten  KelatH^n: 

Ab*  =  äx*  +  Ay*  -h  2«J»  -f         ix»  -f  Ay*  +  f' 
wenn  ^  2eAs  -\-       gesetzt  wird. 

vrf\»  RUch  ohne  weiteres  mittels  des  Satzes  6a  hzw.  7h  (S.  '2'i'2)  erkannt  wird. 
Kcn-»tler-TranuT,  IMflerential-  u.  lutegralDMOiniing.   1.  IT 
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Es  läßt  sicli  nun  nacliuci^en,  daß  f  eine  Größe  (Länge)  von  der 
Tl.  Ordnung  unendlich  klein  ist,  falls  wir  Ax  als  unendlich  klein 
1.  Ordnung  festsetzen. 

Zunächst  sidit  man,  weil 

tg^^^l  , 

der  Quotient  von  Jx  und  Ay,  uämheli  tg  a  ,  eine  endliche  Zahl  i'^t 
(es  aueh  immer  bleibt),  iy  niui  f  r  vou  gleieher  Onininig  sein  miiHsen 
und  also  iy  aurli  eine  unendlich  klcme  Größe  1.  Ordnung  ist,  weil 
wir  es  für  Jx  angenommen  haben. 

Ebenso  i«:t  dann  auch  die  Sehne  Aft  eine  nnendlieh  kleine  Größe 

I.  Ordnung,  weil  der  Quotient  mit  der  Ausgangs-Defiuitionägröße  Jx: 

Ax 

-     mm  COS«   =  a 

As 

eine  endliche  Zahl  int. 

T>a.<^  Dreieck  ABC,  dessen  Inhalt  sich  als  Ptodukt  ans  obigen 
Größen  darstellt: 

Ax{aAx)  —  aAx^ 

ergibt  sich  daher  als  unendlich  kleine  Größe  II.  Ordnung. 

Nun  uefaen  wir  parallel  zur  Sehne  die  Tangente  an  die  Kurve 
und  ergänsen  das  Rechteck  ABOH. 

Dann  ist: 

ilÄ  +  Jjflf  +  GB>  ÄDB>  AB 

woraus 

{A^-\-m-^ÖB)'-AB>  ADB-ÄB 

AH -\^GB>  ÄDB~  Aß 

Wir  ziehen  nun  femer  in  den  Punkten  A  und  B  die  Tangenten jin 
die  Kurve,  welche  sich  im  Punkt  S  schneiden,  von  dem  wir  auf  AB 
die  Senkrechte  fallen  und  den  Fußpunkt  F  erhalten. 

Dann  folgt: 

EF>  AH^BÖ 

da  i'unki  E  Mets  außerhalb  des  Kurvenbogcns,  auf  der  konvexen  Seite 
desselben  liegcni  wird. 

Nun  ist  der  W  inkel  >  zwischen  Tangente  und  »Sehne  ini  Punkt  .^4 
sehr  klein,  wenn  dies  mit  dem  Abstand  der  Punkte  A  und  B,  also  der 
Sehne  As  zutrifft.  Währenddem  bei  noch  so  kleiner  Sehne  As  der 
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Winkel  a  strts  emllicli  ^'loß  l)l('il)t,  wird  an  der  Grenze,  wenn  Punkt  B 
in  A  iimcinrückt.  der  Winkel  v  zu  NuU,  da  dann  die  «Sehne  init  der 
Tangente  zusanunonfällt. 

Für  /J«  unendlicii  klein  w  ird  .dso  v  aueii  sicher  unendlicli  kJein. 
Als  ungünstigsten  Fall  nehmen  wir  ihn  als  in  dieser  Kathegorie  am 
fifröÜten  an,  d.  h.  als  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  gegeu- 
iilj>er  Jx  bzw.    \y  und  Js, 

Dann  folgt 

EF 
^  AF 

EF 

AF^~ 
tgv 

Da  .4/"'  ein  endlicher  Teil  der  Sehne  AB  ist,  hier  etwas  mehr  als 
die  Hälfte,  so  ist  auch  AF  eine  unendlich  kleine  Größe  gleicher  Ord- 
nung» also  I.  Ordnung,  denn  der  Quotient  der  beiden  Längen  ÄB 

AF 

und  AF  ist  endlich:  ^  ^  0,6. 

AB 

Da  für  sehr  kleine  Winkel  die  trigonometrische  Tangente  gleich 
dem  Winkel  selbst  ist,  so  ist  mit  Winkel  r  auch  tgy  unendlich  klein 
gleicher  Ordnung^)»  und  daher  folgt  nun,  daß 

EF 

AF 

eine  unendliche  kleine  Größe  1.  Ordnung  ist,  immer  gegenüber  dx  bzw. 
U  =  AB  oder  AF.   Wenn  aber  AF  unendlich  klein  I.  Ordnung  ist, 
eo  folgt  nach  früherer  Definition,  daß  EF  unendlich  klein  von  II.  Ord- 
nnng  ist. 
Nun  ist 

AH=^BG  <  EF 

und  somit  sind  All  und  BG  aucii  unendlich  klein  II.  Oixhmng,  und 
daher  folgt  aus 

f  SS  Ah  —  As 

=  aITb  -AB<AH-tÖB 

daß  e  als  Summe  zweier  unendlich  kleinen  Größen  II.  Ordnung  selbst 
auch  eine  solche  ist. 

Daraua  erkennen  wir  nun  femer,  daß  der  Ausdruck  'leAa  ols 
FMukt  aus  einer  endlichen  Zahl,  einer  unendlich  kleinen  II.  und  einer 

^)  Vgl  8.  294/296.  312. 

17* 
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solchen  1.  Ordnung  gegenüber  Jx  oder  Jy  eine  unendlich  kleine  Größe 
III.  Ordnung  ist  und  f  -  gar  eine  solche  IV.  Ordnung.  Es  wird  somit 

eine  unendlich  kleine  Größe  III.  Ordnung  gegenüber  Jx. 
Im  Ausdruck 

in  welchem  Ja;'  +  Jy*  als  Quadrate  von  unendlich  kleinen  Größen 
I.  Ordnung  solche  II.  Ordnung  sind,  kann  daher  die  unendlich  kleine 
Größe  ni.  Ordnung     vernachlässigt  werden,  so  daß  wir  erhalten: 

Ab*     Jt*  ^  Äff* 

Aus  der  ganzen  Aldcitunu  ergehen  w'iv  nneh  fleutlidi.  \\as  l«-ieit> 
beloiit  wurde,  daß  nur  aus  den  apaclicnen  Beziehungen  der 
Größen  in  der  gegel>enen  Aufgabe  allein  auf  ihre  gegen- 
Heilige  Ordnung  gesuhlossen  werden  kann. 

In  Berücksichtigung  obiger  Sätze  geben  die  unendlieh  HHnen 
Orößen  uns  namentlich  ein  einfaches  Mittel  an  die  Hand,  einen  mög- 
lichst einfachen  Ansata  zur  Lösung  eines  Problems  aufzustellen,  indem 
man  mit  ihrer  Einführung  leicht  ersteht»  was  für  mitspielende  Größen 
für  die  gewünschte  Genauigkeit  des  Resultates  außer  Betracht  fallen» 
mit  Brecht  vernachlässigt  werden  können.  Man  hat  dazu  nur  nötig, 
ihre  verschiedenen  Ordnungen  zu  berücksichtigen,  die,  wie  gesehen, 
aus  der  Katur  der  Aufgabe  sich  ergeben  und  —  was  betont  sein  möge  — 
als  solche  immerhin  nachgewiesen  werden  müssen,  um  mit  Becbt  in 
der  Summe,  einer  rationalen  Funktion,  die  einen  Größen  als  von  höherer 
Ordnung  unendlich  klein  vwnachlässigen  zu  dürfen. 

Zuiu  Sehlus.s»'  wollen  wir  noeh  auf  einigt  Analogien  hinweisen,  die 
hier  naheliegen;  al)er  unter  ausdrücklicher  Betonung,  daß  es  sieh  dabei 
nur  um  mehr  oder  weniger  äußere  Analogieen  handelt. 

Bildet  man  nämlich  den  Quotienten  aus  einer  unendlich  kleinen 

Zahl  I.  Ordnung  durch  eine  endliche  Zahl,  also  — ,  und  steilen  \i  ir  d  dar 

ti 

durch  C  —  acr\,  so  sieht  man.  daß  der  Quotient  beider  Zahlen 
eine  imendlich  kleuie  Zalil  c  d,  =  (\  ist.  Man  müßte  also  in  Analogie 
sagen,  daß  die  unendlich  kldne  Zahl  I.  Ordnung  unendlich  Uein  sei 
gegenüber  der  endlichen  Zahl  und  also  gleichem  a  unendlich  klein 
von  der  „nullten  Ordnung." 

Bildet  mau  außerdem  noch  ^      d  ' ,  wa»  eine  unendlich  große 

Zahl  ergibt,  so  könnte  man  in  ebensolcher  Analogie  sag^n,  die  un* 
endlich  großen  Zahlen  seien  unendlich  kleine  Zahlen  „negativer  Ord- 
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liuiig.  "  Xaliii  li«  Ii  lälit  sich  da«  auch  umkehren,  d.  h.  die  iinendlicli 
kleinen  ZahUu  kunuen  als  unendlich  große  Zalilen  negativer  Ordnung 
angesprochen  \> erden. 

Bleiben  wir  bei  den  ei-steren,  so  hätten  wir  dann  eigentlich  nur 
noch  un^odlich  kleine  Zahlen,  nämlich  negativer,  nuDter  und  positiver 
Ordnung.  Man  erkennt  nun  aber,  daß  man  bei  dieser  rein  äuBeren 
Analogie  ▼orsichtig  sein  muß;  denn  würde  man  dietten  Gedanken  fest- 
halten, so  lAÜrden  ja  die  endlichen  Zahlen  begrifflich  als  selbst- 
Btandige  verschwinden,  da  sie  eben  nur  noch  al»  ein  spezieller 
Fall  der  unendlich  kleinen  Zahlen,  nämlich  von  der  0-ten 
Ordnung  eradieinen  würden.  Daß  dies  nicht  ohne  weiteres  zulässig, 
ist  leicht  einzusehen;  denn  das  Primare,  der  Ausgangspunkt,  sind  Ja 
ursprünglich  gerade  die  endlichen  Zahlen,  im  speziellen  die  ganzen 
Zahlen,  und  das  Sekundäre,  Abgeleitete  die  unendlich  kleinen.  Hier 
aber  würde  die  Sache  umgekehrt  werden:  die  endlichen  Zahlen  wären 
das  Sekundäre,  die  unendlich  kleinen  das  Primäre ;  aber  letztere  haben 
ja  ohne  erstere  keine  Bedeutung,  da  „unendlich'*  nur  im  Gegensatz  zu 
„endlich''  verstanden  werden  kann,  welch  letzteres  also  zuerst  oder 
primär  da  sein  muß. 

Wir  wiederholen  also,  daß  nuut  bei  solchen  Analoi/ieen  vor- 
sichtig sein  muß  und,  uenn  .Schwierigkeiten  auftreten,  dcion 
Grund  vornehmlich  in  solcher  leichten  Anwendung  äußerer 
Analogieen  zu  suehen  haben  wird. 

Aus  obigen  Darlegungen,  die  zu  Sätzen  geführt  haben,  weldie 
mit  Ausnahme  eines  einzigen  im  Gebiete  der  endlichen  Zahlen  nicht 
existieren,  geht  mit  Deutlichkeit  hervor: 

Die  iinonrllich  kleinen  Zahlen  und  clu-nso  <lic  »i  n  nd  1  i  <•  }i 
yroßc  n  1)  i  1  <1  <•  n  ,  na<;  iul  c  in  s  it»  ;\\i<  den  <•  nd  lic  iic  n  Zahlen  in  der 
a  ns;ej' f  i»f  n  <•  n  W »'  ']•<(•  a  I  «•  I  1 1  r  t  w  i  >  id  r  n  sind,  ( ;  r  ti  i  <■  t  c  f  ii  r  i  c  Ii 
mit  ihren  eigenen  (m  setzen,  wciclie  teilweise  den  endlichen 
Zalilen  tiieht  '/nkonunen. 

In  zwei  Kombmationen  führen  sie  selbst  auf  endliclie  Zalilen  bzw. 
lirolicn  zurück: 

Wie  wir  ge.sch<Mi  haben,  ist  eine  dieser  der  (Quotient  zweier 
unendlich  kleinen  Zahlen  gleicher  Ordnung,  und  wie  wir  durcld »lieken 
lielien,  ist  die  uiidere  Kombinat iun  als  unenil liehe  Summe  be- 
stehend aus  unendlich  vielen  unendlich  kleinen  (Jrößen  gleicher  (  hdnung. 

Die  beiden  Fälle  sind  hier  von  größter  Bedeutung  und  werden 
uns  noch  lange  l)eschäftigen.  Sie  werden  «päter  in  gewisser  Modifikation 
zu  den  Hauptgrund  begriffen  der  Infinitesimalrechnung,  erftteifr  Fall 
als  sog.  Differeniiaiquotienty  der  letztere  als  Integral. 
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§  17.  Grenzwert  der  Variablen. 

Solch  lieliebig  kleine  Zahlen,  wie  wir  sie  im  vorausgehenden  be- 
trachtet haben,  die  wir  alao  schließlich  auch  als  unendlich  klein  werdoid 
betrachten  dürfen,  können  ^vir  auch  erhalten,  indem  %vir  die  Differenzen 
einer  festen  Zahl  A  und  einer  veränderlichen  Zahl  alao  den 
Ausdruck  (^4  —  x) ,  bilden. 

•Sind  in 

A         <  i  j  <  U  s  <  •  •  •  <  ^ «  <  •  •  • 

die  X  aufeinander  folgende,  für  x  angenommene  Werte,  so  folgen  die 
Differenzen: 

A  —  Xi,  i4  —  arj,  A  —  Xj^,  •  • » ,  A  ^  x^,  <  * ' 

weiche  mit  zunehmendem  x  beliebig  endlich  klein,  unendlich  Ueän 
werden  und  bleiben  und  sdiließlich,  sobald  x  den  Wert  A  erreicht 
hat,  zu  Null  M-erden. 

Behalten  wir  diese  Ausdrucksweise  bei,  indem  wir  sagen,  daß 
{A  —  x}  beliebig  klein  gemacht  werden  kann  oder,  arithmetisch  ge- 
schrieben, daß 

Ji^  ^A  —X  <f 

sei,  worin  e  jede  beliebig  kleine  positive  Zahl  sein  kann,  so  haben  wir 
damit  zugleich  eine  exaktere  Ausdrucksweise  als  die  vorhergehend 
genaimt«,  indem  diese  noch  die  Mr>glichkeit  in  sich  schließt,  daß  sich 
zwar  X  dem  A  beliebig  annäheni  kann,  trotzdem  aber  aus  irgendwelchen 
näher  zu  bestimmenden  Gründen,  die  sich  aus  seinem  Zusammenhang 
mit  einer  andern  Größe  ergeben,  den  Wert  A  selbst  nicht  annehmen  darf. 

Wir  wollen  daher  in  der  Verallgemeinerung  des  von  der  Zahl 
Gesagten  mit  Hilfe  des  sog.  Orenzwertes  oder  Limes^)  die  Unterschei- 
dung und  Definition  einführen: 

1.  Kine  Veränderliche  .#•  nähert  sieh  ileiii  (irenzwert  (oder  dem 
Limes)  A  heißt,  ihr  Unterschied  von  A  kann  jeden  beliebig  kleinen 
Betrag  bleibend  erreiehen,  jedoch  selbst  nicht  null  werden. 

I']ine  Veränderliche  .*•  hat  den  dJrenzwert  (oder  die  (jlrenzc)  A 
heillt,  es  kann  nicht  nur  der  Unterschied  zwischen  .r  und  A  bleibend 
h(>liebi^'  klein  gemaeht  werden,  sondern  er  kann  schließlich  auch  selbst 
null  werden. 

Diese  Unterst  IkmcUih«'  lial  ihre  Bem  iiiulmt'j:  in  dem  tatsächlicli  vor- 
kntiiniciwlon  \  frst  liiedeiuM»  Vfrhall^n  von  veränderlichen  Größen  in 
ihrer  Abhängigkeit  von  antlureu. 

*)  ,MmrA"  i»i  die  liifrinit«<>tic  Cl)erKf't7.iin$(  <l«^  Worte«  „Grenz«*". 
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Statt  in  der  Fonn: 

.Ji  =  |il  — '  <e 

drückt  mau  diese  Tatsache  auch  uoch  kürzer  und  zugleich  in  einer  für 
die  beiden  F&lle  kicht  zu  untereoheidenden  Art  aue  duzoh  die  Schreib- 
weise: 

für  den  ersten  Fall,  ffir  das  aieh  dem  Orensureri'  nähem,  * 

Hmjr  mmA  ') 

für  den  zweiten  Fall,  für  das  den  €hre»tzweri  habet» 
und  sagt  auch  in  beiden  Fällen: 

„A  ist  der  Grenz  wert  (die  Grenze)  oder  der  L  i  nies  vo  n  x". 

Ist  z.  B.  das  Gesetz,  der  V'eräiulerung  einer  Variablen  angedeutet 
durch  die  Aufeinanderfolge  der  folgenden  Werte: 

Xi  =  0,33 
—  0,333 

•  * 

Xn  =  0,3333  •  •  •  3„ 
flo  wird  bei  dieser  Veränderung  der  Unterschied  der  aufeinanderfolgenden 

Werte  zum  kuuötanten  endiielieii  VV'ert      iiimier  kiemer;  er  kuuii  be- 

liebig  klein  erhalten  werden,  wenn  mau  nur  einen  Wert  lierausgreift, 
der  eine  genügend  große  Anzahl  von  Dezimalen  aufweist,  wird  jedoch 
bei  noch  so  großer  Stellenzahl  nie  ganz  versehwinden. 
In  kurzer  Angabe  können  wir  also  schreiben: 

limO,333  •  •  •  ^  « 
o 

^)  Lies:  ..Liinei«  von  x,  gleich*  A*\  oder  auch:  „Der  Limea  oder  der  Qrenswert  (die 
Grenze)  von  x  int  .gleich'  A''''. 

Wir  machen  spesiell  darauf  aufmerkiiam,  daß  tiowohl  dn«         als  aueli  besonders 

d  t-  ,.  "-Zeichen  hier  eine  an«lere  Bcileutunn  iils  ihrer  Aiiss|»ni(lii-  entsi>rerhe(id  und  ge- 
wöhnlich in  den  algebraischen  Gleichungen  und  Uvlatioueu  halicu,  duU  öio  weder  ein 
GU*ich»«in  noch  Ahulichseiu  bedeuten,  sondern  ein  Annähern,  also  die  Angal>e  eines 
ganzen  NälierungsproMeses,  an  Stelle  von  dessen  lan^ieriger  Umschreibung  gesetzt, 
in  sich  schließen. 

Ist  die  Frage,  welcher  der  liciden  Falb  vurliegt,  „naliern"  oder  „haben",  un- 
entschieden oder  sonst  nicht  so  von  Belang,  daß  dici«e  zu  imterecheiden  sindt  so 
entscheiden  wir  uns  ffir  die  Verwendung  dvs  „  s** -Zeichens. 
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Withre&d  es  mit  Betrachtung  des  Dezimalbruches  bei  einem  Amiftheni 

an  die  Grenze  ^  bleibt,  können  wir  uns  schließlich  ein  Erreichen  dieses 

Grenzwertes  für  die  Variable  denken  und  dann  von  diesem  Gesichts» 
punkt  aus  schreiben: 

o 

« 

Man  gelaugt  zu  dietier  letzteren  Auffassung,  wenn  man  vom  be- 
kannten Wert  ^  ausgeht  und  durch  Division  dessen  Dezinudfaruch- 

1 

darstellung  sucht,  weil  dann  eben  das  .  als  Ausgangspunkt,  die  tat- 

saehlich  erreichte  Grenze,  von  vornherein  gegeben  ist. 

Auf  dieae  Weise  erhielte  man  eigentlich  für  diese  Zahl  zwei  Dar- 
stellungen: 

1.  als  ein  Dezimalbruch,  der  mit  unbegrenzt  vielen  Dezimalen  zu 

schreiben  ist:  U,;i;i3  •  •  •  und  sich  einem  Grenzwert  ^  nähert,  ohne 
diesen  so  je  zu  erreichen: 

lira0,333  •  •  * 

2.  als  ein  gewöhnlicher  Briuli     ,  Melcher  der  (^reiawert  eines  mit 

obigem  gleichlautenden  Dezimalbruches  mit  unendlich  vielen  Dezi- 
malen ist: 

=  Iini0,333  •  •  • 

Um  die.se  scluinbare  Zuei<ieutigkeit  zu  s cmu  iiltii.  uähkii  wir  die 
ersteiv  Darstellung,  weil  sie  auch  für  die  übrigen  Dezimalbrüche,  welche 
nicht  rationale  Zahlen  darstellen,  zweckmäßig  ist,  allerdings  imr  für 
die  Rechnung;  begrifflich  ist  füi'  den  Dezimalbruch  und  auch  für  die 
übrigen  irrationalen  2^ihlen  die  letztere  Darstellung  in  geschlossmer 
Form  (als  gewöhnlicher  Bruch  bei  den  rationalen,  durch  ein  Zeichen 
bei  den  irrationalen,  z.  B.  |  7  statt  2,6457  •  •  •,  jt  statt  3,14159  •••) 
die  exaktere*). 

ITm  ausfuhrlicher  anzudeuten,  daß  sich  der  Dezimalbruch  mit  un- 

angebbar  grober  iSteilenzahl  dem  Grenzwert  ^  nähert  und  denselben 

die  Variable  x  erst  für  unendlich  großen  Wert  von  n  eireicht,  kann  man 
dies  in  etwas  präziserer  Schreibweise  auch  angeben  durch: 

Vgl.  hierzu  das  Iwi  Einführung  der  irrationalen  Zahlen  Gesagte,  S.  6  u.  ff. 
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einerseits: 


andrerseits: 


limü,333"-3„~ 

0 


II  -  ^ 


=  lim  Xn 


M  =  ao 


.  ,  /imbesohr&nkt  groß\ 

(tnter  dem  um -Zeichen  lies:  n.  ,  ,  .  «.^,»1 
\  \  gleich  nnenduoh^)./ 

5 

Desgleichen  kann  ^  der  (jlrenzwert  oder  Limes  eines  Ix'stiinmten 
periodischen,  unendlichen  Dezimalbraches  genannt  werden: 


UmO,714  285  714  285  7 


8 


iiik!  ist  I  7  der  (Grenzwert  eines  L>estiininten  Dezimai bruchcs  mit  un- 
zahlig vielen  Dezimalen: 

lim2,645  751**-  ^  (7 

Ein  schönes 

geometrisches  Beispiel 
für  die  anschauliciie  Darlegung  des  Untersehiedes  zwi- 
Hchen  (Jrenzwert-Xähern  und  rJrenzwert-Halx'ii  liefert 
tUe  Aiifgalte.  anhiind  ncberiHtehendiT  Fijr.  148  die 
8unime  der  Fluciieninliulte  aller  der  Ki'eise  zu  be- 
leehnen,  die  durch  fortgesetztes  Einschreiben  von 
Kreis  und  Quadrat  entstehen. 

Die  Inhalte  der  Kreise  sind  der  Reihe  nach: 


M.  — — «4 

FtS.  IHK. 


Im/  wä/ 


rt*.T 


1 

2 


(12)' 


Da." 


■neu  Hilf 


I  (1. 


•  Ziichfii  in 


I)/ w. 


"  sind. 


Wie  aus  früheren  llvtraclituiigfii  folgt,  durchauä  gloichlx-iethtigt,  weil  Iiier  auch  das 
»•=***SSeichen  nicht  mehr  mgren  kann  als  daa  „-vi". Zeichen,  namUch  ein  unbeschrSnlctes 
A\nchsen  von  n  ausdrücken,  was  man  <  im  in  Kmii  hcn  einer  Zahl  oo  gleichwertig 
denkt.  Und  aid  daa  letztere,  auf  daa  Em*ichcu  der  Urenze  als  einer  beatimmteu 
Zahl  oo,  kann  sich  das  ,,  — "'Zeichen  nur  beziehen,  ohne  damit  mehr  zu  aafiren.  als 
(h»  „-v:". Zeichen.  In  den  SL'liicibweiflen  „«  ~  ^"  oder  -  iht  (l.ilni  kein 
prinzipifller  Unlorschiod  zn  i  rltlii  kcn;  er  lirL't  mir  in  der  Auffa.-siinp  des  unbe- 
Khränkten  WachM^ns.  Man  kann  daher  ganz  allgemein  ohne  weiteres  da.s  eiuo  oder 
das  sadsfs  Zeichen,  „cc"  oder  gegenfiber  dem  Zeichen  oo  verwenden. 
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Somit  die  Summe: 


Wenn  wir  nun  die  Summe  der  Flächeninlmlte  a|.>  durch  den  angogehenen 
Prozeü  entstanden  und  demnach  diesen  Pruzeü  S«lihtt  für  Scluitt  uns  durch- 
geführt denken,  gelangen  wir  nie  so  dem  ganzen  Werte  dieser  Snmme^  wir 
nähern  uns  bloß  ihrem  Grenzwert,  oder  —  wenn  wir  diese  Summe  durch  Ein- 
fülirung  der  in  ihran  Ausdruck  enthaltenen  geometrischen  Reihe  ausdrucken  — 
die  Summe: 

Z-'M'  +  l+^  +  i-t  •■•) 

nähert  sich  dem  Grenzv^ert  dieser  geometriüclien  Reihe. 

Denkm  wir  uns  aber  den  Prozeß  dieser  Konstruktion  und  Summierung 
vollendet,  dann  müssen  wir  sagen,  daß  dieser  Grenzwert,  die  Summe  der  Kiets- 
inhalte  oder  der  «reometrischeii  Reihe  tatsäcidich  erreicht  ist,  d.  h.  die  Gesamt- 
summe der  Flücheninhahe  (hcser  Kreise  (hzw.  der  geometrischen  rrogre.ssion) 
liat  den  Cirenzwert,  der  sicli  nucl)  der  Summenfonuel  für  eine  unendhclte  geo- 
metrische Progression  findet: 

Vi  ^ 

y  k  —  a-  n        ,   =  2  a- .1 

* 

In  ersterem  Falle  würde  es  nur  beim  „sich  nähern**  an  diesen  Grenzwert  bleiben, 
indem  man  ein  Ende  für  die  Kleinheit  des  Unterschiedes  zwischen  diesem  und  der 

Summe  niemals  anzugehen  inistande  wäre,  l'nter 
Umständen  kann  nun  dieser  tatsiichhche  Übergang 
dnreh  die  Natur  der  Variabl«!  bzw.  des  Prozesses 
verboten  sein;  dann  bleibt  es  bd  diesen  „sich  an- 
nähern** und  die  Summe  hat  dann  keinen  Grenz- 

w  ert . 

Kin  «olche»  lieispiel  hietet  z.  Ii,  die  Jietraehtung 
nebenstehender  Fig.  130,  bei  welchw  wir  uns  in  das 
Quadrat  nach  angegebener  An  1 ,  4.  9  usw.  Krräse 
gleicher  GnllJe  eingezeichnet  denken. 

Ks  leuchtet  inin  ein.  d'.ili.  da  die  Kreise  die 
Fläche  des  Quadrates  mit  zunehuieniier  Zaid  immer 
vollständiger  überdeeken,  ihre  Summe  stets  einen  be- 
.stimmten  Flächeninhalt  haben  muß,  der  jedenfalls  bei  imzähliger  Anzahl  sieh  dem 
Inhalt  des  Quadrates  nähern  müßte,  wenn  er  niclit,  wie  liier,  für  alle  erwähnten 


Zwischenstufen  von  der  konstanten  Große 


wäre. 


Da  aber  vom  elementaren  Standpunkt  aus.  d.  h.  mit  Ausschluß  der 
neueren  mengentheoretischen  Begriffe,  ein  Kreis  mit  dem  Radius  null  als  Punkt 

keinen  Sinn  hat  und  sich  solche  Kreise  also  aiich  nicht  zu  einer  Summe  gleich 
dem  Quadratinhalt  summieren  können,  so  dürfen  wir  hier  mit  dem  Kleinerwerdeu 

^)  Die  allgemeine  Formel  für  die  Summe  der  unendlichen  geometrischen  Progreflsion: 


4   fl  U 


weiui 


9 


lautet: 


«1 
I  q 
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der  KniBe  bcw.  dem  QiöBenrarden  ihrer  Aimhl  nicht  bis  cur  Orsnse  gehen,  ao 

daß  man  wohl  sagen  kann,  ihre  Inhalte  werden  immer  und  immer  kleiner,  nähern 
♦«ich  dem  <!rpnzwert  Null,  erreichen  ihn  aber  nicht.  Für  die  Inhalts  Veränderung 
eine»  solchen  Kroisee  gilt  also  das  „ow"-Zeichen:  üm  K  c^O.  Dies  ist  ein  Bei- 
spiel für  das  Nihern  und  Nioht-Haben  einee  Grenz  wertes. 

Einem  anderen  Fall  stehen  wir  gi^enüber,  wenn  wir  im  ersten  Beispiel  jeweils 
die  Differenz  zweier  aufeinanderfolgenden  Kreise  ins  Auge  fassen  und  bestimmen. 

Es  wird  dann  der  Inludt 


Die  Ringe  WMden  immer  kleiner  im  Inhalt  und  nach  Umfang,  und  da  es 
vom  elementaren  Standpunkt  aus  hier  auch  nocli  einen  Sinn  hat  und  man  auf 
keinen  Widerspruch  stößt,  wenn  man  den  Radiirs  zu  Null  wt  nicn  läßt,  indem  wir 
fl'inn  zum  inlmltfllDsen.  in  einen  Punkt  ziis;ininieiiiresrhnTii)|»t((Mi  Hin^  als  Kndwert 
und  Endredullat  den  Prozesses  gelangen,  so  verbietet  die  Nutui-  der  Variablen, 
des  Kreisiinges,  hier  nicht,  bis  ganz  sur  Grenze  zu  geben.  Wir  können  daher  von 
einem  Nahem  und  Haben  des  Grenzwertes  0  dieser  Ringe  sprechen  und  schreiben: 

lim         0 . 

Statt  sich  nun  einem  endlichen  Zahlenwert  mehr  und  mehr  zu 
nahem,  kann  eine  veränderliche  Zahl  mit  fortechreitender  Veiünderung 
immer  größer  werden,  unbegrenzt  zunehmen,  so  daß  sie  jeden  noch  so 
großen  angebbaren  Wert  erreichen  und  übersteigen  kann.  Man  schreibt 
dann: 

linia?  >3  oc 

bzw.  lim     ^  CO 

In  Worten : 

Eine  Veränderliche  x  nälu'it  sich  dem  (Jrenzwort  (oder 
dor  (Irenz«>)  h(  i(.U.  ihr  Wert  kann  jeden  beliebig  großen 
Betrag  erreiciuMi  uiul  ii  herstpiL'cn. 

Will  man  von  einem  Erreichen  die^^r  Grenze  unendlich,  der  Zahl  cx), 
spreclicn,  so  heil.it  es: 

Eine  Vera  nderlu  he  .*  iiat  dvn  (i  renz  wert  (oder  die  Grenze) 
heißt,  ihr  Wert  hat  durch  den  vollführten  Grenzübergang 

_  « 

BBSUglioh         als  Zahl  vgl.  S.  244. 
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einen  Betrag  erreicht,  der  gröBer  Ist  als  jede  beliebig  große 
ZahL 

Man  schreibt  dann: 

limx  = 

bzw.  lim  Xn  —  oo  ^} 

Es  ist  nun  aber  durchaus  nicht  ohne  weiteres  festgelegt,  daß  eine 
sich  fortgesetzt  ändernde  Größe,  Zahl  sich  einem  bestimmten  Grenz- 
wert  nähern  müsse;  es  kann  vielmehr  auch  vorkommen,  daß  die 
Variable  keinen  Grenzwert  besitzt.  Solehe  Fälle  sind  leicht  denkbar, 
wie  z.  B.  für  eine  Zahi,  die  bestandig  abwechselnd  gleiche  positive  und 
negative  Werte  annimmt,  oder  eiiic  andere,  deren  Werte  abwechsebid 
ab-  und  zunehmend,  um  einen  mittleren,  konstant  bleibenden  oder 
sich  mit  ändernden  Wert  oszillieren. 

Daß  von  einem  (Grenzwert  einer  Variablen  gesprochwi  wird  und 
werden  darf,  muß  daher,  streng  genommen,  jeweils  zuerst  erwiesen  sein, 
weshalb  wir  uns  im  folgenden  zunächst  der  Untersuchung  dieser  Frage 
zuwenden. 

Um  nun  zu  N'kennen,  ob  eine  Variable  einer  Grenze  zustrebt,  um 
also  die  Existenz  eines  Grenzwertes  nachzuweisen,  bedient  man 
sich  verschiedener  Satze.  Einen  von  diesen  wollen  wir  seiner  Wichtig- 
keit und  häufigen  Anwendung  wogen  hier  anführen.  Er  lautet: 

Ist  für  jcrlcn  ])o«itiven,  jiu  ir/.zn  Iii  ij^en  W  ert  von  n  ein© 
Zahl      eindeutig^)  bestimmt,  untl  ist: 

1'  i^M  +  l^*'*» 

2.  jr„  <  y 

wo  N  eine  konstante  Zahl  bedeutet,  so  strebt  r„  mit  un> 
beschränkt  wachsendem  yt  einem  Grenzwert  A  zu,  oder 
konvergiert')  gegen  eine  Grenze  il,  d.  h.  es  ist  dann 

limx„  =  A 

N  K«0 

*}  Wenn  an  einem  Ort  d(M  —  -Zeichen  steht,  mnn  ahm  von  einem  Ermdien  der 

Grenze  durch  r„  spricht,  so  iniiti  tlii  >  imtürheh  aiii  Ii  mit  d'  t  \'.iri;ihlen  w  ihrerseit«  zu- 
treffen, da  c»  auderufür  nicht  gut  denkUar  ist;  muU  aUo  uuch  unter  dem  „lim**  da« 
=  'Zeichen  gebraucht  sein.  —  Umgekehrt  sieht  man  leicht  ein,  daß  ein  Annähern  und 
Nicht-Haben  einer  (Jrenze  aiieh  nur  für  In-ide  Orölien  zugleich  denkbar  ist.  Daraus 
folgt,  »laß    Mi   In  Orten  stets  das  nämliche  Zeiclieu  7,n  t'ebrauchen  ist. 

")  d.  h.,  daü  tür  jeiicM  ?i  die  Variable  .r„  auch  stets  einen  und  nur  einen  ganz 
beffimmten  Wert  erhält. 

Währenddem  die.se  Uedew» mlun:,':  ..Aon' .  ,,y/,  ,Y  c'f  pcn  eine  Hrcnze  oder  den 
Grenzwert"  für  eine  ciKilioke  Zahl,  eine  eigentliche  (Jreuze  nichts  auf  sich  hat,  ist  aie 
aus  naheliegenden  Gründen  beswr  au  vermeiden,  wenn  diese  Orense  kaine  eigentlicfaa 
Zahl  mehr  iat,  also  durch  die  „Zahl**  oo  repräaentiert  iat. 


für  alle  n 
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und  zwar  gilt  dabei :  „ 

Jf^H  ^  ^ 

 ^»        ^  yy  


Als  Beispiel  hierfür  betnichteti  wir  den  Ausdruck: 
Es  ist  dann: 


/  1     .«  +  1 


Benätzt  man  die  Entwicklung  nach  dem  binomischen  Lehrsats, 
der  für  ganzzahlige,  positive  Exponenten  ohne  weiteres  Gültigkeit 
besitst,  80  folgt: 

^  1  .  1  ^  l      n(tt     1)  (tt  -  2)  1 

»(n  -  I)  (n  -  2)  •  •  •      -  (rt  -1]^  1 
"  r.  2.3  .  • .  «         '  i» 


^  ('^      n  )   .   ^  Ii)  (/  n) 


=  1  -f  1  +  H   ,  . 

.  1.2      ^  1.2. 3  ^ 


l«2'3**»w 

lemer : 


'rr)L!j'— {:::)L:r 

'  1-2   (n+l)'^  1-2.3 

(»+l)n(»—l)(»— 2)  •••(»— ((»+l)--2))  1 
l-2-3---(i»-t- 1)  ' 

1-2  1-2-3 

1  .  2  .  3  •  •  •  («  -r  1) 


Digitized  by  Google 


270  Stetigkeit  und  ünttetigkeit 

Da  aber:  n     1  >  it  und  daher 


«4-1  « 
und  ebenso: 


(■  -  ;)■ 


1  « 
■  • 

SO  folgt,  daß  in  der  Entwicklung  von  -\-  -|  in  den  Klammern 
»Ue  Brüche  kleiner  sind,  als  die  entsprechenden  der  Entwicklung  für 

und  somit  alle  Zähler  der  Summenglieder  der  (n  -|-  1)-Entwick- 

hmg  größer  sind  als  die  entsprechenden  der  «-Entwicklung;  etstere 
noch  dazu  um  das  letzte  Glied  größer  ist. 
Es  wird  somit  klar,  daß: 

oder 

Andererseits  können  wir  einsehen,  daß  für  noch  so  großes  n 
stets  kleiner  als  3  bleiben  muß*),  so  daß: 

a:w<3 

und  also  hier  .V  =  3  gesetzt  werden  kann. 

Nach  obigem  8atz  sind  daher  die  Bedingungen 

Xn<N 

duioh  den  Ausdruck  ^  ~     ~^       erfüllt;  es  muß  also  für  diese 

Variable  für  mibeschränkt  wachsendes  n  auch  ein  Grenzwert  A 
existi^n. 

Baß  ein  solcher  vorhanden  ist,  scheint  sdion  aus  der  geometrischen 
Anschauung  der  Fig.  141  als  selbstverständlich  hervorzugehen,  in 
welcher  für  verschiedene  zunehmende  Werte  von  n  die  entsprechenden 

Werte  des  Ausdruckes  (l  4*  ~j  durch  ihre  zugeordneten  Zahlorte 
veranschauUcht  sind. 


H  '  1 — H  ^- 


FI«.  141.  J^ff  j/fjif^ 

Vgl.  S.  Ä74. 
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Aber  wir  hatten  schon  gesehen,  daß  die  geometrische  Anächauimg 
für  derartige  Beweise  uohl  ein  Hilfsmittel  der  N'orstellung,  nicht  aber 
Beweis  sein  kann,  da  dieser  durch  reine  Zahlen betrachtung  geführt 
werden  muß,  um  von  der  geometrischen  Vorstell  ha  rkeit,  die  nicht 
immer  unbedingt  vorhanden  sein  muß.  unabhängig  zu  sein. 

Da  die  Größe  .r„  die  (Irößc  X  niemals  überschreiten  kaini,  so  gibt 
es  z\n5!ehen  X  iukI  <h'v  f  rsten  Zahl  a-,  nur  eine  endliche  Anzahl  ganzer 
Zahlen.  Wir  wnllrn  luni  unter  diesen  uns  jene  ausgewählt  denken,  die 
von  einer  Zahl  Xn  noch  übertroffen  wird,  und  zwar  sei  die  größte  der- 
selben M.   D&  in  unserm  Beispiel 


jr.  -  1 1  +  .  ]  =  2 
und  abo 

so  folgt  mit  N  3,  daß  3/  =  2  &cin  muß  und  alle  u„  mit  einem  Index 
größer  ais  1  z\\ischen  M  ^  2  und  iV  =  3  liegen. 

Nun  wollen  wir  das  Intervall  zwischen  M  =  2  und  Jf  +  1  3, 
welch  letzteres  hier  speziell  auch  ^eioh  ist,  in  10  gleiche  Teile  zer« 
legen,  ao  daß  die  Zahlenvwte,  die  den  Endpunktm  dieser  Intervalle 
zukommen,  Wiarden: 

M4~^-      if-l-?-.     Jf+  — ,     ....     Jf-f~,  Jlf+1 
10  10  10  10 

Unter  diesen  wählen  wir  nun  wieder  die  größte  Zahl  aus,  die  von 
einem     noch  ühertooffen  wird.  Es  sei  die  Zahl,  ffir  wdche  der  Zähler 

in  dem  Bruche  Cj  ist,  so  daß  also  diese  Zahl  M  +       hieße,  wobei  Cj 

eine  ganze  Zaüol  zwischen  0  und  10  ist.  Daß  es  ein  solches  IntervaU 
gehm  muß,  in  welchem  liegt,  ist  leicht  einzusehen,  denn  als  Gegen« 
teil  wäre  nur  möglich,  daß  ein  Endpunkt  eines  Intervalles  in  Betracht 
käme,  also  auf  einen  solchen  fiele.  Dann  aber  gibt  es  stets,  da  ar„  ,  > 
zu  Jedem  n  ein  (n  +  1),  so  daß  Xf^^^g  jenseits  dieses  Tntervallendpunktes 
läge  il^o  im  benachbarten  Intervall,  wieder  zwischen  zwei  Intervall- 
endpunkten, wie  wir  annehmen;  und  dies  gilt,  welches  as,  auch  auf 
einen  Intervallendpunkt  fiele. 
£s  ist  somit  auch: 

aber  auch: 

c,  f  1 


wieder  für  jedes  n . 
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und  teilen  ^ir  auch  dieses  wieder  in  10  gleiche  Teile,  so  würden  den 

C  Ca 

Endpunkten  der  Teilintervalle  die  Zahlen  zukommen:      ~^       +  jq^* 

in  welcher  Form  Cg ,  wieder  ganzzalilig,  zwischmi  0  und  10  läge.  Auch 
unter  diesen  Zahlen  wählen  wir  wieder  diejenige  Zahl     aus,  für  welche 

c  c 

If  +  -}-  die  größte  ist,  welche  von  einem  noch  übertroffen 
wird,  so  daß: 


•4 


^*     ^*  <^     ^     ^  5*  JjT 

FlK.  142.         ^'I^'^i  ''^ä^^- 

indem  wir  dieses  \'erfahren  forttietzeu,  bekommen  wir  eine  Zahl: 

^10      10*^10»^  ^10*^ 

also  einen  unendlichen  Bezimalbruoii.  Daß  dieser  '  int  liestiininte  Zahl 
repräsentiert,  wissen  wir  sehon  von  früherem,  und  nun  läßt  Ii  zeigen, 
daß  die  durch  diesen  repräsentierte  Zahl  der  Grenzwert  für  die  Zahl  ist. 

T^m  (lies  zu  bowfisen,  hal)en  wir  nach  (ibipom  zu  zeigen,  daß  die 
Diffoiciiz  /)  x„  mit  wachsendem  n  zui'  behebig  kleinen,  positiven 
Zalü  \\('i(k'i!  kann. 

Mach  obiger  Darlegung  ist  nun: 

•        ^  10  ^  10«  ^  10»  ^       ^  10*  *  ^  10* 

und: 

^'^"^10  +10» +  10»  ^     ^  iö*-^+  lÖ* 

oder: 


10  ^  10-      10'  1(V 
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Nun  ist  aber  der  uneiidliclic  J)eziuialbruch  1),  d.  h.  für  k  =  oo, 
einerseits  größer  als  der  endliche  E  und  andrerseits  kleiner,  iiöchätens 
deich  groß,  wie  der  unendliche  Dezimalbruch  J  für  i  =  <x>,  so  daß: 


-        '   in  '  in«  ^  lAs  ^  ~ 


+  1 


10  '  10*     10»  •  10*-« 

wobei  das  < -Zeichen  beiderseits  davon  herrührt,  daß  x„  innerhalb 
der  Grenzen  des  Intervalles  liegt,  waa  bezüglich  des  linken  nach  Ge- 
sagtem stete  der  Fall  ist.  Mit  der  rechten  IntervaUgrense  kann  aber 
zuBammenfaUen,  worauf  dann  eine  weitere  Teilnng  in  noch  h^ere 
Intm'alle  ausgeschlossen  ist»  d.  h.  die  Teilung  und  der  Besimallmich 
damit  abbrechen  und 

'  ^  +  10    io»  + 10»  ^ +  "lös- 

resultiert,  also  gleich  einem  endlichen  Dezimalbruch  und  damit  D 
gleich  t'iner  rationalen  Zahl. 

Fällt  der  Wert  \  on  .r„  aber  fortgesetzt  innerhalb  der  Grenzen  so 
gebildeter  lnt«Tv;ille,  so  nimmt  der  daraus  ei)tst«'hcndc  Dezinialbrucli 
auch  kein  Emir  und  k  durchläuft  die  Reihe  der  beliebig  großen  ganzen 
Zahlen.   St«t8  aber  bleilx  n  obigt-  Un^jicichuiigen  l>P8t^hen. 

Wie  ersichtlich,  blcilu  ii  und  D  beständig,  wie  weit  wir  auch 
die  Teilung  fortführen  mögen,  d.  h.  wie  hoch  k  steigen  möge,  innerhalb 

swei  Werten  eingeschlossen,  die  nur  um        differieren,  so  daß  ihre 

absolute  Differenz  unbedingt  kleiner  sein  muß  als  diese  Differenz,  also: 


1 

10* 


Dies  findet  jedoch  nur  statt,  wenn  sicli  auch  durcli  so  viele 
Dezimaien  ausdrückt,  als  dem  höchsten  Intervalle  entspricht, 
so  daß  es  mit  seiner  letzten  Dezimale  in  dieses  A;-te  Intervall  zu  li^en 
kommt,  der  entsprechend  ja  auch  die  Höhe  von  h  zu  wählen  ist.  Dies 
sagt,  daß  der  Index  »  von  eine  bestimmte  minimale  Größe  haben 
muß,  damit  Im  ib-ten  Intervalle  liegt  und  die  letzte  Ungleichung 
erfSUt  ist. 

Da  aber  nun  sowohl  für  D  als  auch  für  oTn  zwei  gleiche  Dezimal- 

bräche  gefunden  wurden,  die  sich  um        unterscheiden,  und  beide 

Gr^ißen  zwischen  diesen  liegen,  so  hängt  es  lediglich  von  der  Höhe  der 
Potenz  h  ab,  sie  zwischen  zwei  gleiche,  um  beliebig  wenig  differierende 

Ko«fttler-Tramer,  DlfferenUal»  ii.  IntegralreiOuiuuK'   1-  18  ■ 
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Zahlen  einzuschließen,  d.  h.  "wir  können  für  genügendes  VVeitgelien  in 
der  Stcllenzahl  für  D  und  ar„  oinergcits  und  fiii-  di«'  Ausdrücke  E  und  J 
andrerseits  ans  den  Ungieicliungen  für  D  und  a;„  stets  die  BcHÜngung 
erfüllen,  daÜ 

1 

10» 


—        <         =  f 


was  nach  obigem  Grenzwertkrileriuni  aber  nielii-^  anderes  sauL,  als 
daß  die  Variable  a;„  mit  wachsendein  n  der  konstauten  Zahl  D  als  Grenz- 
wert zustrebt,  oder  daß  D  der  Grenzwert  von  für  unbeschränkt 
wachsendes  n  ist;  kurz  geschrieben: 

lim  Xf^c<  D 


I>amit  ist  der  Existenzbeweis  eines  Grenzwertes  für  die  Yaxiable  x^^ 
die  in  uuBenn  Beispiel  gleich  ^1  +      ist»  für  imbeechränkt  waehflendes 


n  «rbiftoht 

DaB  nun,  wie  oben  behauptet, 


-  !)• 


mit  beUebig  großem  n  stet«  kleiner  als  die  Zahl  3  und  grc)ßer  als  2  bleibt, 
alf=o  zwischen  2  und  3  liegt,  läßt  sieh  ieielit  mittelö  der  Entwicklung 
nach  dem  binomischen  Ivchrsatz  nachweisen: 

Da  n  gaiizzalUig,  so  L'ilt  ohne  Einselu^ukung  die  Kiitwiuklung: 

=  1  ,  ,  ,  1      n(n-l)(n-2)  1 

^  ^     1-2    n«"^       1.2-3  ■  '  n« 

n(n-  l)(n-  2)(n-3)  1, 
^  1.2-3.4  n*^ 


Da 

und 

so  folgt: 


n>n  —  1>»  —  2>n— 3>»  — 4« 

3      ,  3-4      .  3-4.5 

2      ^»       2.2        '       2.2.2'  ' 


^  1-2  »2  '  2  1.2.3  n» 

3    4  n*n'n'n  1  , 
^22    1.2. 3. 4 

^  '*^2^4^8^ie 
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\''om  zweiten  Glied  an  stt^üt  diese  iSiuimie  nun  eine  geoniftnäche 
ProgiesBion  dar  mit  dem  Quotienten  ^     ~ ,  für  welche  bei  unbeBohriokt 

g  oßer  Gliederzahl  als  Summe  resultiert: 

und  wir  erhalten  somit: 

Baß  dieser  Ausdniok  stete  größer  als  2  bleibt,  folgt  ohne  weitere« 
ans  der  Betrachtung  obiger  Eotwicklung,  in  welcher  bereits  die  Summe 
der  ersten  zwei  Glieder  gleich  2  bt,  zu  der  dann  in  der  Entwicklung 
nur  pofdtive  Glieder  hinzukommen. 

Daß  wir  oben  mit  der  Zahl  N  ^  ^  gereclinet  haben,  folgt  lediglich  aus  freier 
Wahl;  man  hfifte  statt  desspn  für  .Y  je<le  beliebige  Zahl,  die  größer  ale  3  ist»  in 

gleiclior  Rolle  verwenden  können,  so  z.  B.  13. 

In  dieeem  falle  wäre  dann  naohsuweieen  geweaen,  daß  ^1  +  ~  j  für  alle 

gaozzahfigen  n  Ueiner  als  13  bleibt»  was  in  gleicher  Weise  gelungen  w&re,  wami 

3    3    4    3    4  6 

man  die  QHedar,  statt  vom  viorten  an  mit    ,  '  •  .\ .  ö  -  o  '  ö  * ' ' '  *  '"'^  dritten 

22    /  22\'  3    /22\'  3  4 
an  mnltipliaiert  h&tta  mit  den  Zahlen  größer  als  1 :  y^«  ^j^j  •  ^*  ^12/  '  2 '  2  ' 

unr.  Anoli  ist  dies  mit  obigem  Beweise  getan»  da  mit  einem  KleinerMin  als  3 
aoeh  ein  Kleinsnein  als  13  erwiesen  ist 

Der  obige  Satz  gilt  auch,  wenn  mit  wachsendem  n  beständig 
abnimint,  d.  h.  wenn 

2.  N 


für  jedes  it 


80  folgt 

wobei 


Lima:,!  ^  A 
n-00 


i  Hl  ■   1  I 


r 


Fig.  143. 


Der  Beweis  hierfür  läßt  sich  analog  dem  obigen  erbringen  oder 
direkt  auf  diesen  zurückführen. 

In  letzterem  Falle  denke  man  sich  von  Jedem  yc»  eine  konstante 
ZaU  0>     abgezogen  und  nehme  von  all  diesen  Differenzen  x^  —  € 

18* 
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den  »bBolutoa  Wert,  da  die  ZtMen  alle  negativ  werden  und  es  doch  nur 
darauf  ankommt,  einen  Grenzirort  naohzuweiaen,  für  dessen  Exiatens- 
beweis  das  Vorzeichen  keine  Rolle  spielt.  Wenn  daher  für  alle  ihre 
absoluten  Werte  ein  Grenzwert  existiert,  so  ist  dies  auch  für  die  negativen 
Werte  selbst  der  Fall. 

Da  aber  C>  Xi  vorausgesetzt  wurde,  so  werden  die  BiHerenzen 
x^  —  C  mit  wachsendem  n  immer  gr<Vßer.  Sind  diese  der  Beihe  nach 
gleich  Ji ,  .  1} ,  J| ,  •  •  •  ,  so  wird 

2.  An  <  N-C  =1) 

Damit  aber  unterliegcMi  d'w  i„  denselben  Bedingungen,  wie 
früher  die  mit  7i  zunehmenden  Zahlen  (Größen)  a;„,  Moinit  die  Existenz 
eines  Grenzwertes  für  die  und  damit  auch  für  die  davon  um 
die  konstante  Zahl  C  abweichenden,  mit  wachsendem  n  abnehmenden  , 
erwiesen  ist. 


§  18.  Grenzwert  der  Funktion« 


Naehcient  wir  so  erkannt  liabeii.  was  man  darunter  jtu  verstpheti 
hat:  „eine  ^'ariah]p  x  nähert  sich  einem  CJrenzwert".  können  wir  nun 
auch  dnzu  übergehen  zu  untersuelien.  was  es  heißt,  wenn  man  sagt: 
j.cinc  Kiinktion  y  f{x)  näliert  sich,  sobald  das  Argument  »ich 
dem  k.uii>iaiiUMi  Wert  A  nähert,  einem  bestiminton  Grenzwert  B'\ 

i)aü  wir  hiei  bei  wieder  die  UnterHcheidung  machen  müssen  zwischen 
dem  ..sich  eüicm  Grenzwert  nähern"  und  einem  ..(Jrenzwert  haben",  ist 
selbstverständlich,  wennschon  wir  der  Kürze  halber  nicht  fortwährend 
beide  Fälle  wiederholen,  wo  es  nielit  unbedingt  notwendig  ist. 

Denken  wir  uns  zunächst  y  =  f{x)  als  Kurve  dargestellt,  so  würden 

wir  folgende  geometrische  Definition 
geb«i ; 

1!  f{x)  nähert  sich  einem  Grenz- 

wert  falls  sich  der  Punkt  mit 
denKoordinaten  (x,y)  einemGrenz- 
punkt  mit  den  Koordinaten  (il,  B) 
nähert,  wenn  ar  an  ^  beliebig  nahe 
heranrückt. 

Diesen  Tatbestand  wollen  wir  nun 
so  fassen,  daß  er  arithmetisch  oder  durch  Zahlen  ausgedruckt  erscheint 
und  dementsprechend  der  Rechnung  erst  zugänglich  wird.  Dann  lautet 
die  arithmetische  Definition: 
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/'{jr')  nähert  sich  dorn  Grenzwert  wenn,  nohald  sich  j-  der 
(irenze  -1  nähert,  e8  möj^lit  l»  is!  jeder  noch  so  kleinen  positiven  tiröße 
(Zahl)  f  eine  ebenfalls  beliebig  kleine  positive  Größe  (Zahl)  (f  derart 
zuzuordnen,  dafi: 

-/(«)!<*  I 

wenn:  / 

Mehr  der  gcoiiu  ti  ise  lu'ii  Au8(.lj  iR  ks\\  c'is('  angcpatit  niit  der  eigen- 
artigen Schreibweise  für  Grenzwerte  wird  dieses  Verhalten  kurz  ge- 
schrieben : 

Um  /  {gc)  ^  Ji 

oder  kürzer 

lim  /'{x)     Ji      bzw.      lim  /'{x)  =  Ji 

X-  A  JT  A 

Dabei  kann  dieser  Wert  B  von  vornherein  bekannt  oder  es  kann 
durch  diese  FOTmel  auch  nur  auagedrüokt  sein,  daß  ein  solcher  Wert 
existiert,  für  den,  wenn  auch  noch  unbekannt,  B  als  Zeichen  eintritt. 

Ob  nun  von  einem  „sich  nähern"  im  engeren  Sinne,  wie  wir  es 
früher  bezeichnet  haben,  oder  von  einem  „den  Grenzwert  haben**  zu 
reden  ist,  müssen  die  näheren  Umstände  jeweils  lehren^). 

Versucht  man  die  oben  gegebene  arithmetische  Formulierung 
geometrisch  anschaulich  zu  machen,  so  müssen  sidi  dann  die  zugehörigen 
Punkte  (x^y)  in  dem  Eechteck,  begrenzt  durch  die  horizontalen 
Geraden  mit  den  Ordinaten 

y  =  Ä     f     lind     y  =  B  —  e 

und  die  vertikalen  Geraden  mit  den  Abszissen 

X  =  Ä     d     und     X  =  A  —  A 

betiiKien,  wie  dies  in  den  Figuren  145  und  146  angedeutet  ist. 
Mit  andern  Worten: 

Gelingt  es,  unmittelbar  vor  oder  nach  diesem  Wert 
X  ^  A  ein  Intervall 

A  -  A  <x  <A'\-6 

oder 

1^  -  x\  ■  ■  d 

abzugrenzen,  innerhalb  dessen  der  absolute  Funktionswert 
beständig  von  einem  bestimmten  Wert  B  weniger  verschie- 

')  In  der  Schrift  werden  wir  auob  hier  im  LUiuea  das  ~  -Zeichen  benutzeu,  aofem 
voo  ciiieni  Uatencheideii  der  beiden  FUle  nidit  die  Rede  ist. 
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ße/'sp/  ?/ySf^AlBS^9fVf  ße/sp/e/yi/r  ifaöM 

Fig.  145.  Fig.  146^ 


den  ist,  aU  i  ine  noch  so  kleine  von  NulWersohiedene positive 
Zahl  daB  also  innerhalb  dieses  GeMetes  die  Beziehung 
besteht  und  erhalten  bleibt: 


wenn  nur 


\B-m\<., 


^  <\A—x  <h 


so  nennt  man  £  die  Qrtmt  oder  den  Oremwert  {Limes)  der 
Funktion  f{x). 

Es  leuchtet  nun  tatsächlich  auch  ein,  daß,  wenn  die  beiden 
letzteren  Bedingungen  erfüllt  sind,  für  f{x)  ein  Grenswert  exi- 
stieren muß,  sobald  x  sich  der  Grenze  Ä  nähert  und  also 
A^x\  beliebig  klein  wird,  also  auch  6  beliebig  klein  sein  kann. 
r=:z— — — -r-rr— — — Es  wird  ja  dann  auch  damit 


t 


r 

I 


ä4- 

/kr)  


!  I 


B  —  f{x) ,  für  beliebig  kleines  e 
stets  kleiner  als  dieses  letztere 

blfibcn  iiiul  damit  der  Unter- 
schied zwischen  B  und  f{x)  auch 
beliebig  klein,  v  i  ;d)er  nichts 
anderes  sagen  will,  als  daß  sich 
f{x)  dem  konstanten  Wert  B  auf 
beliebig  kleine  Differenz  nähert, 

  also  B  der  Grenzwert  von 

fix)  ist. 

Für  einen  völlig 
strengen  Beweis,  dei-  sieii  auf  den  »Satz  von  der  Einsehachtelung  der 
Intervalle  stützt,  welch  letzteren  wir  später  auch  noch  ausführlich  ge- 


!  I 


Fi«.  147. 
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braachen  und  darlegeo  werden,  Yevweiaea  wir  auf  specielle  fanktionen- 
tiieoretiaohe  Werke^). 

Daß  aaoh  die  Existenz  des  Grenzwertes  einer  Funktion 
Bich  ganz  analog  den  oben  für  die  Variable  genanntön  Bedingungen 
onteniehen  muß,  laBt  sioh  ohne  weiteres  aus  den  dort  gegebenen  Be* 
traehtungen  durch  direkte  Übertragung  einsehen;  braucht  man  ja  nur 

(■ + :n 


etwa  in  (lern  dort  gegebenen  Beispiele  die  „Variable''  a:„  = 
ab  Funktion 


-A»)-(l  r  D' 


zn  seil  reiben  und  aufzufassen,  um  sofort  einen  Jb'aii  für  die  Funktion 

zu  haben. 

Es  folgt  somit  als 

Bedingung  für  die  Kxislenz  eines  Grenzwertes  B  für 
die  Funktion  fix)  ,  daß  mit  positiv  wachsendem  oder  abnehmendem 
Argmiii  Iii,  bezogen  auf  irgendeinen  Anfangswert  Nt 

a)      wenn  f{x)  beständig  zunimmt: 

1.  für        entweder      x'>  x>  N 
oder  x'  <x  <N 


fix)  ^  fix) 


2.  für        entweder       x>  N 

'      -             .  :  f{x)<M 
oder  x  <N  |  '   

Dabei  kann  das  Argument  entweder  bis  ins  Unbegrenzte  waehsen 
oder  abnehmen  oder  auch  einem  bestimmten,  endlichen  Grenzwert 
zustreben,  welchen  es  mit  demjenigen  der  Funktion  erreicht. 

b)      wenn  f{x)  beständig  abnimmt: 

1.  für        entweder      ai'  >  a;  >  xV  1 

:       fix'):-  fix) 

oder  x'  <x  <y      ]    '  

2.  für        entweder       x  > 

oder  *  X  <  N 

Es  ist  dann  allgemein: 


fix)  >  M 


lim  f(x)  »  Ji     bzw.     lim  /(«;)  »  B 

wobei  für  die  Grenzwerte  A  bzw.  ex;  und  B  natürlich  jedes  Vorzeichen 
mOg^h  ist,  von  dessen  speziellem  Anschreiben  hier,  um  allgemein  zu 
bleiben,  wie  bereits  oben  lieim  Grenzwert  der  Variablen«  Umgang  ge> 
nommen  worden  ist. 

7gL  s.  B.  W,  F.  Otgood:  „Lehrbuch  der  Funktionentfaeorie'*  1907. 
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Zu  obigen  Äusfährungen  ist  noch  ergänzend  hinzuzufügen,  daß  es 
für  die  Funktion  im  allgemeinen  nicht  gleichgültig  ist,  von  welcher 
Seite  her  sich  das  Argument  einem  bestimmten  Werte  A  nähert,  ob 
nur  in  wachsendem  Sinne  oder  nur  in  abnehmendem  Sinne,  im  geo- 
metrischen Bilde:  ob  von  links  oder  von  rechts  her.  Es  kann  nämlich 
auch  vorkommen,  da0  —  wie  wir  gleich  sehen  weiden  —  diese  beiden 
Grenzwerte  der  Funktion  nicht  gleich  ausfallen. 

Namentlich  in  Rücksicht  auf  solche  Fälle  ist  es  gegebra,  zu  unter- 
scheiden zwischen  einem  €trenm«*ert  wm  Unkt  und  einem  QrmustrerU 
ro»  rechte. 

Da  die  beiden  Bewegungen,  durch  die  mar  sicli  dem  Grenzwert 
nähert,  entgegengesetzt  sind,  so  werden  sii-  (Iuri;h  entg^COlgesetzt^s 
Vorzeichen  charakterisiert  ,  und  dem  allgemeinen  Gebrauch  entsprechend 
bezeichnet  man  die  Annäherung  von  links  mit  dem  nachgesetzten 
Minuszeichen  ( — ),  die  von  rechts  mit  plus  (+), 

Man  schreibt  daher  in  Rücksicht  darauf 
für  den 


Grenzwert  von  links: 


lim  /'(ur)  ^  Iii 


für  den 


Greniwert  yod  reehtg: 


lim  f{att)r^Jh 


deren  grajihisches  Bild  in 
Fig.  148  angegeben  ist.  t<ie 
besitzt  für  x  ~  0  den  Wert 
/'(O)  ^  1  und  nähert  sich  die- 
sem Wert«  1  mit  gegen  Null 
wachsendem  Argument  (von 
links)  oder  mit  abnehmaidem 
(von  rechts),  um  ihn  schließ- 
lich auch  sdbst  zu  enekihen. 
Mit  anderen  Worten:  Diese 


-«=^^=^-y^^  


Funktion  f{x)  »  2«  hai  für 
x  =  0  den  Grenzwert  1  (wir 
erkennen  dies  auch  daran,  weil 
wir  durch  Einsetzen  von  «  =  0 
auch  2^  s=  I  erhalten),  so  daß: 


lim  2*  =  1 


Fig.  14K 
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Daß  dieser  Grenzwert  für  2*  wirklicli  exiHticit,  erkennt  man  leicht 
auf  Grund  der  für  die  Existenz  eines  Grenzwertes  aufgestellten  zwei 
Bedingungen,  welche  lauten: 

2.  x„  <  S 

Indertat  ist  stet«:  '  >  2" 

und  solange  a;<0:  2*<2.  B.  -^1 

Eis  muß  also  bei  einem  von  der  linken  S^te  her  sidi  dem  Wert  0 
nähernden  ar  für  2*  ein  Grenzwert  existieren.  Da  dies  a1)er  auch  für 
jeden  beliebigen  Wert,  dem  sich  x  annähert,  zutrifft,  so  kann  jeder 
Zahlwert  als  Grenzwert  für  2'  gelten;  dies  auch  im  andern  Sinne, 
d.  h.  mit  Annäherung  der  Variablen  x  von  der  rechten  Seite  gegen  Null. 

Bs  existiert  daher  für  diese  Funktion  f{x)  »  2*  an  jeder  Stelle  x 
ein  Grenzwert  für  dieselbe,  und  zwar  für  abnehmendes  und  zunehmendes 
Argument. 

Ist  nun  dieser  Grenzwert  für  —  0  gleich  1,  so  muß  sich  nach  obigem 
für  0  —  »'  <  <^     oder     ar  >>  0  i  d 

Ä^a*  <«       ,-,  ^^B±t 
Es  muß  also  sein:       ^  _  2*^*  <  ^ 

und  wenn  B  ~  \  du  Git-nze  sein  soll: 

1  _  2'>*'^  <f     oder     2"^'*  <1  -f  f 
für  beliebig  kleines 


ergeben. 


^)  Zerlegt,  haben  wir  nämlich  die 
folgenden  beiden  Ungleiehunffen: 

+*  ^  . 


unter  Vemadila^si^iitig  der  höheren  Olie> 
der,  da  r  sehr  klein  ist,  auch: 


1. 


2 


1 

2.  12         '  r 

Au«  der  enteren  UA^i 
«)  I     2+*  ' 

h)  1      -2 ' 

Am«  der  z.wciU'ii  folgt: 

c)  1 

d)  1 
Weiter  folgt 

*iu  a): 

at»  b): 

c): 


aus  d): 


•2 


1  +r 
1  +  r 

1  +r 


I 


1 


1  Vf 

i  l»  iif  ill-  hinter  dem  zvreiten  Summand 

2       1-1'    Wie  aua  a), 
Ea  bleiben  aomit  nur  die  beiden 

Fälle: 


2+*:>l  f 
2+*<  1  +  ^ 


2 


2+*<l  4-f 
2-*>  1  •  f 


oder 


I 


2' 


1 


und 

von  denen  die  rr^ten«  Ungleichung  «anr 

selbMt  verständlich  iitt,  da  2^'^  nie  unter  1 
.sinken  kann. 

Diamit  ledusierl  sich  die  Bedingung 

1     2*^  <, 

iwblieGlieh  auf  die  sie  gana  enettende 
einfache  Form: 

2***  <  1  +  # 
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DieB  ist  indeitftt  m<Sglioh  und  der  Fall  für 

ln(l  f  f.) 


<  1  +  €     oder     d  < 


hl  2 


d.  h.  es  gelingt  unmittelbar  vor  oder  nach  dieaem  Wert  «  =  0  ein 
Intervall  0  ^  d  <  x  <0  6  abzugrems»!,  innerhalb  dessen  der  Funk- 
tionswert von  1  beständig  weniger  verschieden  ist  als  die  positive» 
beliebig  kleine  2*ahl  e,  nämlich  das  Intervall 

hi(l  +  e) 
1n2 


d  < 


\ 


xpositiV:-0\ 


Tti  gleicher  Weise  läßt  sich  zeigen,  daü  die 
i^'unktion 

y  =  fix)  ^  Jt»  i) 

deren  Bild  in  Fig.  149a,  b  dargestellt  ist,  für 
x  =  0  den  Grenzwert  0  besitzt,  da 


erstens 

^ig^die  Existenzbedin- 
gungen desselben  erfüllt 
sind,  nämlich: 

^^—Ti-'-^r  a)  für  positive,  gegen 
Null  abnehmende 
Werte  von  t  ,  also  mit 


I 


ist  auch  stets,  solange 

1  ^  «  ^  0:  Xn>  N 

wo  N  jede  bilicbige  iiegaLi\e  Zaiil 
(<  0)  bedeuten  kann; 

b)  für  maativo,  gegen  Null  wachsende 
Werte  von  x,  also  mit 


Flg.  14i»a. 


xnegativ  0 


i 


rig.  149b. 


ist  auch  stets,  solange 
—  1     X  1 :  0 :  a;„  < 

wo  N  Jede  beliebige  positive  Zahl  (>  0)  bedeuten  kann; 


*)  Wennschon  wir  auch  hier  für  vei-schiedene  Funktionen  das  nämliche  Fun  Ii - 
tionszeichen  verwenden,  entgegen  einer  früher  (S.  1"2S)  genmchton  Ang-abe,  so  geschieht 
dies  in  Ülx'reinsf  imtnung  mit  dem  allgemeinen  Gebrauche  in  Fallen,  wo  einu  Verwechs- 
lung nicht  möglich  ist  und  die  Deutlichkeit  d«r  DanteUung  dadnroh  nioht  leidtt,  inm 
Zweoke  möglichster  Vereinfachung. 
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iwettens 

für  positiTe  Werte  von  x 

3 

mit  X[  <d  =  \e     auoh  <e  ist 

und  daitiit,  wenn  wir  die  Grenzen  von  x  und  f{x)  r '  wieder  A  und  B 
nennen,  die  allgemeiue  Greuzbedingung  erfüllt  ist: 

Für    4  — »1  «  0  — a:|  =  :«  <6 

ist  tatsächlich        |JS  —      =  ü  —      =       <  € 

In  den  beiden  eben  behandelten  Beispielen  hat  sich  der  Grenzwert 
der  Funktion  sowohl  von  links  als  auch  von  rechts  gleich  heraus- 
gestellt, so  daß  also: 


lim  [2*1  =  4-1;     lim  [2*1  =  +! 


oder  kurz 

und: 

also 


limi:>^|   -  hl 
litn  x'-^      lim  x^  =  0 

»90 


waiireuddem  sich  andrerseits  finden  würde: 


lim  2*  =  -i-fx> ; 

lim  =  -\-<x,  ; 
»  =  +00 


lim  2^  =  0 

lim      =  — ao 


I>io  beiden  Werte  0  und  für  isiud  zwei  aii'-jii  zrichtietc,  d.  h. 
besondere  Werte,  die  sowieso  uit  \  or^^icht  behandelt  werden  müssen. 

AuB  diesem  Grunde  haben  wir  oben  im  besonderen  den  Punkt  x^O 
vntenuoht»  obgleich  man  eigentlich  für  Vollständigkeit  diese  Grenz- 
ivertimtersuchung  für  jeden  Punkt  der  Kurve  machen  müßte.  Es  ist 
bei  diesen  Untersuchungen  eben  nicht  zu  vergessen,  daß  wir  hierbei 
ohne  weiteres  nicht  die  Funktion  bzw.  ihre  Kurve  als  Ganzes  vor  tms 
hsben,  sondern  nur  die  einzelnen  Werte  bzw.  Punkte  derselben,  von 
denen  wir  oben  0  —  und  auch  noch  den  an  und  für  sich  unbestimmt 
großen  Wert  00  —  herausgegriffen  haben,  ohne  die  Funktion  weiter 
m  kennen. 
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Kill  Beiöpicl.  wo  die  beiden  Grenzwerte  iiiehl,  wie  oben  gesehen, 
für  einen  Argununlwerl  von  beiden  iSeiten  cniander  gleich  sind,  er- 
kennen wir  in  der  Funktion: 

1  4-  ikj 

deren  geometriaches  Bild  in  Fig.  160  wiedergegeben  ist. 

II 


ng.  IM. 

Wie  sich  chnch  Einführen  von  behebip  sehr  kleinen  Werten  für 
das  Argument  in  Übereinstimmung  mit  dem  sieh  damit  ergebenden 
Verlauf  der  graphieclien  Anfzeichinmg  konstatieren  läßt,  nähert  sich 
der  Fimktion^wert  von  der  positiven  Seite,  d.  h.  von  „rechts'*  her 
dein  Wert  Ü,  von  der  negativen  Seite,  d.h.  von  „links"  her  aber  dem 
Wert  -t-1. 

Es  ist  somit: 


lim 

.=0+ 


1 


.1  -f 


^  0 


und 


lim 

»^0 


1 


=  -|- 1 


Die  tataSehliefae  Exiatens  dieser  beiden  Grenzwerte  ergibt  sich 
genau  gleich  wie  oben,  wenn  wir  die  beiden  Bedingungen  für  das  NiUiem 
von  beiden  ISeitoi  nntersnohen. 

Im  ersten  Falle  ist  die  Bedingung  zu  erfüllen: 


oder 


1  t* 
1 


T  <^ 


l  +  ifc 
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woraus 

Int 

d  < 


1 


■■(:-•) 


so  daß  die  Btxiiugung  ^|  —  f(x)  <  e  mit  i^j  =  0  erfüUb  ist  ioi 
Intervall : 

»n(,-l) 

Im  zweiU;ii  Falle  muß  sein: 

i— ^;<. 

woraus  folgt: 

1  +  A  * 

oder  wie  oben  bereits^): 

luib 


so  daß  auch  die  Bedingung  'B^  —  f{x)  <  e  mit  B^^l  erfüllt  ist 
im  Intenrall: 

0>  X   ^  -  d>  -r--  — 

In  gleicher  Weise  läßt  sich 

liiu<x  •  8111  x)  =  0 

«»0  

bestimmen,  wenn  man  der  Einfachheit  halher  sinx  durch  den  sicher 
stets  gröBcfeii,  an  der  Grenze  0  werdenden  Wert  x  ersetst,  so  daß  für 

-  l\x)^  <  t. 

hier  folgt: 

0  — ofsinx  <€ 

oder 

0  —      <  t 

  <f 

^)  Der  siveito  Fall  I   •       ^     ^  ;  ■  —  f  liefert  wieder  dne  selbetTerstindliche 

1  1  +  t'  * 

Rektion:  -r  <\  +  r 


1  +  * 


1 
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was  der  Fall  ist  im  Intervall: 


i 


Fig.  151 


Für  nebenstehend  in  Fig.  152  angegebene  Funktion»  welche  dadurch 
definiert  ist,  dafi  y  =  f{x)  Jeweils  gleich  der  größten  ganzen,  poeitiTen 
Zahl  sei,  die  der  Aigamentwert  im  Intervall  erreicht,  folgt  k.  B.  : 

Ihr  Grenzwert  für  x  «  2: 
a)  Für  eine  Annäherung  Ton  der 
rechten  Seite  muß  sich  ein  Intervall 
J^yZ-^y         j"     «  =  c  .-(c+a)  also  2  .••(2  +  a)  fin- 
P — I       den  laaaen,  innerhalb  dessen  [B-^/Co;)!  <e 
!       ist.    Dies  ist  der  Fall  für  <3     0  bis  1 
{       ■     f        und  ß  =  3     jBi  ,  denn  in  diesem  Inter- 
im.,,' '     '        vaU  a;=  2  •  • .  (2  +  0)  =  2  bis  (2-}- 1)  -  3 
/y^^^l        ist  nach  Definition  der  Fimktion  f{x)  =^3, 
I  ^      f  :       so   daß   in   ihm   jÄ  - /'(a:)!  =  3  ~  31 

<?i        ^-'^  Es  ist  also 


I 


Flg.  168.  lim  fix)  =     =  3 


b)  Für  eine  Annäherung  von  der  linken  Seite  hsr  maß  sich  ein 
Intervall  «  » (c  —  d)  •  •  •  e  dso  (2  —  ^  • '  •  2  finden  lassen,  innerhalb 
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dessen  B   -  fix)  <  f  ist.  Dies  trifft  zu  für  <^  =  0  bis  1  und  B  =  2  B.,, 
denn  in  diesem  Intervall  x  ^  2  -—  ^  —  '1  —  0  bis  2  —  1  =  1  •  •  •  2  ist 
nach  Definition  fix)  ^  2,  so  daß  in  ihm       —  f{x)  =»  i2  —  2.  ««  0  <  £. 
Somit  folgt  auch 

hm  /■(«)  =      =  2 

Erhält  man  von  beiden  Seiten,  von  links  und  von  rechts  den  näm- 
Uohen  Grenzwert,  so  wäre  die  nächstliegende,  logische  Schreihweise: 

lim  fix)  B 

Man  spricht  in  diesem  Falle  von  einem  Orenzwete  seMeeMh4n 
wad  hat  es  auch  nur  dann  emen  Sinn,  die  einfache  Schreibweise 

ZU  bMiütsen. 

In  analoger  Weise  uberträgt  man  diese  Ver> 
haltnisae  auf  den  Grenzwert  B  der  Funktion, 
wenn  man  andeuten  will,  ob  mit  abnehmendem 
od^  zunehmendem  Fonktionswert  (der  Or- 
dinate) dieser  Grenzwert  erreicht  wird,  und 
erhält  auf  diese  Art  ixx  h  die  näheren  XJmsohrei- 
bnngen,  wie  zum  Beispiel: 

lim  f{ß)  ^  B^  vgl.  Fig.  153  a 

oder 

lim  f{x)  ^  B-    „     „  163b 

oder 

lim /^(a?)  =  B-  „  153c 
hm/-(ar)  =  B+    „  163d 

usw. 

Eint'  Fuiiktion  kann  tialu  r  im  allgeineiuen  in  einem  Ptmkt  vier 
verschi«'doiie  Greiizweiie  Ix-sit/cn,  Man  spricht  daher,  nocli  präziser 
auhge<lruckt.  von  einem  Grenzwert  der  Funktion  schlechthin,, 
wenn  die^e  \ier  möglichen  alle  einander  gleich  sind. 

Ist: 

lim/ (j:)  =  0 

ao  nimmt  für  die  nämhche  endliche  Grenze  des  Argumentes  m 
denen  Mähe  der  reziproke  Funktionswert  -  =«  y  unbegrenzt  große- 
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Werte  an;  ihr  Wert  fibersohieitet  jeden  erreiohbaren  endliohen  Wert, 
der  Funk tions wert  wird,  wie  man  sagt,  unenOiich  ifrofi,  gceohxiehea 
„oo*\  ao  daß  dann  in  obigem  Falle: 


■womit  ausgesagt  wird: 

Ist  die  Funktion  ;(.#•)  für  Werte  des  Argument«*  <  in  der  nächsten 
Umgebung  von  r  =s  i  delfiuiert  und  ffcliniart  «'8  unmittelbar  nach  oder 
vor  diesem  Wert  bzw.  dieser  Stelle  ein  hilervall  —  ff  <  .r  <  a  +  d  zu 
bestimmen,  abzugrenzeu,  innerhalb  dessen  der  absolute  Funktions- 
wert /(jr)  über  alles  Maß  wächst,  so  daß  er  innerhalb  dieses  Gebietes 
dem  Zahlenwert  nach  größer  wird  und  bleibt  als  eine  noch  so  grolle 
Zahl  Ol ,  daB  also  die  BeiMiiiiig  besteM  vnd  erhalten  bteibl: 


flo  sagt  man,  die  Funktion  besitst  die  (uneigentliche)  Grenze  unendlich** 
und  zwar  +  ao  oder  —  <x> ,  je  nachdem  der  Zahienwert  der  Funktion 
in  bleibend  positivem  oder  bleibend  negativem  Sinne  grSHer  wird  als  co . 


Natürlich  sind  auch  hier,  wie  oben,  in 
fiag liehen  Fällen  die  UntersoheiduDgen 
bezüglich  der  Annäherung  von  einer  be- 
stimmten Seite  zu  machen. 


Als  Beispiele  hierfür  erwähnen  wir  die 
folgenden  Fälle  in  mehr  oder  weniger  voll- 
ständiger Umschreibung: 


Fl«.  lU. 


lim-:  —  bzw. 


Hir.  ifis. 
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lim 

lim 

+  L«  — '<* 


/ — (x> ,  wenn 

lim  "Log  a;  —  V 

»sO  N-l-oc ,  wenn 


a>  i 
a  <  1 


I 

I 


Fi«.  157. 


lim       [  tg.T  J  4-00 


Fl»  188. 


ar=(2ii±i)  j 

lim      I  tga  j  =»  —no 


Funktionen,  deren  ZaMenwert  wsh  mit  unbegrenzt  wach 
sende m  Argument  einer  be- 
stimmten endlichen  Grenze 
nähert,  sind  in  folgendem  an- 
gedeutet: 


lim  a'  =  0  ,  wenn  a  <  1 
lim         0  ,     wemi     a  >  1 

*=  -oo 


lim 


+ 


bzw. 


lim 


1 

1^ 

1  + 


Fig.  läl<. 


Um 


14 


X- 


-+1 


Ko«iil*T>TrBm«r(  Dttterentfal-  ii.  latssnlnchnnng.  I. 


19 
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Schließlich  kann  auch  der  ii  n  k  tiouswert  zugleich  mit  dem 
Argument  unendlich  werden,  wie  dies  in  folgenden  Beispielen 
zutrifft : 


lim  — 

«  =  - 

lim  ''Loga;  — 


+00, 

wenn 

a  >  1 

+00 , 

wenn 

a  <  1 

für 

a>  1 

für 

a  <  1 

vgl.  Fig.  159. 


167. 


Es  kann  auch  eintreten,  daß  der  Funktionswert  sich  keinem  Gl  enz- 
wert nähert,  wenn  dies  auch  niit  den  Werten  des  Ai'guments  der  Fall 
ist.  Man  «sagt  dann,  die  Funktion  besitze  für  den  betreffenden  Grenz- 
wert des  Argumentes  keine  Grenze  oder  ihr  Grenzwert  ist  un- 
bestimmt. 

Funktionen,  welche  ein  solches  Verhalten  zeigen,  sind  z.  B.  die 
trigonometrischen  für  ein  Argument,  das  unbefrrenzt  wächst  oder  ali- 
iiimmt  (nicht  ganz  korn^kt  ausirednickt :  .,sicli  der  runeigentlichenj 
Grenze  +  (V)  nähert").  Indertat  zeigt  die  Betraclitung  ilirer  geo- 
metrischen Bilder  für  noeh  so  große  Werte  ein  beständiges  Wechseln 
zwischen  bestimmten  positiven  und  negativen  entlliehen  Werten  bei 

sinx  und  cosar,  zwischen 
/(xj=sinx  uucndhchen   Grenzen  bei 

tga:  und  cotga:. 
Es  ist: 

lim  (sina;)  »  unbestimmt 

«  =  ±00 

lim  cosx  —  unbestimmt 


Fig.  162. 


(Die  Kurve  dieser  letzteren  Funktion  ist  bekanntlich  dienftmliche,  wie 
für  sin  mit  dem  Unterschied,  daß  sie  für  ar  =  0  mit  cosa; »  oosO  »  1 
beginnt,  also  gegenüb»  obiger  Sinuskurve  um  eine  ViertelweUeiilSzige 
nach  links  verschoben  ist.) 
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lim  tgx  ^  fmbefitimmt;  vgl.  Fig.  158. 
Um  cotgx  =a  unbestimmt. 


Ebenso  ist: 


lim  (sin  (       —  unbestimmt. 


Für  letztere  Funktion  sieht  man  dienr  Un bestimmt lu  it  des  Grenz- 
wertes leicht  ein,  wenn  man  überlegt,  daß  dieselbe  stets  für  Argument- 

gleich  -r  1  und  für  ^  —  — 


(2n  r  1).T 


werte  von  der  Größe  x  « 

2  2 
glei(di  — 1  wird.  Wif  klein  auch  dir  Werl  von  x  werden  möge,  so  wird 
es  immer  ein  beliebig  kleines  Intervall  |'^|  >  |.c|  >  0  gel)en,  innerhalb 
deBsen  für  x  solche  Werte  aufti«  tm  mit  allen  dazwischen  liegenden, 
80  daß  also  die  Funktionswerte  in  diesem  nicht  kleiner  als  eine  beliebig 
kleine  Zahl  e  sind  und  bleiben^). 

^)  Um  dies  ttraog  nachznweiiMi^  haben  wir  nur  zu  Migen,  daß  also  in  ein  beliobig 
kMiiM  eolebes  IntorraU  ^  immer  ein  Ihtetvatt   ^ —  bie  —  — (für 

dae  —  -  2Seicb«a  gilt  die  Sadbe  analog)  gelegt  weiden  kann.^[E8  iet  also  %n  beweiaea, 
dafi  fflüi^wli  ist:  ^  t 


1 


uUer 


Li  n  .7 


4-  2n.T 


2 


+  (2n  i  \)a 


.T 


+  2«)  .t(^+2»  +  i)     .-r(^  +2n](|+2n)'^ 


•T  i    4-  2  n 


Ist  also  »  enteprecbend  die*«r  Ungleichung  gewählt,  wa«  immer  mögUch  iät>  da  ja  n 
beKeUg  gxoB  weiden  kann,  so  ist  obige  Ungleichung  etfüUt 

19* 
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Eb  liat  also  für  diesen  Fall  lim  .sin        sowohl  als  auch  lim  sin 
keinen  Sinn. 

Analog  verhält  sich  die  Sache  mit  den  Funktionen,  welche  sich  aus 


einem 


mit  'ün  I  ^  j  durch  Multiplikation  bzw.  Division  oder  Addition 

bzw.  Subtraktion  verbundenen  Gliede  zusammensetzen,  sofern  dieses 
Glied  nidit  Shsliehe,  aber  entgegengesetste  Eigenschaften  aufweist 

von  gleicher  oder  noch  größerer  Mächtigkeit,  die  diejenigen  von  8in|— j 
abschwächen  oder  gar  aufheben.  * 
So  zeigt  z.  B.  die  Jb^unktion 


=  *  sin  (  M 


A 

I 


analoge  Verhältnisse, 
Es  ist 


Um 


1 


sin 


(1) 


unbestimmt, 

wenn  schon  niit  gegen 
Null  abnehmendem  x 
iiicr  diese  Funktion 
jeden  l^eliebigen,  noch 
so  großen  Wert  über- 
schreitet; denn,  wie 
auch  das  Bild  (Fi- 
gur 164)  zeigt,  bleibt 
dieser  Wert  nicht  im- 
mer größer  als  eine 
bdiebig  große  Zahl; 
er  schwankt  ebenfalls 
und  Iii  mmt  auehdann 
noch  jeden  endlichen 
Wert  an. 

^  ist  die  namHcbe  Erscheinung  wie  oben»  nur  mit  gegen  die 
Aa^)- Achse  (den  Nullpunkt)  sehr  schnell  waduenden  Wellenh^en 
*(sdion  der  zweite  Wellenseheitel  ist  ca.  achtmal  höher  als  in  ▼orher- 
gehender  Figur),  verursacht  durch  den  in  diesem  Sinne  sich  ändernden 


Faktor 


1 


Also  auch  hier  hat 

lim 


1 


sin 


keinen  Sinn. 
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Ähnlich  steht  es  auch  mit  der  Funktion 

f'{x)  —  X '  eoBX 

welche  mit  positiv  oder  negativ  unbegrenzt  wachHendeti)  Argument 
in  immer  größeren  Schwingungen  zu  beiden  Seiten  der  oc-Aobse  sich 
in  gleichem  Sinne  ändt  it.  also  auch  positiv  bzw.  negativ  unendlich 
große  Wert«  annimmt,  die  Jede  noch  so  große  endliche  Zahl  übersteigen, 
jedoch  nicht  dauernd,  da  es  iniint-r  gewisse  Stclh-n  für  größte  Werlo 
von  X  gibt,  für  welche  cosap  =  0  wird,  nämlich  wenn  x  ein  —  beliebig 

großes  — Vielfaches  von  —  wird. 

Aus  diesem  Grunde  ist  ebenfalls 

lim  (x  •  cos^r)     unbestimmt  (hat  keinen  Sinn). 

Ebenso  ist  lim  {x  •  sina?)  =  unbestimmt. 

Anders  verhält  sich  die  Sache  jedoch  mit  der  Funktion 


0 


Auch  hier  ist  zu- 
folge der  darin  auftre- 
tenden Teilfunkiion  sin 

1^  ^  I  ein  bestindiges  Os- 


tl 


ziüiercn  in  der  ITniue- 
hung  des  >, uilj)uaktes 
Ulli  die  ic- Achse  vorhan- 
den, aber  mit  gegen  den- 
selben fortwährend  ab- 
nehmenden Oidinateu, 
so  daß  gegen  den  Null- 
punktf  beim  Annähern 
der  Argumentwerte  an 
a;  «  0  der  Funkti<m8- 

wert  sich  in  unendlich  vielen  Schwingungen,  bleibend  beliebig  kleinen 
Werten,  dem  Nullwert,  die  Kurve  dem  Nullpunkt,  nähert.  Diese  Funk- 
tion erreicht  daher  ihren  Grenswert  0  für  a; »  0 ,  welchen  Wert  sie 
in  der  Umgebung  des  Punktes  0  zudem  noch  unendlich  oft  amiimmt. 
Es  hat  daher  hier  einen  Sinn,  zu  schreiben: 


I 

i 

1 

i 

i 

Fi«.  165. 


linJ«  •  sin  (  M 


«.0 
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In  ähnlichem  Sinne  folgt: 


liiii|a;cott  ^ — jj  —  0 


Auch,  weil  stets  der  Sinus,  absolut,  kleiner  oder  höchatens  gleich  1 


sin  ^ij      1,  80  folgt: 

Hl) 


und  da 

80  folgt  erst  recht 


Uin.r  —  Ü 

X  0 


ij  inj:  sin 

s»0 


und  zwar  sowt^lil  für  r     0  als  auch  für  .r  :>o  0, 

Berücksiclitigt  man,  daß  mit  wachsendem,  sehr  großem  x-  die 

Funktion  sin  (  ^  j  sehr  klein  und,  je  kleiner  das  Argument  des  Sinus  ist, 

um  so  mehr  der  Sinus  »ich  detiseu  Weile  nähert,  su  folgt 


für  X  =  oo: 


.    1  l 

sm-  = 

X  X 


besser  geschrieben: 


lim  (sin  ^ )      hm  (  M 


und  damit  erkemit  man  auch  sofort  den  schon  olien  «  rwähTiton  Grenz- 
wert dieser  Fmiktion  für  positiv  oder  negativ  mieudhche^  Argument : 


lim 


X  •  sin 


III  a:  •  —  =  1 


4!  =  ±?0 


^)  Für  sehr  kleine«  x  kann  nämlich  geschrieben  werden: 

t\x)  -    •  wu(  ^  )  =    «Q^-tV  2  + 

worin  N  fcerade  oder  un|terade  gans  und  damit  a  itete  ein  spitzer  Winkel  und  wenn  d 
eine  Holn  kl<  iru^  und  H  eine  sehr  große  Zahl  bedeuten. 

Dunn  wicü: 

jlI  .  /  v^"\         ,       i%t^\  '     I      (     ^  -^^  ^  gerade 

'  ■    z.        i     (^(^ooBA),    „  ungerade 

ßomiti  folgt: 

hm    X '  8\ü\    \    =  nrn  '        0 . 
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aber 


Ein  *  Funktion  kann  unter  UiiiHtänden  auoli  sellxit  für  bleibend 
beliebig  gi*oße  numerische  \V«  rt»  keine  Grenze  benitzen,  wenn  ea  nämlich 
möglich  iRt,  bei  Annäherung  des  Arguments  an  eine  Grenze  A  eine 
ebenfalls  «ehr  große  Zahl 

üi  anzugeben,  die  von  ^1 
den  Funktionswerten  in 
nächster  Nähe  des  Grenz - 
punktes  A  für  das  Ar- 
gument, also  im  Inter- 
vall A  —  ö<x<A-r6 
m<^t  dauernd  über* 
Bobritten  wird. 

Dies  ist  z.  B.  der 
Fall  mit  der  Funktion 

y  ~  f  '{x)  ^-  X  \  cosx 

wie  ihr  BUd  Fig.  166  er- 
kennen laßt.  Selbst  für 
noch  so  große  Werte  des 
Arguiuents  schwingt  die 

Klirre  stets  um  die  Ge- 
rade }i     X  als  Achse,  w'ml  es  also  Werte  der  Funktion  geben,  die 
größer  und  kleiner  sind  als  x. 
}^  ist  also: 

Vim  \x  +  cos2;|  —  unbestimmt  (nicht  +  oo) 

X  ...  X. 

lim  \x  -t  voaxl  =^  unbestimmt  (nicht  —  ou) 

S  «  — <xi 

Gleiches  oder  ähnliches  Verhalten  zeigen  auch  die  Fmiktionen: 

y  —  f{x)  —  X  —  cos« 

femer 

y  =  /■(.}•)  ^  X  /■  »inar 

und  auch  die  bri  absolut  wachsendem  ArcuiiH  iit  mit  wachsenden 
Schwingungen  du  er  Kurve  versehenen  l'unktiuneu 

y  =  a:  +  xcmx  —  x{l  -f  Cosa;) 

l{x)  XQQ»X  usw. 


Flg.  IM. 


oder 
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Wie  ersiehtlicli,  irchört  hierher  ilio  stanze  Kliü>so  dw  osziUit  ieiiclt-u 
Funktionen  überhaupt,  d.  h.  solcher,  deion  Wertp  gewiböen  periodisch, 
sich  wiederholenden  Schvvaiikiiiigen  unterworfen  sind. 

£b  kann  aber  auch  in  solchen  Fällen  duroli  bestimmte  Definition  det>  Argu- 
mentB  ein»  demtüg  gebaute  Fonktioii  einen  Orenswert  eriialteD,  irann  man  dem 
Afgoment  nur  beetimmte  Werte  in  bescliränktarer  Zahl  zusohreibt. 

Iii  die  Funktion  z.  B.  K>  definiert,  daß  ihr  Aq;iiment  der  Reihe  naoh  nur 

die  Werte  ^  ,       ,  ^^^^  » « •  *  annehmen  kann,  so  beeitst  die  Fiinkti<m 

itf  ifa*  ib 

f{x)  K=  ma* 

ffir  «  =  +c»  nur  einen  bestimmten  Grenswert^  nimlioli  -hoo,  da  die  Funktione* 

\rerte  der  trigonometrischen  Funktion  dann  für  aUe  Älgnmentwerte  stets  gleich 
+1  sind  und  die  Funktion  daher  diesen  Wert  auch  für  noch  so  grofies  Argument 
besitzt. 

JOie  Funktion: 

ff{x)  B  oosa; 

eneioht  ffkr  xo^'^co  die  Gnoxe  — 1 ,  wenn  ar  »  (2  n  +  1)  .t  und  die  Qiense  + 1 , 
wenn    s  2f».T,  wobei  »  die  Reihe  aller  ganien  Zahlen  dnrcUauft. 

Die  Funktion: 

t/'[X^  =  X  +  cosr 
emieht  im  gleiehen  Falle  für      +ofc>  die  Grenie  iroo. 

vSchließlich  betrachten  wir  kurz  noch  als  be- 
sonders interessant  und  wichtig  die  folgenden 
Grenzwerte:  . 

lim(a:')  =  1 


=  0,69" 





lim 


X 


+  1 


Man  erkennt  letzteres  wiederum  sofort  leicht  bei  Beachtung,  daß 

an  dieser  Grenze  der  Sinus  gleich 
//7jr/      !    (    \\i  dem  Zahlwert  seines  Argumentes  wrd. 

I 


 fJC 


A 


Es  ist  ferner,  wie  man  auch  aus 
der  Fig.  168  leicht  ersieht. 


lim  ( 


i'ig.  16». 


V  -  ) 

\«mxJ 


uubcätimmt 
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2dl 


(an  der  Grenze  schwankend  zwischen  positiv  und  negatiT  unendlich 

großen  Werten) 

und 


/  aina*  \ 


0 


wa'^  iiiaii  leicht  da i aus  ri- 
kennt,  (laf3  .«in.r  auch  für 
noch  so  großes  Aigunieiii  iiic 
nl>er  die  Werte  1  liirtaus- 
kommt,  also  bezüglich  (Tn-iit- 
X  in  diesem  Falle  maligchciul 
bleibt;  der  Sinus  spricht  nur  l)eim  N'orzeiciieu  mit. 
Eis  ist  iernei' ; 


3      ¥     S  S 

Flg.  im 


9    S  10 


lim 


-hl 


Um  I  (l  +  MI  -  -f  2,71828  •  •  •  - 


und  ebenso  ist  auch: 


lim[(l  -\-x)' 


=  c 


Für  die  FäUe,  wo  der  Funktionswert  im  Punkt  kein  unbestimmter 
ist,  aber  verschieden  von  den  Grenzwerten,  verweisen  wir  auf  die  später 
ausführlich  behandelten  Beispiele*): 


F{x)  =  >  sin* «(cos»)*" 

Na»0 


K-O 


Es  kann  auch|Hntreten,  daß  die  Funktion  f{x)  einen  bestimmten 
Wert  f{ß)\ivs  einen  bestimmten  Wert  des  Arguments,  a,  hat,  aber 
keinen  Grenzwert  für  diesen,  weder  von  links  noch  von  rechts  oder 
nur  von  einer  Seite,  besitzt. 


Indcju  ^^^^  uns  an  ^la'J  üher  dii^  ..uneiKlhcli  kleine  (iirdic"  als  Wr- 
änderliohf  (  W -sagte  eiiuncin,  können  wir,  wie  leicht  einzusehen,  unter 
Herbciziehung  des  Begriffes  deö  Grenzwertes  die  Untersuchung 

1)  Vgl.  S.  15. 

Vgl.  8.  344— S61. 
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der  Ordnungen  unendlich  kleiner  Größen  a  uf  jene  des  Grenz- 
wertes von  Qiiotionten  «olrhor  zurüc kf ü In  en. 

Es  läßt  sicli  dann  satren,  daß  zwei  solche  (h-ößon  \  on  der  nä  ra- 
lichen  Ordnuntr  nind,  wenn  der  (Grenzwert  ihres  Quotienten 
eine  endliche,  von  Null  verschiedene  Zahl  ist,  daß  sie  von 
ungleicher  Ordnung  unendlieh  klein  ist,  wenn  derselbe  null 
oder  unendlich  ist,  (im  ersteren  l-'alle  ist  der  Zähler,  im  letzteren 
der  Nenner  höherer  Ordnung),  daß  ihre  OrdniiriL^  —   weimschun  «ie 
selbst   beide   unendlich   kleine  Größen  sein  köinien  —  nicht  be- 
stimmbar ist.  wenn  ihr  Quotient  keinen  Grenzwert  besitzt 
und  a  ußerdeni  dessen  Größe  in  der  Nähe  der  Grenze  auch  nicht 
nur  zwischen  endlichen  Grenzen  schwankt.   Im  letzteren  i'alle 
wären  sie  auch  gleicher  Ordnu ng,  trotz  unbestimmten  Grenz- 
wertes, jedoch  bei  Schwankungen  zwischen  von  Null  ver- 
fichie denen,  endlichen  Zahlwerten. 

So  ergibt  sich  für  die  Beispiele,  die  wir  schon  früher^)  erwähnt  haben  : 

1.  Bei 


lim 

4^0 


a 


-A 


folgt  durch  Keihcnentwickiung  der  Wert 


1 


also  eine  endliche. 


2  Ina' 

von  0  verschiedene  Zahl.  Demnach  sind  Zähler  und  Nenner  von  gleicher 
Ordnung  unendlich  klein. 

2.  Auf  gleiche  Weise  findet  man: 

'      -0  =  " 


lim 

-0 


-A 


daher  sind  füi-  unendUch  kleines  d  Zähler  und  Nenner  ungleicher  Ord- 
ninirr  tmendlieh  klein,  und  zwar  ist  der  Zähler  höherer  Ordnung  (der 
gleichen  wie      als  der  Weimer. 
3.  Es  wird: 


lim 


=^  lim 

Ii ! 

<^  -  u 

weshalb  Zähler  und  Nenn(>r  ungleicher  Ordnung  sind,  und  zwar  ist 
der  Nenner  von  höherer  Oidnung  (vonder3-ten  gegenüber  d)  unendUch 
klein  gegenüber  dem  Zähler. 
4.  Aus: 


lim 


=>  lim 

*=0 


1  ^  f  4-  f- 


=  1 


^       J_  ,1 

folgt,  daß  Zähler  und  Nenner  unendlich  klein  von  derselben  Ordnung 
sind,  und  zwar  beide  von  der  zweiten  Ordnung,  wenn  c  von  der  ersten  ist. 


1)  S.  2öÜ  u.  ff. 
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6.  Ein  Beispiel  anderer  Art  liefert  uns  die  Berechnung  des  Orenz- 


Üm 


Er  ergibt  durch  Reihenentwickiuug  di  u  Wert  f».  iVlso  ist  der  Nenner 
unendlich  klein  von  höherer  Ordnung  als  der  Zähler.  Und  zwar  ist, 
wie  die  nähere  Rechnung  zeigt,  diese  Ordnung  unbestimmbar,  somit 
Zähler  und  Neuner  überhaupt  nicht  vergleichbar. 


Die  allgemeine  Berechnung  von  Grenzwerten  —  die  wir  nach« 
folgend  noch  an  einigen  Beispielen  andeuten  werden  —  fordert  die 
Kenntnis  gewisaer  Regeln  und 

Sätze  über  die  Grenzwerte  znsamniengeäetzter  Funktionen, 
stets  bezogen  auf  die  nämliche  Grenze  des  Argumentes. 

T.  Der  Grenzwert  der  Summe  zweier  Funktionen  ist 
gleich  der  Summe  der  Grenzwerte  der  Teilfunktionen. 

Kurz  geschrieben: 

lim  [r(x)  +  y  («)]  -  lim  \f(x)\  +  lim  [ip  {jr)\ 

Zum  Beweise  müssen  wir  natürlich  vorausaetzen,  daß  diese  GrenZ' 
werte  existieren,  so  daß  also: 

limf/(.x)     v  (x)l  =  B 

»sA 

\im[i\x}\ 

x  =  A 

\im\q){x)\  — 

x^A 

Dann  bedeutet  die  Existenz  des  Grenzwertes  der  linken  iSeite  nach 
unserer  Darlegung,  daß 

\B  —  [/"(a:)  +  *p{x)\\  <  f ,     wemi  nur     \A'-x\  <^ 

und  auf  der  rechten  Seite  folgt  danut : 

l^i  —  /(a;)|  <.  wenn  nur      \A  -  x\  < 

und 

jftg  —  ff(:x)\  <  f«»     wenn  nur      |^  —  jcj  < 
Es  folgt  somit: 

1^  -  m\  +  |6i  -  ^  Wl  <  «,  +  ^2 
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und,  solange  wir  nur  reelle  Größen^)  im  Auge  haben,  wird  dann  weiter*) : 
wenn 

Iii  -  ar|  < 


wobei  y  die  größere  der  beiden  Zahlen      und  ^  bedeuten^  kann. 
Sets&en  wir 

+      -  f  ' 

wobei  e'  beliebig  klein  sein  kann,  weil  dies  ja  für    und    gilt,  so  folgt: 

+  M  -  (/(^i  i  7  (^)11  <f' 

wenn 

M  -  »I  <  d' 

was  aber  iiiclit«  anderes  ist  als  div  Bedingung,  dali 

lim[/ta:)  +  v(«)|  =  &ihft2 

Nun  iät  aber  iiacli  obigem: 

Ufn|A«)  +  v(«)l  =  Ä 

X  -A 

womit  sich  ergibt  : 

B     6,  -I  6jj 

also  indcitat  flir  im  Sat/  aiiL^esprochene  Beziehung,  welche  sich 
allg<  mein  '{urch  Einführung  der  i^'unktioneausdrücke  für  diese  Grenz- 
werte sclireibt: 

lim \f{x)  +  9  (a:)|  -  Unii/(x)j  -j-  linilv'(«)j 

W.  Z.  Z.  W. 

Ganz  analog  läßt  sich  der  Beweis  auch  für  die  Differenz  liefern, 
8o  daß  allgemein  gilt: 

II.  l>er  Grenzwert  der  Differenz  zweier  l^tnktiunen  ist 
gleich  der  Differenz  der  Grenzwerte  der  Teilfunktionen. 

Kurz  geschrieben: 

lim[/(a;)  -^{oc)\  -  lim[/(a;)]  -  liiii[^(ir)] 

Das  iiämHehe  läßt  sieh  aucii  für  eine  beiieblLi  oft  vviedorholle,  aber 
in  endlicher  Zahl  gesetzte  Kombination  von  Addition  und  tSubtraktion 
a  ussprechen : 

^)  Vgl.  8.  UQy^ 
«)  Vgl.  S.  4. 
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in.  Der  Grenzwert  einer  Funktion,  bestehend  aus  be< 
liebiger,  aber  endlicher^)  Zahl  addierter  oder  subtrahierter 
Teilfunktionen,  ist  gleich  den  in  gleicher  Art  verbundenen 
Grenzwerten  dieser  TeiUunktionen. 

D.h.: 

lim  ( :z  f{x)  -  y  («)  '/(*)J 

=  ^.  lim  f/  ix)  X  lim  y>{x)  :h  •  •  •  'S.  lim  //(jb) 

Z    A  Jt~Ä  z-A  x^A 

TV,  Der  Grenzwert  des  Produktes  zweier  Funktionen 
ist  gleich  dem  Produkt  der  Grenzwerte  der  beiden  Teil- 
funktionen. 

K,urz  gescimeben: 

Auch  hier  läßt  sich  der  Beweis,  ausgehend  von  der  \^orau8setzung 
der  Existenz  der  drei  fJrenzwerte.  leicht,  wie  folgt,  erbringen: 
Die  linke  ^ite  sagt  dann  aus: 

\B-^{f{x)'^{x)]\  <e 

wenn 

\A  —  x\<d 

Die  rechte  8eite  sagt: 

j6|  —  /{x)[  <  fi ,     wenn     1^4  —  «1  < 

und: 

1^2  ^  9  (3^)1  <    .     wenn     \A  —  x\  <  i\ 
Durch  Multiplikation  folgt  dann: 

1*1  -  /W '  \ht  -  < 

daher  auch: 

IU6i  -/(«)! -L^«  < 

oder: 


—  K  fix)  —     <i  (X)  t  fix)  •  (f  vx), 
l(fr»*Jr  -  /  •  V)  +  (2/  .  9P  -  6,  /  -  6|  <r)\  <  h  ^2  ») 


Der  Grenzwert  einer  Summe  bostehend  aus  unendlich  vielen  Summanden 
kann,  er  muß  aber  im  allgemeinen  nicht  gleich  der  Summe  der  Grenzwerte  der 
Snmmanden  sein.  Wir  wenl6i&  dies  später  noch  deutlicher  erfahren  (vgL  S.  436V 
•)  Lediglich  dt-r  Abkürzung  and  einfachertn,  übt  isi>  litlidiLii  ii  S>  lirfnb\vris4-  li;ill>er 
■eteen  wir  nur  da«  Funktionszeioben  ohao  das  hier  »elbstTcistandlicbe,  dazu  zu  denkende 
Ai|[nmeat|  also  s.  B.  „f**  an  Stelle  von  wie  ee  abrigoM  in  I^Ulen  grSOerer  und 

Auidr&cke  dftets  mit  VorteU  praktiziert  wird. 
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oder,  weil  wir  nur  auf  rrrlle  Giöüen  Kiicksicht  nphmoii,  so  folgt: 
a)  wenn  die  beiden  Klammem  gleiches  Vorzeichen  haben 

und  daheor: 

h)  weiui  die  beitien  KJauimergrößeu  entgegengesetztes  Vorzeichen 
haben,  kann  man  vor  der  negativen  das  Vorzeichen  herausheben  und 
erhält  dann  die  DiftVrcnz  zweier  Klammerausdrücke  gleichen  \'ur- 
zeichens,  mit  der  wir  gleicligiiltig,  weiche  wir  als  negativen  Kiammer- 
ausdruck  erhalten  —  schreiben  können: 

oder,  da  wir  links  nun  die  XMfferenz  zweier  Zahlen  (der  Klammern) 
mit  gleichem  Vorzeichen  haben,  statt  dessen 

löA  -  /"vi  -  \2fq^  -b,/  -  5,  vi  <  '2 

\bibi  -  /VI  <       +  -  b^l  -bi<p\ 

Infolge  der  Voranasetsung  ist 

lim  f  —bi     und     lim  q>  —  hf 

und  wird  somit  der  rechte  in  der  absoluten  Klammw  Stehende  Aus- 
druck beliebig  klein,  und  somit  aus  a)  und  b): 

~  /  vi  <       ^:  's  »     wenn     \A  —  x\  <  6* 

wenn  i.^  die  beliebig  kleine  (;i()ße  bedeutet,  die  aus  der  absüiut(  u 
Klammer  rechts  stammt  und  \\  '\r  mit  ö'  wiederum  die  größere  der 
beiden  Zahlen  (^^  und  bezeiclmen. 

Mit  «|fj±£3  =  e'  folgt  daim 

1*1 6*  —  f{x) '  ^{x)\  <  e\     wenn     \A—x\<  6' 
das  heißt  aber: 

lim  |/(«)  •  ip(x)\  ~  6,  •  6j 

s  =  A 

Da  andrerseits  nach  Voraussetzung: 

^m\l\x)^^{x)\^B 

ist,  äo  folgt  nun: 
oder  also: 

lim  [f{x)  •  V  (^)J     lim  f{x)  •  lim  q){x) 

I-A  »9A  *=A 
  W.  Z.  Z.  W. 

')  Vgl.  8.  4. 
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Auch  fliese  Regel  läßt  sich  ausdehnen  auf  l>eliebig  viele  Faktoren 
von  endliciier  Anzahl  und  Ici'  ht  beweisen,  worin  man  alle  Faktoren  in 
nur  zwei  Teilen  unter  zwei  neue  Funktionszeichen  znsammenfaljt  und 
auf  dieiki  beiden  Funktionen  den  obi<ren  Satz  anwendet  und  f^o  tlurch 
Zerlegung  in  je  /wc-i  Faktorfuiikt lonen  unter  beständiger  Anwendung 
de^  obigen  iSatzes  bis  zur  völligen  Zerlegung  in  alle  Einzelfakloreii 
fortfährt. 

Ks  folgt: 

V.  Der  Grenzwert  einer  Funktion,  bestehend  aus  einer 
beliebigen,  aber  endlichen  Anzahl  miteinander  jnultij^li' 
zierter  Teilfunktionen,  ist  gleich  dem  Produkt  der  Qrens- 
werte  dieser  Teilfunktionen. 

1>.  h.: 

Iim|/  (or)  •  'y  (x)  •  i/'ix)  »/(•**)!  -  lim/  (a*)  •  liiu'/  {x)  •  lim  tj'{x)  lim  ij{x) 

X-A  X    A  x-A  X    A  x~A 


Sind  im  besonderen  die  miteinander  multiplizierten  Funktionen 
einander  gleich,  so  folgt  aus  dem  eben  Gesagten  sofort  cülgemein  für 
n  Faktoren: 

Wenn: 

/■(«)  =  9r(ar)  =  v(a?)  = 
llm[(/W]«(ymI/(aß)l)'' 

d.  h.: 

VL  Der  Grenzwert  einer  ganzen,  endlichen  Potenz  von 
einer  Funktion  ist  gleich  dem  in  die  nämliche  Potenz  er- 
hobenen Grenzwert  der  Funktion. 

Im  weiteren  gilt  olH<:e  Regel  auch  für  den  Quotienten  mit  der 
Eänschrankung,  wenn  der  Nenner  nicht  null  wird: 

Vli.  Der  < ;  I  enzwert  ei  nes  Quotienten  zw  eier  Funktionen 
ist  gleich  dem  Quotienten  der  Grenzwerte  der  beiden  Teil- 
lunktioncu,  solange  die  Nennerfunktion  in  der  Grenze 
nicht  verschwindet. 

Also: 

jr^A  -   
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Bezüglioii  de«  Beweises  haben  wir  wieder: 


folglich 


B- 

^  - 


M 


wenn 


\  A  —  x\  < 

-  a;|  < 


1*1  -  /  UVi 


-    <  t 

AiuUog  durch  Division  lult  W{x)\  r\z  Q  : 


Somit: 


oder 


*i  -  fix) 
<p{x) 


< 


f 

V 


woraus  nach  obiger  Daistelluiig  itn  Beweis  für  das  Produkt,  je  ii  irhdein 
die  beiden  Klamniergrußen  gleiches  oder  ungleiches  \'orzeicheu  auf- 
weisen : 


Nun  ist: 


b^ 

7 


<  e'  -f  c"  ± 
f 

b,^ 


I 


^7 


und  setzt  man  zufolge  der  Voi au>setzung  |6j  f\x)\  <  e,  mit  Be- 
gehung eines  beliebig  kleinen  Fehlers  (dessen  Wahl  ja  nur  von  der 
Wahl  der  beliebig  kleinen  Zahl     abhängt)  /*  =  &i     f , ,  so  folgt: 

6,  _  f  ^  6|  6,  —  (6,  -  t\)  y 

Nun  ist  nach  Voraussetzung  —  :  und  somit  wird  der  ZSMer 
beliebig  klein,  also  auch  der  ganze  Bruch,  so  daß  man  setzen  kann: 

.    *.  _  /- . 

T  b^ 


.ff 
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womit  dann  folgt: 


-zr  <  «  4-  £ 

h  m 


<€ 


wctttMB  aber: 


und  somit,  da  1)ereits 


Um 


lim 


ip{x) 


oder 


lim 


fix) 
ip{x) 


liml/(x)| 

*-A  

lim(9^(jGi)| 


^9ft  2«  2«  W« 


AU  Spezialfälle  erwähnen  wir  noch  die  folgend«i; 


VIU. 
IX. 

X. 


Um[0  ±         -  C  ±  lim/  («) 


Um[C'./(a;)J«CUm/(a;) 

X  = 


lim 

r  =  A  L 


lim/(ac)' 

JT-A 


wenn      /"(a;)  4=  ^ 


d.  h.: 

Eine  Konstante  darf  als  Summand  oder  Faktor  unter 
dem  LimeB-Zeichen  stets  ohne  weiteres  als  solche  Größe  vor 
dasselbe  gesetzt  werden. 

Ganz  allgemein  ergibt  sich  aus  obigen  Betrachtungen: 

Eine  Opsarat- Fuuktittu.  gebildet  aus  einer  beliebigen  eudlichen 
Aji2abl  vuu  Additionen,  Subtraktionen,  Mnltiplikaiioum  (ganzzahligen 
Potenzen)  und  Divisionen  beliebiger  Funktionen  besitzt  einen  Grenz- 
wert, der  gleieh  iüt  der  gleichartigen  Kombination  der  Grenzwerte  der 
einzelnen  Teiltunktionen,  wenn  die  im  Nenner  stehenden  Funk- 
tionen an  der  Grenze  nicht  verschwinden. 


Koefttler>Iramer,  DltTercnüal-  u.  liitegrulrochuunjj.  I. 


•20 


Digitized  by  Google 


306  Stetigkeit  und  Unstetigkeit. 

D.  K.  für  solche  sog.  rationale  Funktionen,  in  denen  nur  diese  vier 
Iww.  fttnf  Gmndopeiratiioii^  auftreten,  gilt: 

lim[J*(/(ie),  yC»),  ij»(ap),  . . .  ijCoß))]  - 

—  JP[lim/(ir),  lim^(a['),  lim i)y(a(!)^  limi2(as)] 

So  ist  z.  B. 


lim 


lim  [  /*(»)]  +  lim  [(p{x)\  -  lim  fv(»)]  •  lim  [r;(a?)l 

  «-4  X-Ä  X=A   <  =   

(limieW 

wenn  iim|ß(«)J  4=  ^ 

oder  kurz: 

/+  9?  —  y  j^]  _  lim/' 4-  lim^  —  limi^  •  limi^ 
~    ~  (lime> 

wenn:  lim^  ^  0 


Hm 


Wenn  schon  die  oben  gegebene  Darstellung  dif  ♦'inwandfrein 
Feststellung  eines  Grenzwertes  gestatt/'f  so  kaim  sie  es  doch 
stets  nur  in  tl( m  Sinne  tun,  daß  sie  einen  sei)  ii  .  ermuteten  als  solchen 
bestätigt.  Sic  ar))eitot  Ja,  wie  gesehen,  naeli  dem  Prinzip:  ,,Wenn  B 
der  Grenzwert  sein  soll,  so  muß  . . setzt  also  stillschweigend  bereits 
das  Bekanntsein  eines  möglichen  ZahJenwertea  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  voraus. 

Solanjje  nun  die  Funktion  sehr  einfach  und  übersichtlicli  gel>aut 
ist,  kuuii  diese  Bedingung  auch  als  erfüllt  gelten.  Diese  Methode  läßt 
ujis  daher  aber  auch  vöUig  iiu  .Stich,  sobald  es  sich  um  zusammen- 
gesetzte Funktionen  oder  überhaupt  um  komphziertere  Fälle  handelt, 
wo  man  den  vermuthchen  Grenzwert  nicht  gut  erraten  kann,  um  ihn 
nur  noch  zu  kontrollieren.  Immerhin  Uräbea  auch  für  soldie  Uffle 
obige  Darstellungen  gnmdlegend. 

Die  Schwierigkeit,  einen  Grenzwert  zu  erkennen,  hegt  oft  darin, 
daß  die  betreffende  Funktion,  wenn  wir  in  ihrer  vorliegenden  Eonu 
das  Argument  sieh  seiner  Grenze  n&hem  lassen,  ihren  Wert  sich  einer 
der  sog.  unbt9i%mm%€n  Formen  —  wie  ihr  nicht  gerade  glüokiioh  ge- 
wählter Name  andeutet  —  nähert,  welche  als  Qrenzwertform  fOr  die 
Funktion  wohl  ganz  bestimmte  Werte  haben  können,  sie  jedoch  ohne 
weiteres  nicht  erkennen  lassen. 
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sinx 

Läßt  mau  z.  B.  im  Quotienten         das  x  immer  kleiner  werden» 

so  nähert  sich  der  Quotient  der  JPorm  ^  .  Wenn  schon,  wie 

WH'  übrij  auf  audere  Weise  eikuunt  l:  iben.  der  Quotient  als  Grenzwert 
der  Funktion  eine  ^mu  bestimmte  Zaiil.  uamüch  i  ist,  so  geht  dies  aus 

diesem  Resultat     nicht  ohne  weiteres  hervor,  weil  wir  aunäcfast  mit 

dem  Quotienten  ^  überhaupt  nichts  anzufangen  vermögen,  da  Ja 

iudlM  soiidt vre  die  Division  durch  Null  nicht  irestattet  ist.  Wie  aber  trotz- 
dem einem  solchen  Quotienten  eine  symbolische  Bedeutung  gegeben 
werden  kann,  darüber  vergleiche  man  VI,  S.  352  u.  ff.,  insbes.  S.  402 — 40ö. 

Ebenfio  ließe  der  Quotient  x  •  sin  [  M   mit  immer  wachsendem 

Argument  auf  die  Grenze  oo  •  sin     j     oo  •  sinO  »  oo  •  0  sohlieBen, 

el>onfaHB  eine  Foini,  welche  zunächst  keinem  bestimmten  Wert  zu 
entsprechen  sch*M?)t  und  doch,  wie  wir  bei  der  Untersuchung  dieses 
Grenzwertes  ^e^ehen  haben,  hier  1  bedeutet*).  Auch  liier  ist  dieses 
Produkt  nur  wie  ein  Symlx)l  für  den  bestimmten  mathematischen 
Prozeß,  nämlich  den  der  Grenzwerterreichimg,  aufzufassen. 

Analog  verhält  es  sioh  mit  dem  Grenzwert  \\  -\-  für  stets  zu- 
nehmendes Argument.  Der  direkte  Übergang  zur  Grenze  würde  uns 
auf  die  Form:  (l  -f  — )  -  (1  +  0)**     1~  führen,  was  in  diesem  Fall 

nicht  i  iüt,  öondern,  wie  oben  gesehen,  du  I  n  st  immte  Zahle  =  2,718  •••*), 
was  uns  sagt,  daß  auch  1°*.  eine  ohne  weiteres  nicht«  Bestimmtes  aut*- 
äagende  Form  ist. 

Eb  ist  in  all  diesen  Fällen  zur  Gewinnung  des  richtigen  und  be- 
stimmten Grenzwertes  das  Konstrnktionsgesetz  der  Funktion, 
die  zu  einem  solchen  Ausdrucke  an  der  Grenze  führt,  mit  in  Betracht 
zu  iehen. 

sin  X 

So  nimmt  z.  B.  — —  für  imbeschränkt  abnehmendes  a;  auch  zuletzt 

8ui0      0  0 
die  Form  ^    ■     —  an,  jedoch  ist  ein  Unterschied  zum  Grenzwert  ^ 
6-0      0       ''  ,    .  0 

sma?  1  öina» 

von  — -    vorhanden,  indem  der  Ausdruck  immer,  als  -  ,  der 

X  o  X 

5-te  Teil  des  obigen  bleibt  und  dies  bis  zur  Grenze.  Der  Grenzwert 

»)  Vgl  8.1293/M. 
«)  Vgl  &  Iß. 

20* 
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dieses  Ausdruckes  wird  denn  auch  ~  und  nicht  1,  wie  man  leicht 

5 

eikennt,  wenn  wieder  berücksichtigt  wird,  daß  an  der  Grenze  für 
X  SS  0  :  sinx  =  z  und  somit 

x=.o\5    X  f     s=oVd  xf      5  f=oX      5  6 

ist.  Der  Unterschied  rührt  also  daher,  weil  hier  der  Nenner  5 -mal 
grOBer  war  und  dies  bis  zur  Grenze  blieb,  welcher  Faktor  5  im  Nenner 

aber  die  unbestimmte  Form  %  für  die  Grenze  nicht  beeinflußte. 

0 

Ebenso  ist  1^  stets  genau  gleich  1,  wenn  dieser  Ausdruck  ent- 
standen ist  durch  unbeschränkt  wiederholte  Multiplikation  von  1  mit 
sich  selbst.  Es  ist  also  bestimmt: 

lim  ij  •  1|  •  I3  •   1«     1**  «  1 

und  hat  mit  der  obigen  unbestimnit4?n  Form  in  diesem  Falle  (nur  !) 
nichts  zu  tun,  ^\eil  eben  das  Entstehungsgesetz  oder  das  Konstruktions- 
soi^etz  ciiesoi  Potenz  1"^  in  diesem  Falle  bekannt  ist  und  dasselbe  nur 

diese  Ltisung  zuläßt. 

Aus  all  den)  folgt,  daß,  solange  solche  Formen  nnftttten  olnie 
tiefere  Eiusielit  in  das  Entstehungsnetz,  mittels  dessen  auf  t  int  l)e- 
stimnitere  Aussage  derselben  weiter  geschlossen  werdei»  kann,  dieselben 
als  niehts  sagend  hinzunehmen  sind,  indem  sie  keine  bestininiit' 
Antwort  auf  die  Frage  nach  dem  gesuchten  Grenzwert  zu  geben 
vermögen. 

Sie  sind  daher  zur  Kiieicbung  eines  bestimmten  Resul- 
tates, auf  das  man  ohne  nähere,  weitere  I'ntersuclui  ng 
bauen  kann  und  will ,  für  be.stimmte  Aussagen  als  unbrauch- 
bar zu  vormeiden. 

Derartige,  hierfür  in  Betracht  fallende,  sogenannte  ^.unbeMimmU 
oder  vieldeuHgen  Formen"  kennen  wir  in  den  Ausdrucken: 

u  00 

Um  nun  das  Vorgehen  kennen  zu  lernen,  welches  in  vielen  Fällen 
zur  Bestinunung  des  nicht  so  olme  weiteres  erkennbaren  Clrenzwertes 
auf  elementarem  Wege^)  führen  kann,  geben  wir  im  folgenden  einige 
die  verschiedenen  Methoden  charakterisierende  Beispiele  für  die 

^)  Auf  eleganterem  und  namentlich  kür/.erem  Wege  erreicht  iikui  dietie«  Ziel  mit 
der  Differentia!rf»rhnmit?.  wa«  nm  «päler  selbstverständlich  werden  wird,  da  dieselbe 
sich  als  spezielle,  kürxere  uiiii  übersichtlichere  Form  der  Grenz wertreoknung  erweist 
(▼gL  VI.  S.  362  IL  ff.). 
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Allgemeine  Bestimmung  von  (irenzw  ci  t  tu. 

Ist  der  (ireiizwejrt,  d.  h.  di  r  Wert,  welehem  die  JjXinktion  mit  dem 
in  bestimmtem  Sinne  sich  ändernden  Argument  zustrebt,  nicht  klar 
ersichtlich,  so  wird  bei  gemachtem  Übergang  zur  Grenze"  eine  der 
,,an bestimmten  Formen"  auftreten. 

"Ein  erster  Weir,  d« n  (irtjizwert  zu  finden,  iKs^teht  nun  darin, 
das  Aiifliften  der  iiiilKstinmiten  Form  beim  Grenzübergang  fortzu- 
schaffen. Ks  Lrcliugt  meist,  indem  man  durch  Kürzen,  Reihenentwick- 
lung II.  tlgl.  eui  die  ., Unbestimmtheit  "  Iwuirkeiides  Glied  herausschafft, 

wie  z.  B.  in  limj-^-^  ^  — )  durch  Kürzen  mit  x: 


lim 

iilü  folgt  al!K>  die  üegel: 


-  lim  (3  1  X) 
J      jr  -  « 


I.  Man  forme  den  gegebenen  Funktionsausdruck,  desBen 
Grenzwert  gesucht  ist,  algebraisch  so  lange  um,  bis  mit  dem 
Übergang  des  Argaments  in  seinen  Grenzwert,  der  Funk- 
tionswert keine  unbestimmte  Form  mehr  wird. 

Ein  ev.  erhaltener  ..bestimmter  Wert"  beim  Grenz- 
übergang (keine  der  „unbeHtimmteii"  Formen)  ist  der  gesuchte 
Grenzwert. 

So  findet  man  z.  B.  aus: 

hm|V(w-  l)~(r/> -f  3)  — 


bei  direktem  Übergang  zur  GreuKe  zunächst  die  unbestimmte  Form: 

J  (cx.^  —  1)  (cx*  4-3)  —  ^  —  |cv«cv  —  cv  —  CV^  —  £X^ 

Formen  wir  den  gegebenen  Ausdruck  nach  der  Formel: 

a«  ~  ft2  =  (a  4  b)  {a  -  b) 

a  6 

uro,  so  folg  : 

-— -      -    -                     i<n  \){v>   .  3) 
1  (tt*  —  1)       -1-  3)  —  fii  = 

\  (oi  —  1)  {m  -f-  3j  -f  <o 

_  2f'>-3 

fo  +  1  (o>  ~  1)  (w  +  3) 
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wofftQS  beim  Ubetgaog  zur  Grense  mm  folgt: 

2  a>  —  3 


lim 


oc 
oo 


ako  wieder  eine  unbestimmte  Form. 

Die  IMvision  Ton  ZSÜder  mnä  Nemier  mit  dsat  mimidlidi  groß  werden- 


den Größe  bringt  aucli  hier  wie  im  allgemeinen  die  mibefltimmte  Form 
zum  Verschwinden.  £b  folgt  nämüch  bei  Divinon  mit  ct>: 


oo 
oo 


lim 


1  + 


CO 


3 


i  J 


2-0 


Ü 


2 


nicht  mehr  eine  „unbestimmte  Form*',  sondem  eine  ganz  bestimmte 
Zahl,  der  wahre,  gesuchte  Grenzwert  der  Funktion,  so  daß  also: 

Um  lV(aj  -  1)  (w  +  3)  -  wj  «  +1 

bisse. 


Auf  aualogem  Wege  findet  sich: 
lim  h  (3a>  —  6)  (7 O)  —  2)  —  (»i  Ii 


ni 


40  .  10 

20  -  —  +  — , 


21 


41 


\0 


Man  ^kennt  nun,  daß  der  Nenner  mit  wachsendem  «o  immer 
kleiner  wird,  während  der  Zahler  nch  immer  mehr  der  Zahl  20  nähert 
also  jedenfalls  endlich  bleibt.  Daraus  aber  folgt,  daß  der  Wert  des 
Bruches  mit  zunehmendem  co  selbst  über  alle  Grenzen  wachst,  was  wir 
dadurch  ausdrücken,  daß  wir  si^en,  er  nähere  sich  der  „Grenze  oc*' 
oder  wie  man  kürzer,  aber  nidit  ganz  exakt  auch  sagt,  er  werde  un- 
endlich (oc). 

Es  folgt  somit 

lim  I  ( (3 oi  -  5)  (7     -  2}  —  co]  =  -r^o 


Man  beachte,  daß  man  hier,  um  die  Unbestimmtheit  in  der  Form 


oo 


"X) 


we^zusclitiüVn,  durch'  das  (,»u;i(ii  ai  von  »lividieroii  Tiiußtf*.  "worin  i-in»; 
oft  zum  Ziele  führende  liege!  steckt,  die  auch  beim}  Aultreten  der 

Form  ^  für  das  Verschwinden  des  Argumentes  mit  Vorteil  beachtet  wird : 
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oo  0 

Beim  Auftreten  der  Form     oder  -  dividiere  manZ&hler 

oe  0 

und  Nenner  durch  die  höchste  Potenz  der  unendlich  bsw. 
null  werdenden  Qröfie. 


Ifan  findet  ferner: 


 aß 


wenn  man  Kürzung  mit  {x  —  a)  berückdcfatigt: 


lim 


ff«  —  «» 


=  lim 


-f  rtx  -f  a- 


Den  Grenzwert 


1 


3o« 

2a 


3 

2 


bestimmt  man  am  besten,  indem  man  für  e""  die  Keihenentwickluug 
einführt: 

('  +  '+1.2  -"  1.273+  1.2.3.4  +  ••■) 


»»0  L   ^  i 


lim 

«-0 


lim 


1-2 


-— --+— ^  + 
1.2-3      1.2-3-4  ^ 


r 


limi  1  -f 


ümi 


X 


1.2     1.2.3"''  1-2.3.4 


XmV-       X  J  

Femer  wird: 


1  +  0-f  0-f  0-h 

1 


1 


eosx 


lim 
«=oL  am 


2sin^ 


—  lim 
«=0 


lim 


(2) 


1 

2*1 


1 
2 


'"»^Mter  Weg  zur  Bestimmung  von  Grenzwerten  führt  zum 
Ziel  durch  algebraische  Umformung  —  unter  Anwendung  oben  ge- 
gebener Grenzwertflätze  —  auf  eine  Form,  deren  Grenzwert  bereits 
bekannt  ist: 
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n.  Man  bringe  die  vorliegende  Form  der  auf  den  Grenz- 
wert zu  untersuchenden  Funktion  durch  Umformung  auf 
die  Form  einea  bereits  bekannten  GrenswerteB,  um  diesen 
dann  einführen  zu  können. 

So  ist  08,  wie  bereits  berührt,  mittels  der  Beziehungen: 
lim(8ina;)  » limx       bzw.      lim  eint     U=  Hm  ^ 


und 


lim  (cos«) 1 


r  0 


lim 

X 


leicht  möglich,  folgende  Grenzwerte  zu  bestimmen: 

lim(sina;) 

1.  Um(tg*)-lim         )  ^  ' 


T-.O 

lim  (cos  x) 


lima:  ^  0 
«-0  — 


Analog  findet  sich: 


lim 


lim  '"1-0 


L  X 


Ferner  wird 


2. 


lim 


O) 


sin  (  ) 


Ii  in  (1) '  lim  j  si 

<i*  Ä  <x  l  (X)  j  . 


■  lim  o) 


i„  ( ) 
li,„  ( ) 


lim 

«•I 


=  (K 


tu 


Mit  der  gefundenen  Beziehung: 


folgt  weiter: 
3. 

Mittels : 


lim 


lim(tg2r)  s=  hm.r 

X  -0  «»0 


=  hm 


[        I  1' 
lim  1 1  -f    I  e 


1 


findet  mau  den  Grenzwert: 


ym(l  + 

4  =  0 
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Führen  wir  näiulich  an  Stelle  von  A  die  Größe  ^  ein  imd  berück- 
sichtigen wir»  daß:  i  i  \  ^ 

lim  d  =  Um  I  I 

80  können  wir  schreiben: 

i 

lim(l  4  nA)*  « Jimll  -j-  - 

Wir  setxen  *  =s    ;  dann  ist 
(Ii  T 


ün>(")  =  Um(') 


und  somit 


lim(l  -r  nö)^  =  limil  r 

"  -  -K-  -  ;)-r 

'JlF-'- 

was  auch  ohiir  weiUTes  ohne  »lir  Benützung  des  CirenzwortHatzcs  über 
die  ganzzahiige  Potenz  fKihoii  aus  der  Überlegung  folgt,  daU  der  mit  n 

potenzierte  Ausdruck  |l  +      sich  mit  wachsendem  r  nach  früherem 


der  Grenze  e  nähert. 
5. 


lim  U  »K> 


;    C  81U 
(1)  o> 


)1 


=  lim  (cos  —  I  •  lim  ( 1  :  c  tc  ^  ) 


lim  (l  —  sin*  *  )   •  lim  ( 1  4-  c  ) 


J  .,<».■» 

/.  »III  f>m 


lim  ( 1  ^-  c  a  -  ) 


'lim  1 

lim  j  ( 1 


t     t  Ä 


1  /.    l  «» 

1      ♦  lim 
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Spinit: 


lim 


4-  c  •  an  —  j  I  =  e*"* 


cos  - 

>IV  Ol   

Ein  dritter  Weg  für  die  allgemesne  Grenzwertbestimmiiog  läßt 
■ich  wie  lolgt^wrakkterisiereii: 

III.  Man  trachte  die  vorliegende  Funktion  durcli  irgend- 
eine doppelte  Ungleichung  in  zwei  Funktionen  einzu- 
schließen, deren  Grenzwerte  für  die  gewünschte  Grenze 
des  Argumentes  gleich  ausfallen  und  sieh  leicht  bestimmen 
lassen.  Die  swisohenliegende  Funktion  muß  dann  auch  mit 
ihrem  Grenzwert  zwischen  den  beiden  gleichen  Grenzwerten 
liegen,  also  ihnen  gleich  sein. 

Es  sei  zu  bestimmen: 

3  .  

Um     (oj  r     (u>  +     {0)  -i  ;')  —  co\ 

Zur  Lösung  gehen  wir  aus  von  der  Ungleichung,  welche  gültig  ist  für : 
fi  positiv ^  1     und     0  <  a  <  ö: 

 (tf* 

o  —  a 

wobei  das  obere  Ungleichheitszeichen  auch  für  ganze  Exponenten  gilt. 

'}  Zum  Beweise  dieser  Formel  gehen  wir  aub  von  der  binomiadien  Entwidtlung: 
Aua  der  allgemeinea  geometrischen  Progression: 

g -  1        l  -q 

foigt  für:  s«s6**~>;  q  =  ^;  n^m,  ganzzahlig,  die  endliche  Entwicklung: 

'-er 

'  : 

woraus  für  m  ganzsabtig  und  6  >  o  >  0  die  allgemeine  Formel  resultiert: 
0  —  o 

welche  man  auch  durch  direkte  Division  erhalt. 

Frsetzeii  wir  ir.  die^^T  recht.«  einmal  alle  b  durch  a  und  dann  alle  a  durch  ö,  so 
ergibt  bich  die  doppelte  Uu^flt-ichuiig: 

1.  Exponent  ganzzahlig,  positiT: 

«  <  5 

6"*  —  <!** 

^.  ?     {F«rU'Uu»9  iwl<iHfrAfH4.P 


m  •  a"'  ~  '  <   .  •  m 
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««g;  a«Is  b"». 
•0  folgt  mns  der  rechten  Hllfto: 

X*  -  1 


9-1 

om  80  mehr 
x«  -  1 
X  -  1 
ar«  -  1 
«-  l 

"i  -  l" 


•r-f  1 
<  gap«  — 


1 


1 


Daraus  folgt  für  x  =  ^  j 

(!)  - 


9 


\  o 
6 
a 


-  •  a 

f 


—  a 


Li  gleicher  Weise  findet  man  für 

m  =  q',  6=1;  a  =  » 
aus  der  linken  Hälfte  obiger  Ungleichung: 

ja»-'  < 


für 


 <  "  b* 

6  —  «  g 

so  daß  HdüieBlioh,  wenn  man  zimmmm- 

etellt  und      ~  Oi  setzt,  folgt: 
9 

2.  Exponent  positir,  uneoht 
gehrochen: 

a    .  b: 


A-1 


b 


s-1 


Wir  setzen  f<Tnt  r: 

A  9    ,  wobei  dann  ß  ein  poeitiver,  echter 
*  * 

Bruch,  a  =  J^;  d  =  Bl';  «1eoauohJI>il 
Dann  folgt: 


I 


B  ■  A        \  i-ß 


Da  Hieb  die  reziproken  VVerto  um- 
gekehrt zueinander  verhalten,  wird,  wenn 
wir  der  Cbereinstiniinung  der  Formeln 
halber  statt  A  und  B  nun  hier  auch  a  und  b 

schreihen,  wn-*  zuläffsi);  i-^t,  du,  sie  die 
nämlieiten  Bedingunguii  a     b  erfüllen; 

3.  Exponent  positiv,  echt 
gebrochen: 

a  b: 

Ha»'    ^  ^  > 

6  —  a  ' 


1  X 

ZnBanunenfaesend  beateht  somit  für  tt<^  die  Ungleichung: 
a)  Wenn  der  Exponent  positiv  größer  als  I; 


6^  -  tt" 


:fthf' 


-1 


b)  Wenn  der  Exponent  })<>sitiv  kleiner  als  I 

6^  -  »" 


b-a 


nbf' 


Auf  jeden  I'ali  Ucgi  somit  für  b    a  der  Aufdruck 


~b 


a 


awieohen      ft  af 


und      /*  ft/* "  * 


Digitized  by  Google 


316 


Stetigkeit  und  Unrtetigkeit 


iSetzt  man  hier     =  ^  t  ferner  a  m 


6  =  (w  +  «)  (a>  +     (o>  +  y) 


so  wird: 


1  »(l-i)^  l(ce>  +  «)(<üH-/?)(ö>4-y)P  -o> 
3  '  ^  (ft>  4-  «)  (<a  -\  ß)  (f>  +  ;•)  - 


1  l-i 


3w«  > 


1 


> 

3j(ü>  4  c\)  (w  -h     (ö>  -f  ' 


1 


1  (*-"  •     ("»  ^  /■>')     •  :')  — 


«0  c^-  I 


> 


1    ^  ^        (fü_4-  rtt)  (w  4     (">  -  r)  —  ft 


\  {i  +  /fy     ay  Afiy 


(I) 


1 

3 


(K  ß  +  (iy  -\-  oiy  <x,ßy 


>  |^(«,4-a)(w4-^)(w4-y)-fi)> 


Gehen  wir  nun  zur  Grenze»  d,  h.  Ia.s8en  wir  o)  größer  und  grOfier, 
unendlich  groß  werden,  so  folgt: 
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>  lim  {\'(ot  +  «)     -f  ß)  (lo  +  r)  —  w} 


(O 

ß 


3[l+^)(l-fl)(l+  '')' 

a>/  \       o*/  \       CO/  ^ 


Nun  iat  aber,  vie  Wicht  eraiclitlich: 

uod  ebenso: 


Um  J  — 


0)' 

3 


womit  folgt: 

^    +   +  y)  >  lim  {'/(äi  +  '<x)"(S,TäI  (f^  +  y)  -  wl  >  i  («  +  /J  +  y) 

9  Msao  o 


Der  gesachte  Grenzwert  ist  nun  in  swei  i^eiche  Grenzwerte  ein« 
geschlossen  und  kum  daher  nur  auch  diesen  ^eich  sein,  so  daß  wir 
finden: 


lim 


]'{a)  +  A)  (u)  4  ß)  {cü  +  }'j  -  w]   -  '{Ci-rß+  y) 


1 


Wir-  auch  die  pco  inet  risc he  Bet  rächt  u  ncr  7.UT  Bestimmung 

von  Grenzwerten  htriuigezoj^cii  werden  kann,  lälit  imii  das  folgende 
Beispiel  erkennen,  in  weichem  wir  die  Bestinmiung 
des  Grenzwertes 


hml  . 


auf  einem  andern  Wege  dartun  wollen. 
In  nehmtehender  Fi^ur  ist: 

fiogen  BAä>  St^eBCß' 

als]  Kreisbogen  über  seiner  Sehne. 
Da 

£^  OD  Air  >  SeiitorOß^^ 


Fi«.  171. 
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so  folgt  iüx  ihre  Inhalte: 

 >  ä — ~  »     woraua:     DAD  >  BAB 

und  wir  erhalten  damit  die  doppelte  Ungleidiung: 

däd'>  bäM>  bös 

oder  für  die  Hälften:   

DA>  BA>BC 

Nun  ist,  wenn  x  das  Zahlenmaß  des  Winkels  «  ist: 

BC      BC  dTV  ^ 

sin»  —        =  ,    woraus    BC    r  •  mx 


BC  _ 

BC 

OB  ~ 

r 

f)Ä 

DA 

OA  ~ 

r 

tgaf  ^   —  »        »f  —  r  •  tg« 


und  der  Bogen  s  in  Zahlenmaß  ist: 

AB  AB 


OA        r  ' 


woraus    AB    r  • « 


Setzen  wir  nun  r  =  1,  so  folgt  durch  Einsetzen  in  obige  Un- 
gleichung: 

tga;  >  o;  >  sina;  ^) 

oder 

>  a;  >  smx 

Dividieren  wir  die  ganze  Ungleichung  durch  sinap,  so  wird: 

-    >     -  >  1 
cosd;  suiii; 

Diese  Ungleichung  bleibt  bestellen  für  jeden  beliebigen  Wert 
von     also  auch  für  die  Grenze,  d.  h.  wenn  x  zu  Null  herabsinkt,  so  daß : 


Da  nun 


so  folgt: 


Iim(  ^  )>Uni(  ."^  )>Hm(l) 
«Jo^cos»)      lim(oosx)  1 


1>  lim(       )>  1 


^)  Man  kann  auch  dü'  Einsctztingen  mit  r  maoben  und  aladuin  doioh  Divjlion 

mit  r  diese  Größe  au»  der  Ungleichung  kerauBschaffen. 
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und  wir  findeu  unfern  geäuchUin  Grenzwert  wieder  eingeschlofisen  in 
zwei  an  der  Grenze  gleich  werdende  Werte,  denen  er  daher  nur  auch 
gleich  sein  kö.im,  so  dafi  wir  haben: 


IV.  Wohl  der  einfachste,  meist  auch  genügende  Weg,  der  entweder 
auf  den  gesuchten  Grenzwert  direkt  hindeutet  oder  docli  wenigstens 
die  Erkennung  de^M  Iben  ganz  wesentlich  erleichtert,  ist  der  vermittels 
graphischer  Aufzeichnung  des  Bildes  der  Funktion  begangene. 

Wie  bereits  oben  deutlich  erkannt  wurde,  hangt  es  lediglich  von 
der  Getiuld  und  dem  zeichnei  isehen  Können  der  Person  ab,  das  Ver- 
halten der  Funktion  an  der  Grenze  so  zu  crkeimen,  daß  der  Wert, 
dem  sie  zustrebt,  mit  genügender  Sicherheit  erkannt  werden  kann. 

Als  Beispiele  hierfür  mögen  die  im  vorhergehenden  reichlich  zu 
den  Qrenzwertcmteräuchungen  beigegebenen  graphischen  Bilder  der  be- 
treffenden Fonkticmen  dienen. 

V.  Eine  andere  allgemeine  Methode  für  die  Bestimmung  des  Grenz- 
wertes haben  wir  achließlich  gelegentlich  im  §  17  über  den  Grenzwert 
emes  Argumentes  gegeben,  die  sich  darauf  stützt,  daß  wir  die  Ver* 
&nderliche  nach  einer  Fundamentalreihe  hzw»  in  dnen  unend- 
lichen Dezimalbiuch  entwickeln,  bezüglich  deren  wir  im  weiteren 
auf  §  20  tiber  die  Darstellung  und  Berechnung  des  Differentialquotienten 
verweiseD. 


Um  die  Bedeutmig  der  Grenzwert bildung  emer  Funktion  für 
einen  bestimnuen  Wert  bzw.  Punkt  noch  besser  einzusehen,  wenden 
wir  uns  jetzt  der  Besprechung  eines  auch  an  und  für  sich  nicht  minder 
\vichtigen  Begriffes  einer  Funktion  zu,  nämlich  der  Stetigkeit  oder 
Kontinuität  derselben. 

Wie  wichtig  es  ist,  diesen  Begriff  so  zu  fassen,  dafi  er  arithmetisch, 
d.  h.  durch  Zahlen  darstellbar  sei,  also  auf  Zahlenstetigkeit  —  welch 
letztere,  wie  wir  wissen,  auf  die  Stetigkeit  der  Bdhe  aller  reellen  Zahlen 
zurückgeht*)  —  letEten  Endes  Euruckzufühien  ist,  ergibt  sich  schon 
daraus,  daß  i^e  Bestimmungen,  Stetigkeit,  die  man  aus  ihrem 
geometrisofaeik  Tatbestande,  ihrer  r&umlich  anschaulichen  Existenz, 
entnehmen  wollte,  indem  man  die  Funktion  durch  eine  Kurve  dar- 
stellte, wie  K.  B.  Lückenlosigkeit,  unmittelbare  Aufeinanderfolge  der 
Punkte,  Möglichkeit  der  Tangentenkonstruktion  und  andere,  teils  zu 

1)  Vgl.  S.  28  u.  ff.,  120/21.  239/4a 


lim 

B.oLAin«. 
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allgememe  und  damit  zu  weit  sind,  um  sioh  arithmetiscli  darstellen  zu 
lassen,  wie  die  ersten  beiden  erwähnten,  teils  zu  enge»  wie  die  letztere. 
Es  muß  daher  die  arithmetisehe  Definition  der  Stetigkeit  einer  IVmktioa 
so  gegeben  werden,  daß  sie  eindeutig  bestimmt  ist,  nicht  Dinge  enthalte, 
welche  bei  ihrer  Verwertung  für  die  Funktion  unwesentlioh  sind  und 
andrerseits  weit  genug,  um  all  den  Möglichkeiten  Rechnung  zu  tragen, 
die  sich  aus  dieser  Erhebung  der  Funktion  in  das  reine  Zahlengebiet 
ergeben. 

Diese  aUgemeinen  Bemerkungen  werden  nun  im  folgenden  im 
einzelnen  klarer  werden. 

Wir  beschränken  im«?  im  weiteren  auf  die  Behandlung  der  Funk- 
tion einer  reellen  Veränderlichen  von  der  allgemeinen  Gestalt  y  »  f{x) . 

Sobald  X  und  y  z.  B.  als  rechtwinklige  Koordinaten  eines  Punktes 
aufgefaßt  werden,  wird  diese  Beziehung,  wie  wir  früher  sahen,  graphisch 
durch  eine  Kurve  dargestellt,  und  man  könnt<?  daher  versucht  »ein, 
aus  der  »Stetigkeit  der  sie  darstellenden  Kurve  auf  die  Stetigkeit  der 
Funktion  zu  schließen,  d.  h.  zn  erklären,  daß  eine  Funktion  „stetig" 
oder  ., kontinuierlich"  heiße,  wenn  die  sie  verMnsoliaulielu'nde  Knrve 
stetig  verläuft.  Diesem  müßte  dann  aber  die  Erklärung,  wa.s  man  Uiil<T 
J.Stetigkeit  einer  Ivui  ve"  versteht,  vorausjLiehen.  »Soll  es  leiii  treonietrisch 
bzw.  räumlich  gescheiien,  so  müßte  man  sicli  auf  die  l)ioÜe  An.sehauung 
stützen,  d.  h.  erklären,  daß  die  uninittelbare  Anr^chauung  uns  die 
Stetigkeit  der  Kurve  lehrt,  weleiie  Erklärung  aber  für  Untersuehuncen 
von  zahlonmäßi*?en  Zu'^aninienhängen,  wie  sie  in  dei'  Funktion  y  l\x) 
stecken,  nielit  zureichend  t^ein  kann.  Erstens  kann  ^i«-  in  dieser  Form 
nicht  in  einen  Zahlenausdruek  utngesetzt  werden,  worauf  es  eben  an- 
kommt, und  zweitens  wiiixle  man  Ei^ens<iiaften  \ on  Zahlenzusammen- 
hängen auf  solche,  die  einem  ganz  and«  rn  (Gebiete,  nämlich  der  Raum- 
anschauung atiL'choren,  stützen,  was  man  jedenfalls  zu  vermeiden 
suchen  niuli.  Wenn  aber  aiKsehuulicher  Stetigkeit  gesprochen  wird, 
so  darf  auch  au  cüie  Punkt  folge  gedacht  weiden  -  demi  die  Punkt« 
sind  etwas,  was  wir  in  die  anschauli(!h  geometrischen  Gebilde  hinein- 
tragen — ,  woraus  man  aber  nur  noch  deutlicher  den  Begriff  der  an- 
schaulichen Stetigkeit  als  unzureichend  erkennt. 

Wenn  man  nun  die  Funktion  y  -  /  ^x)  durch  eine  Kurve  darzu- 
stellen sucht,  so  hat  man,  wenn  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem 
zugrunde  gelegt  wird,  den  Werten  von  rc  Punkte  der  Achse  und  ent* 
sprechend  den  Werten  von  y  Punkte  der  Ordinatenachse  zuzuordnen. 
Daraus  folgt  aber,  daß  die  Frag<>  nach  der  Stetigkeit  der  Punktfolge 
auf  der  Kurve  von  der  Stetigkeit  der  Ptonktfolge  auf  den  Koordinaten- 
achsen abhängen  muß;  diese  aber  ist  von  der  Folge  der  S^lenwerte  x 
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bzw.  der  >/  abliängitr.  und  deren  St^tipkeit  gründet  sich  auf  die  von 
ans  früher  fingeliend  untersuchte  Stetigkeit  der  reellen  Zahlenreihe. 

Mau  erkeimt  daraus,  daß  die  Stetigkeit  der  Funktion  nur  gestützt 
auf  diese  Stetigkeit  und  dadurch  auch  innerhalb  des  reinen  Zahlen- 
gebietcs  beantwortet  werden  kann.  Uni  dies  zu  leisten  und  noch  weitere, 
die  iiinerii  Eigenschaften  der  Fuirktion  betreffende  Fragen  zu  lösen, 
mußten  wir  uns  vorerst  mit  den  Zahlenwerten  der  Veränderlichen 
X  und  y  näher  beschäftigen. 

Welchen  N'orteil  eine  solche  arithnu  ti.sche  Auffassung  der  Stetigkeit 
haben  muß,  ist  nicht  schwer  einzusehen,  denn  dadurch,  daß  wir  uns  für 
ihre  Definition  letzten  Eudes  auf  die  Stetigkeit  der  reellen  Zahlenreihe 
stützen,  haben  wir  alles  auf  ein  gemeinsames  Maß  reduziert,  und  ver- 
luden daher  die  Einzelheiten  der  Funktion,  insbesondere  in  unndttd- 
barer  oder  in  „uneodliöh  kleiner"  Umgebung  der  einadnen,  Punkte,  zu 
ergründen,  und  zwar  mit  dw  Exaktheit,  mit  der  uns  die  Beherrschung 
der  Stetigkeit  der  reellen  Zshlenreihe  zugänglich  ist. 

Wir  haben  gesehen,  daß  wir  die  Tatsaohe,  eine  Funktion  f{x) 
strebe  einem  Grenzwert  B  zu,  falltf  x  seinerseits  dem  Wert  A  zustrebt 
(wobei  ein  »«sioh  nahem*'  dem  Grenzwert  oder  dn  ,4iaben**  desselben 
▼orhanden  sein  kann),  ausdrücken  konnten  duroh  die  Schreibweise: 

-  /w;  <  £ 

wenn 

\A-x\<6 

oder  ktoer  auch: 

\\mf{x)^B 

Im  Anschluß  daran  sagen  wir,  indem  wir  die  SteHgkeU  auf 

die  Annahme  des  Grenzwertes  stützen: 

Eine  Funktion  heißt  für  die  Zahl  {oder  in  einem  Punkt)  x  =  Ä 
stetig  oder  hotithniierUch^  falls  sie  in  einem  Zahlen-  (oder  Punkt  ) 
Intervalle,  welches  diese  Zahl  (oder  diesen  Punkt)  umgibt  oder  in  der 
Umgebung  eines  Punktes  —  wie  man  sich  auch  anders  ausdrückt  — 
eindeutig  erklärt  ist,  was  zutrifft,  wenn  man  zu  jedem  .Argument w  ert  x 
eindeutig  den  zugehörigen  Funktionswert  f{x)  finden  kann,  und  wenn 
es  innerhalb  desselben  gelingt,  zu  jeder  beliebigen,  noch  so  kleinen 
positiven  Zahl  £  eine  ebensolche  Zahl  ö  derart  zuzuordnen,  daß 

\f(A)  -  f(x)\  <  B 

wenn  nur 

1-4  —  a?|  <ö 

ist. 

Nun  bedeutet  aber 

21 
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nidits  anderes,  als  es  muß  x  innieriialb  des  Zahlenintervalles 
{A -\-  d)  *  "  {A  ^  d)  liegen»  d.  h.  wir  ktenea  obige  Stetigkeitsbe- 
dingung aach  sohreiben  und  sagen: 

Sine  Fnnkfion  /{x)  ist  ffir  ar  s  ^  oder  heiftt  in  einem  Punkt 

wenn  für 
oder 

|^-jc|<cr 

die  Ungleickung  erlöUt  ist: 

\t\A)-t\x)\<, 

>.iuc  andere  Form  sagt  auch  im  selben  Sinne:  wenn  die  JbHiuktioQ  die  Be» 
dingung  erffültk  daß  ffir 

J  «  /^(it  +  d)     f{A  -fi)<t 
wenn  4,  «7  flnd  r  betiebig  kleine,  positive  Zahlen  sind. 

Unter  l^t^n ützung  der  Schreibweise  mit  iJiimss''  ist 
die  Funktion  f\x)  lür  jr*  =  A  »tetig, 
wenn 

lini/(jr)«/(^) 

Und  zwar  ist  hier  im  allgemeinen  an  beiden  Orten  das  Qleichheits- 
zeichen  an\^'endbar,  da  es  sich  um  ein  Grenzwert-Haben  handelt. 

Unter  Zugrundelegung  dieser  Definition  nennen  wir  eine  Fnnktioil 
in  einem  Intervall  n  bis  b  stetig,  wenn  obige  Bedingung  der 
»Stetigkeit  für  jeden  Punkt  desselben  erfüllt  ist,  d.  h.  wenn  für  jeden 
Wert    —  2^  im  Intervall,  also 

für  ■ 

a  <  jc  <b  .  . 

l/(ir) -/(«.)!<* 

wenn 

|ar  —  ORol  <  d 

Dazu  wäre  noch  zu  bemerken,  daü,  falls  der  Punkt  tia  Endpunkt 
des  Intervalles  ist,  wir  uns  dann  auf  die  Aniullierung  an  den  Endpunkt 


Digitized  by  Google 


$19.  Stetigkeit  du  Funktion. 


328 


von  nur  einer  Seite  }>esrlirfifiken  niüfisen.  Üb  die  Endpunkte  des  Inter- 
valles  mit  in  den  Bereich  der  Üültigiveit  der  Funktion  einzuziehen  sind, 
wird  im  speziellen  Falle  jewtüls  zu  entscheiden  sein. 

Wenn  man  diese  Definition  näher  betrachtet,  so  sieht  man  klar, 
was  sie  erstrebt  und  was  wir  einleitend  zu  charakterisieren  ver- 
suchten : 

Krsti'ns  verlegt  sie  den  Begnti  der  Stetigkeit  niclit  in  das  all- 
gemeine Bild  der  Funktion,  sondern  in  den  einzelnen  Wert  der  un- 
abhängig Variablen,  in  den  einzelnen  Punkt;  sie  baut  also  erst  daraus 
die  Stetigkeitsdefinition  für  das  ganze  Bereich  auf  (gerade  entgegen- 
gesetsEt  anschaiiliidien  Definition  der  Stetigkeit,  die  vom  ganzen 
Bilde  aiiBgehen  muß),  wodurch  man  die  F^inktion  erst  ins  einselne 
verfolgen  kann. 

Zweitens  faßt  sie  den  Punkt  —  nnd  das  ist  für  aDe  arithmetisohen 
Daistelltingen  der  Stetigkeit  das  Wesentliche  —  eben  nicht  als  isolierten 
auf,  sondern  aus  einer  Umgebung  durch  Annäherung  an  ihn  entstanden ; 
daher  die  Gzenzbetrachtung.  Und  damit  nähert  sie  sich  wieder  dem 
Entstehen  stetiger  Gebilda  in  der  räumlichen  Vorstellung,  diese  also 
gewissermaßen  kopierend.  Aber  dabei  beschzankt  sie  sich  auf  die 
unmittelbare  Umgebung,  iroduroh  wieder  eine  Hervorhebung  des  ein- 
leinen  Elementes  gegeben  ist,  was  im  Sinne  des  als  erstes  erwähnten 
Merkmales  wirkt. 

Zum  arithmetischen  Teil  obiger  Definition  bzw.  Bedingung  der 
Stetigkeit  w&re  noch  hinzuzufügen  die  Frage  nach  der  näheren}  Be- 
stimmung der  Zahlen  e  und  d  für  die  verschiedenen  Punkte  des  Inter- 
valles,  da  es  im  allgemeinen  für  d  nicht  gleichgültig  sein  wird,  für  welchen 
Punkt  Xf^  des  Intervalls  man  die  Stetigkeitsbetrachtung  macht,  damit  6 
klein  genug  ausfällt ,  um  die  Bedingung  \f{x)  —  /(as^)]  <  e  zur  SSr- 
füllung  zu  bringen.  Es  fragt  sich  also,  ob  bei  einem  oder  verschiedenen 
in  der  Bedingung  gesetzten  Werten  für  e  für  die  verschiedenen  Punkte 
des  Inte!  vnlles  alle  d  stets  mit  demselben  konstanten  Wert  zur  Er- 
füllung der  Stetigkeitsbedingung  {\f{z)  —  /"(»o)!  <  wenn  —  Xq\  < 
genügen  werden  oder  nicht.  Läßt  man  zunächst  Ix  ide  Möglichkeiten 
zu,  HO  kann  man  demnach,  je  nachdem,  ob  bei  beliebig  kleiner,  positiver 
Zahl  /  das  d,  welches  den  Defhiitionsbedingungen  der  Stetigkeit  tje- 
nü^.  zu  allen  Punkten  denselben,  einen  konstanten  Wert  haben  kann 
oder  nicht  — -  also  von  der  Lajre  des  Punktes  zur  Erfüllung  der  Be- 
dingimg unabhängig  ist  oder  nicht  —  unterscheiden  zwifjchen  gleich* 
mäßig  stetigen  und  itn^hi  eh  mäßig  sieligen  F  an  kt  ionen. 

Uni  für  den  Zusammenhang  zwiscljrn  der  .  Stetigkeit"  und  der 
..gleichmäßigen  Stetigkeit"  im  besonderen  emi  ti  wiehtigen  Satz  an- 
führen zu  können,  müssen  wir  uoch  einen  Begriff  einführen,  der  das 
Intervall  betrifft. 

21* 
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Wenn  nämlich  zu  dem  Intervall  a  •  ■> '  h  auch  die  Endpunkte  a 
und  h  selbst  mitgezählt  werden  und  dasselbe  endlich  ist,  also 

n  -^x  ^  h 

00  nennt  man  das  Intervall  ahgtacklosstny  im  andern  Falle  nicht 
abgeschlossen^),  und  der  Säte,  den  wir  ebw  meinten,  lautet: 
Wenn  f{x)  im  abgeschlossenen  Intervall 

a     X  b 

sieUg  ist,  so  ist  fix)  in  demselben  auch  gleichmäßig  stetig. 

Daraus  ersieht  man,  daß,  falls  man  stets  ,, abgeschlossene  Inter- 
valle" betrachten  könnte,  der  Unterschied  zwisoheu  gleichmaßiger  und 
„ungleichmäßiger  Stetigkeit''  fortfiele. 

Den  Beweis  des  obigen  Satzes  wollen  wir  hier,  um  nicht  zu  weit- 
läufig werden  zu  müssen,  nicht  anführrn  Ein  Mittel,  um  diesen  Beweis 
ZU  führen,  werden  wir  bei  einer  andern  Gelegenheit  kennen  lernen'). 

Auch  zahlenmäßig  liiBt  sich  die  Unstetigkdt  einer  Funktion  konsta- 
tieven,  wenn  die  oben  genannten  Bedingimgen  der  Stetigkeit  nicht 
eiföllt  werden.* 

Man  sieiht  auch  leiditein,  daß  eine  stetige  Funktion  in  einem 
abgeschlossenen  Intervall  auch  endlich  sein  muß,  da  ja  nicht 
endUehe  Werte  derselben  zur  Unstetigkelt  zu  redinsn  sind. 

Binige 

Beispiele 

mögen  das  Gesagte  erläutern. 

Wir  betrachten  zu  dem  Ende  die  Funktion 

" = '}'^ 

ffir  zunächst  positive  Werte  des  Arguments. 

Wegen  des  immer  stärkeren  Steigens  mit  abnehmendem  x,  da« 
in  der  Nähe  deb  Nullpunktes  in  überaus  rasches  Wachsen  von  y  mit  x 
übergeht,  wird  der  Unterschied  \f{x)  —  f{x^^)\  überall,  auch  in  nächster 
Nähe  des  Punktes  a?  =  0  noch  kleiner  bleiben  als  eine  beliebig  kleine 

*)  Ein  nicht  abgescMosienes  fnUrmU,  d.  h.  ein  Intervall,  dem  die  Kndpunkte  a 
und  b  nicht  angchüron,  vermögen  wir  uu»  mumlich  auch  nicht  vorzustellen,  wültrend 
wir  begrifflich  etwaa  ganz  bestinuntes  damit  za  verbinden  imstande  sind,  nämlidi  die 

Tatsache,  daß  die  Funktion  7 war  für  Iteliebig  nalio  Werto  an  a  und  b  tiiU.  daß  sio  aber 
für  a  und  b  selbst  ihre  CSültiukfit  verlieren  kann.  l)iv^  ist  z.  B.  der  FaJl  mit  der  Fuak- 

tion  /*(«)  =r     im  Intanrali  0  •  •  •  i,  da  sie  für  den  Wert  »  ~  0  versagt. 

X 

«)  Vl'1.  S  :?8j.  MethrKie  <\ct  EinschachteJung  der  Inteivalle  und  W,  F.  Otgood: 
„l«hrbuch  der  Funktiououtheorie*'  I,  1907. 
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Zahl  f ,  uenii  .t:  —  j^ol  <  wobei  d  eine  eiitspreclieiid  gewählte, 
beliebig  kleine  Zahl  ist;  er  wird  68  aber  in  der  Nähe  des  Nullpunktes 
nicht  mehr  sein,  wenn  d  eine  andere 
größere  Zahl  ist,  die  für  ein  Intervall 
eines  aadeien  Wertes  von  x  bsw. 
Punktes  zwecks  ErfQllimg  der  Stetig- 
keitabedingung  noch  genügend  Uem 
war.  BaranB  folgt,  daß  die  Funktion 
für  alle  endlichen  Werte,  ausgeschlossen 
X  »  0,  stetig  ist;  wenn  wir  aber  x  —  0 
mit  ins  IntervaU  bineumehmen  wollten, 
in  ihm  nicht  mehr  i^eichmafilg  stetig 
wäre,  weil  dann  eben  hier  dasselbe  d, 
das  vorher  für  eine  andere  Stelle  x 

genügt  hat,  zu  groß  ist,  um  die  Differenz  \f(A)  ~  f{x)\     \        ^  \  * 

En  erhalten,  nnd  man  also  keinen  konstanten  Wert  für  d  angeben 
kann,  der  für  alle  Stellen  des  IntervaUes  mit  Einschluß  der  Endpunkte 
genügen  wird. 

Diese  Funktion  ist  also  sowohl  im  nicht  abgescblosseiien  Intervall 
0  <  <  oo  als  auch  im  abgeschlossenen  a^x-^b,  wobei  a  >  0  stetig, 
aber  nicht  im  Intervalle  0  ^  a;  <  fr. 

Wenn  nun  von  der  Stetigkeit  einer  Funktion  im  besonderen  ge* 
sprechen  wird,  so  muß  es  auch  Funktionen  geben,  die  nicht  stetig, 
also  unstetig  sind.  Die  Unstetigkeit  einer  Funktion  tritt  demnach 
dann  ein,  wenn  die  Bedingungen  der  Stetigkeit  nicht  erfüllt  sind,  und 
kann  die  Art  des  Unstetigwerdens  einet  Funktion  noch  eine  ver- 
schiedene Hein. 

Aus  obiger  Definition  der  Stetigkeit  der  Funktion  aus  der  Existenz 
des  Grenzwertes  folgt,  daß  Unstetigkeit  stets  dann  vorhanden  ist,  wenn 
die  Fimktion  für  einen  bestimmten  Arpnnicntwert  verschiedene  Grenz- 
worte besitzt,  je  nachdem  wir  uns  von  links  (xler  von  rechts  nähern;  denn 
ilann  existiert  ja  schlechthin  kein  Gren/wert.  Smd  die  beiden  Grenzwerte 
um  eine  endliche  Zahl  voneinaiuliT  verschieden,  so  sagt  man  ,,die 
Funktion  ist  an  dieser  Stelle  oder  für  diesen  Wert  des 
Argumentes  vristetig  {diskonti  nuicrlic/i )  durch  endliclien 
Sprung"  und  spricht  kuiz  von  Ittstetigkeit  {JJiskonlinuität)  durch 

Besteht  die  Unstetiekeit  der  Funktion  darin,  daß  die  erstere  Form 
obiger  U'nstetigkeitshediuL'unjr,  welche  Rieh  in  T'Jiffereii/.en  \  f)n  Ar^^u- 
iiient-  und  ent8])reeiH  iiden  Kuid<tion8werten  au'-s) »rieht,  nicht  erfüllt 
wird,  so  kann  sie  eintreten,  wenn  die  Funktionswerte  für  einen  be- 
stimmten (endlichen)  Aigumcntwert  unendlich  groß  werden.  Man  sagt 
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dann,  die  Funktion  erieide  an  diowr  Stelle  oder  für  dJesen  Wert  des 
Argumentes  Umt-eittfketi  dureh  UnendtMttoerdm, 

Betmohten  wir  z.  B.  die  eben  behandelte  Funktion 

für  alle  möglichen  positiven  und  negativen  redien  Werte  des  Argu- 
mentes, 80  ergibt  nch  folgendes: 

Geben  wir  dia  Variablen,  rm  sehr  großen  anfangend,  immer 
kleinere  positive  Werte,  so  wird  der  Funktlonswert,  stets  positiv 
bleibend,  immer  größer  und  schließlich  bei  verschwindend  kleinen 
positiven  Werten  des  Argumentes  positiv  über  alles  Maß  groß,  wie 
man  sagt,  positiv  unendlich  (+ 

Geben  wir  dem  Argument  hingegen  stets  negative  Werte,  von 
sehr  kleinen  anfangend,  stets  größer  werdend,  so  wachsen  die  Werte 
der  Funktion  von  verschwindend  kleinen  negativen  Werten  zu  immer 
größeren  und  werden  für  z  n^tiv  verschwindend  klein,  negativ  sehr 
groß,  negativ  unendlich 

Es  treten  somit  an  der  Stelle  o; »  0  zwei  M<Sglichkeiten  auf  ly^^oo. 

Gehen  wir  daher  mit  kleinster  Änderung  des  Argumentes  an  der 
Stelle  x^O  von  negativen  zu  positiven  Werten  desselben  über,  so  &n- 

dert  die  Funktion  ihren  Wert  von 


[  —  oo  zu  -{-  ^)  cdso  mit  einem 

I  „unendlichgroßenSprung". 

y—fi^i^j^  Konstruiert  man  das  zuge- 

hörige graphische  Bild  der  Funk- 
tion, so  zeigen  sich  diese  Verhält- 
nisse auch  darin  sehr  deutlich; 
vgl.  Fig.  173. 


Die  analytische  Untersuchung 
der  Funktion  macht  nach  frühe- 
rem die  Stetigkeit  abhängig  von 
der  Bedingung,  daß  für  die  Ste> 
tigkeit  im  Pünkte  A 

\aA)-ax)\<B 

l"^  sein  muß,  wenn 

\A—z\<o 

Hier  ist  diese  Bedingung  für  alle  positiven  und  negativen  Werte 
des  Aigumeuts,  also  im  ganzen  Intervall  —  oo  •  •  •  -|-  oo  erfüllt  mit 
alleiniger  Ausnahme  des  Punktes  x^  A 


1 
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Für       A  wild  nämlich  hier : 

Da,  solaiiut  ./•  nicht  sehr  nahe  an  0  heranrückt,  der  Xenner  Ax 
nicht  sehr  klein  ist,  so  wird  mit 

\A-x\<d 

A—x 

der  Quotient  — ^ —  auch  sehr  klein»  also 

^x 

Dies  sagt  aber,  daß  die  Funktion  f{x)  ==  ^  für  alle  Werte 
und  Punkte  von  x  =  A  -f^  0  atetig  ist.  * 

Anderö  verhält  sich  die  Sache  für  den  Wen  otier  Punkt  ^  —  0. 

Dann  \%'ird  A  '  x  =  0  •  x  =  0  und  daher,  da  Ö  behebig  ist,  für 
\A-x\=^ö: 

Währenddem  hier  4-  =^  ~  über  alle  Grenzen  groB,  „nnendHch"  ist, 
11  4  0 

wird  zwar  —  —  -jr  für  sehr  klemes  d  auch  sehr  groß,  jedoch  sein  Unter- 
X      o  ^ 

schied  kann  gegenüber  der  über  alle  Grenzen  gehenden  Zahl  -q 

nicht  beliebig  klein  gemacht  werden,  da  ja  zu  den  Werten  von  ^  stets 

noch  eme  beliebige  endliche  Zahl  hinzugefügt  werden  kann,  ohne  daß 

ihre  Somme  die  Zahl  >^     oo  erreicht. 

0  1 

Daraus  folgt  aber  die  Unstetigkeit  der  Funktion  J{x)  =  - 
für  X  -  0.  * 
Da 


und 

so  folgt  nach  früherem: 
und 


Um(a;)»0 

Um  (x)  =  0 
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Die  vorliegende  Funktion  nähert  sich  daher  von  rechts  und  von 
links  nicht  demselben  Gienzwert,  und  zwar  in  beiden  F&Uen  einer  un- 
eigentlichen Grenze  positiv  bzw.  negativ  unendlich. 

Eb  gibt  daher  für  a;  b.  0  auch  keinen  Grenzwert  schlechthin,  kein 

lim(— j  ,  was  wiederum  bezüglich  der  btetigkeit^bediiigimg  sagt,  daß 

dieselbe  nicht  ecfiUlt  ist»  d.  h.  für  a?  ^  0  die  Funktion  nicht  stetig, 
also  unstetig  ist. 

Da  der  Fnnktionswert,  von  welcher  Seite  man  sich  axush  dem 
Nullpunkt  nahem  m^Sge,  unendlich  wird,  so  spricht  man  auch  in  diesem 
Falle  von  einer  ünateiigktii  durch  Unendliehwerden. 

Ganz  ähnlich  verhält  sich  die  Funktion: 

1 


X  —  a 


für  den  Punkt  bzw.  Wert  a;  ~  a. 

Es  wird,  wie  aus  ihrem  graphischen  Bilde,  Fig.  156^}  —  welches 
genau  die  g^ohe  Kurve  wie  die  oben  betrachtete  ist,  nur  um  -f  a 
nach  rechts  vom  Nullpunkt  verschoben  —  deutlich  eraichtiich  ist: 

1 


lim 


=    — OÜ 


lim 
X-« 

Da  für  diese  Funktion 

\f{A) - /wi    ^  -  '\r-^;^-ä) i 

ist,  so  folgt,  daß,  solange  A  ^  mit  sehr  kleiner  Differenz  |^  —  a;{ , 
also  für  \A  ^x\<d,  der  Zahler  sehr  klein  wird,  nicht  aber  der  Nenner, 
und  ist  somit  die  Stetigkeit  der  Funktion  damit  nachgewiesen  für  alle 
endlichen  Werte  (positiv  und  negativ)  von  x,  welche  verschieden 
von  a  sind. 

Hingegen  für  den  Punkt  o;        —  a  wird,  wenn: 

\A  —  x\  =  \a  —  x\<d 

1  1       '  1  Ii 

Wählen  wir  \a  —  x\  =  /V,  wobei  i>'  <^  />,  so  folgt: 
1)  S.  289. 
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das  gleiche  Resultat  wie  oben,  womit  auch,  unter  Berutung  auf  die  dort 
gegebene  Blrläutenmg,  die  Unstetigkeit  hier  nachgewiesen  ist.  Es  ist 
somit  die  Funktion  unstetig  für  x  =^  a. 

Auch  die  Funktion 

deren  Bild  in  Fig.  154  ^)  wiedergegeben  ist,  zeigt  ein  solches  Verhalten» 
das  sich  jedoch  von  demjenigen  der  vorberg^enden  FnnktioneD  in 
einem  Punkt  wesentlich  unteracbeidet. 
Für  diese  Funktion  ist: 

und 


lim  I     )  -=  +00 

«»0" 

d.  h.  für  X  =  0  erreicht  die  Funktion  für  Annfthem  von  Unks  und  von 
rechts  den  nämlichen  Wert.  Die  Jg\mktion  besitct  also  für  iP  «  0  einen, 
wenn  auch  uneigentUchen  Gientw^rt  schlechthin  und  bat  die  Scfardb- 
weise 

eine  gewisse  Berechtigung. 

Da  aber  die  allgemeine  •Stetigkeitäbediiigung 

1A«)-A«»)I 

wenn 

[x  —  Xq\  <  d 

nur  mit  Ausschluß  des  Wertes  x^^O  erfüllt  ist,  was  man  hier  leicht 

auf  gleichem  Wege  wie  oben  für  /(x)  =  ^  erkennt,  so  ist  diese  Funk- 

ticn  nur  im  nioht  abgeschlossenen  Intervall  0  <  \x\  <  stetig,  also 
mit  Ausschluß  des  Nullpunktes,  nicht  stetig  im  Intervall  0  <  \x\  ^;  |oo|. 

Ganz  gleich  verhIUt  sich  auch  die  Funktion 
für  den  Punkt  (Wert)  x  =  Cy  deren  Bild  wir  in  Fig.  165^)  angegeben  haben. 


*)  S.  288. 
^)  S.  288. 
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Wir  untenttöhea  im  weiteren  die  Funktion 

1  -«» 


Ans  der  Stetigkeitsbed ingung  folgt; 
I     1  1 


1  1 

1  -         1  —  a» 


t  i 


|{l-a^)(l-««) 


.4 


l  1 


1  1 


-  1 


1 


l 


+-  a 


x-A 
A  X 


a 


Solange  A  p  0,  wird  mit  \A  —  x\  <  auch  der  Zähler,  nicht  alx-r 
der  Nenner  sehr  klein,  beliebig  klein,  je  nach  der  Wahl  von  d;  denn 


z-A 


X  —  A 

dann  wird  sehr  klein  und  damit  a^*  sehr  angenähert  gleich  a®  =  1 . 


Ax 


Fig.  174. 


Kritisch  wird  die  Sache  allein 

«-4  « 

für  il  »0,  weil  dann  n^« 

also  sehr  groß  wird,  und  daher  dann 

im  Zähler  wie  im  Nenner  nnendiich 

große  Größen  entstehen. 

Um  diesen  Fall  genauer  zu  er- 
kennen, können  vax  in  der  zuletzt 
aufgestellten  Form  Zühler  und  Nen> 
ner  durch  diese  nachher  unendhch 

x-A 

groß  werdeiKie  Größe  a  •*  *  dividie- 
ren, womit  dann  folgt: 

1 


1  - 


x-A 
t  A  X 


1 

s-A 

mAX 


1 


a 


A 


1 


Für  A  =  0  folgt  daraus: 

1  -fl« 


Digitized  by  ÜOOgle 


Ü  l^,  Stetigkeit  der  Funktion. 


Gehen  wir  mit  z  von  rechts  sehr  nahe  an  0  herau,  was  der  betzung 
X  —  A  entspricht,  so  folgt 


also  für  A 


0: 
für 


X  —  A^d:  f{A) 


fix)  =  y 

1-«* 


welcher  Ausdruck  mit  beliebig  kleinem  d  sich  dem  Wert  0  nähert. 

Kihert  sich  x Toa  links  dem  Wert  0,  was  der  Setcung  x^A 
entspricht»  so  folgt 

ap  —  0  =»  — d  =  X 

also  für  A  =  Q: 

II 

~  T 


für  X  —  A  :<  —A: 


/(J)  -  f{x)  

1  -  o  * 


wdeher  Ausdiack  mit  beliebig  klmnem  d  sieh  dem  Wert  1  nähert. 
Es  folgt  somit  für 

\x'-A\^\A-x\^d 

von  rechts  und  von  linkä  nicht  der  nämliche  Wert  für  j{A)  —  f{x)^ 
wohl  im  ersten  Falle  beliebig  klein,  aber  nicht  im  letzteren. 

Die  Bedingung  der  Stetigkeit  ist  damit  nicht  erfüllt,  die  Funk- 
tion aüso  für  ^  =  0  bzw.  a; »  0  unstetig,  und  zwar  durch  Sprung 
yon  der  Größe  1 ,  wie  es  auch  das  Bild  der  Fiinktion  (Fig.  174)  er- 
kennen Ufit. 

In  der  Schreibweise  des  limes  erhalten  wir: 
I.  Grenzwert  für  il  =  0  von  rechts: 


»0 


lim 

1 

1 

^  lim 

1 

i 

1  -  a' 

=  lim 

1 

«=0+ 

1  _ 

2.  Grenzwert  für  A 


lim 


l 


1  -o* 


0  von  links: 
1 


lim 

d  u 


1  -aö-"4j 


—  lim 


1  — 


Es  folgt  auch,  gestiitzt  auf  obige  Detiiuiiun  dei   f^U  ichinäßigen 
Stetigkeit,  daß  diese  Funktion  im  Intervall  rechts  oder  links  \on  x  - 
mit  Einschluß  des  Nullpunktes  gleichmäßig  stetig  ist,  weil  bis  und  mit 
X  =  0  stets  mit 

\A  -  'V  =  :0  —  (^!  < 
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für  ein  emmal  gewähltes  ö  im  Intervall  0  ^     <  |ao| ,  auch 

mA)-m-m-m« 

werden  wird»  wie  nahe  man  auch  an  Null  herangehen  möge. 

Dies  trifft  aber  nicht  sn  in  einem  Intervall,  welches  den  Nullpunkt 
einBohliefit,  ach  von  der  einen  Seite  über  den  NnUpnnkt  hinauagehend 
erstreckt. 

Es  ist  somit  diese  Funktion  im  Interrall 

0  r ;  X  <  +  oo 

oder 

0^a;>  — oo 
stetig,  nicht  aber  im  abgeschlossenen  Intervall 

— o  ^  X  ^  6 

und  um  so  wenige  im  nicht  abgeschlossenen  Intervall 

— a  <x  <h 

wobei  a  und  6  zwei  beliebige,  endliehe,  positive  Zalilweite,  verschieden 
von  0,  seien. 

In  ganz  analoger  Weise  zeigt  die  Funktion 

1 


1  + 


Unstetigkeit  durch' Sprung,  und  zwar  uiuh  für  a;-=0,  weil 

einerseits: 

1  T 

=  0 


1 


=  4-1 


wird,  Avie  ihr  bereits  in  Fig.  160*)  zi- 
tiertes Bild  erkennen  laßt. 

Betrachten  wir  die  Funktion: 

X 


so  zeigt  diese  trotz  der  fast  völligen  Übereinstimmung  (bis  auf  den 
Zähler  x)  mit  der  oben  behandelten  ganz  andere  Eigenschaften  bezüglich 
Stetigkeit. 


»)  S.  290. 
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Aus  der  hierfür  analog  geführten  StetigkeitAuntersachung  folgt 
zunächst: 

'  .1  i ' 

\f(A)  -  m\  -  :  -      T  T I       -  ,  i^w        u  i 


1         ,  1— -ara'^'+ii 


\  A  —  X  —  Aa*  +  a:a^  ' 


1 1  -      —  ««  +  a^"^  *  !     i  1  —  j -4-  «  ^'  -  ' 

I  - 

Wie  ersichtlich,  wird,  solange  A     0  mit  \A  —  x^  <,  ö,  auch  der 

Zähler  eehr,  beliebig  Uein  \a^*  nähert  rieh  dann    « 1  und  xa^*  dem 

Wert  X,  also  —  x  •  a  ^  ^  -{-  J  dmi  Wert  ^  ar,  der  absolut  kleiner  als  (5  ist  j  , 
nicht  aber  der  Neiuier.  Somit  wird,  solange  der  bezüglieh  der  Stetig- 
keitsiintersiK hnnü  bpriirksirhtifrte  Wert  von  X  oder  Punkt  A  mit  dem 
Nullpunkt  nicht  zusammenfällt, 

mit      \A  —  x\  <d 

auch      \f(A)  -  /(«)|  <  E 

nnd  also  die  Stetigkeitsbedingung  erfüllt  8ein.  Aber  noch  mehr;  auch 

für  ^  =  0  ist  dies  der  Fall. 

Um  dies  einzusehen,  dividieren  wir  Zähler  und  Nenner  durch 
eine  Große,  welche  uns  in  der  obigen,  letzten  Form  für  f{A)  —  f{x) 
noch  einen  sehr  großen  Zähler  für.j^  —  a;|  <  d  und  A  =  0  ergäbe, 

n&tniirtii  dmoh  a  ^* . 

Es  wird  dann  sunSchst: 

.  z-A        .    A  ' 
 i--«-f  -^-^  I 

 a^*  i 


\t\A)  -  f{x)\ 


wocans  man  nun  Idoht  erkennt,  daß  f ür  ^  »  0  und  aefar  kleine  CSröße 
Tnn  \A  ^  x\  der  Zahler  doh  dem  endliehen  Wert  x  nShert,  der  Nenner 

dem  Wert  1  —  a' 
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Es  folgt  somit  für  A  «  0: 


lim  [f(x)\  ^  lim 


und  ebenso: 


lim  [fix)] 

M  ^ 


«lim 


=  0 


1 


i 


=  0 


womit  aber  die  Stetigkeit  der  Funktion  auch  für  *  =  0  er- 
wiesen ist. 

Die  Funktion  -    -  ,  ist  also  im  ganzen  Intervall  —oo<Cx  <  -foo 

1  - 

mit  Einschluß  des  Nullpunktes  t>tf  tiL' 

jEiine,  wie  hier  im  Nullpunkt,  auftretende      ke,  d.  i.  eine  plötzliche 

Richtuncsändei  Liiitr  mit  zwei  Tangenten 
an  die  Kurve  im  selben  Punkt,  spricht 
somit  nicht  gegen  die  Str^tigkeit  ilnes  Ver- 
laufes und  ihrer  Funktion  im  betreffen- 
den Punkt. 

So  ist  z.  B.  die  in  nebenstehender 
Fig.  176  dargestellte  Funktion  innerhalb 
des  gjezeichneten  Gebietes  durchaus  als 
stetig  zu  betraehten. 
Eine  Funktion  kann  auch  mehrere   Unstetigkeitsstellen  beider 
Arten  aufweisen. 

So  besitzt  z.  B.  die  Funktion: 


zwei  Unstetigkeitsstellen,  wie  Fig.  177  erkennen  läßt»  und  zwar  für 

X'^+yä  imd  x^^}a,  in  welchen  beiden  Stellen  sie  unstetig 
durch  Ünendlichwerden  ist,  mit  an  beiden  Orten  von  links  und  rechts 
versobiedenen  Werten. 
Man  findet: 


J2  ^'a     aT«  —  ~a  ,        A^x*  —  a(x*  +  A^)  +  a»l 


{x  \  Ä){x~  A) 

Wie  ersichtUcb  ist,  kann  dieser  Ausdruck  fib  alle  endlichen  Werte 

von  z  und  von  A  ,  solange  A  ^  ]  a  ^  nur  für  sehr  kleine  Werte  von 
(z  —  A)  auch  beliebig  klein  werden,  .  ■ 
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'  UntöniUsbeii  wir 
die  Arten  der  ünste- 
tigkdten,  indem  wir 
HÜB  rcfa  beiden  Sdten 
den  Punkten 

annähern,  so  folgt: 
1.  Ponkt  x^-h  fa 

Nähern  von 
rechts:  Wir  setcen 
x='fa-\-  d  nnd  las- 
sen dann  6  zu  Null 
herabsinken. 

Dann  wird: 


§  19.  Stetigkeit  der  FiiAkfion. 

t/ist 


B86 


Flg.  117. 


==  lim 


UmfUa-^d)^  lim 

Nähern  von  links:  Wir  setzen  as  =      —  ^ 
b  h  b 


^2  _ 


a 


hm/\  f  a  —  <5)  = 


lim 


lim 
(+1 

2.  Punkt  X  =  —  \a 

Nähern  von  rechts:  x  —  — y«  +  b 

h 


(2|  a--ö)ö 
h 


— oo 


A-]a  +  r>j  = 


lim  ^  — 


Nähern  von  links:  x  —  —}a  —  ^ 


lim 


=  — oo 


lim/[  — J  a  —  d\  -     lim  _ 


lim 

,x*  —  a. 

480  l 

+00 
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Büne  etwas  komplizierter  gestaltete  Funktion,  welche  in  «ich  beide 
Arten  der  Unstetigkeit  ▼ereinigt,  ist 

M  =  a  -r  - — ^- 


Bei  Untersuchung  der  Stetigkeit  wird  hier: 

J-i  6--"-  , 

\m-f(x)\^  «  +  -      -o  *-' 

I       a  +  a  +  6'-*, 

1 


" — - — \a  +  6*  •)  (a  H-  h^"^) 


1  i 
1  I  A{a  +  A-*-*)  -  x{a  4-  . 


a  I 


Wie  der  Ausdruck  erkennen  läßt,  wird  er  bei  beliebigem,  endlichem 
X  und  endUehm  Konstanten  «  und  h ,  solange  ^  und  A  —  ü  TeiSGhieden 
von  Null  sind,  stets  mit  \A^x\^  6  oder  x  —  A±.ii  auch,  je  nach  der 
Wahl  von  6  beliebig  klein,  <  e 

Es  folgt  dann  nämlich  aus: 

a         \{A  —  x\a-\- Ah-^-*  —  xh*-'* 
wenn  wir  im  Zähler  x  durch  A±:d  ersetzen: 

_i_  1   -  !_ 

j_   i  _  I 
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80  daß: 


{A  -  x)a  +  Ä{b^~'  -  d-*-«*'  +  d6'*-«±')| 


1 

A-a±d 


) 


I   

Da  mit  sehr,  beliebig  kleinem  6  die  Glieder  h^''  und  d*^'*^', 
worin  ^  —  o  von  Null  verschieden,  beliebig  wenig  dilferieien  und 


  __ 

d.6^*«±^  auch 
beliebig  klein  aus- 
fallt, irie  auch 
\A  —  a^mmd,  so 
wird   der  Zähler 

beliebig  klein, 
nicht    aber  der 
Nenner. 

XMe  Funktion 
ist  somit  stetig 
für  alle  Werte 
des  Arguments 
mit  Ausnahme 

der  Punkte 
ile=  0  und  il  =  o. 

Es  folgt  näm- 
lich für  diese  Stel- 
len bezüglich  des 

ersten  Falles  wegen  dem  faktoi     im  Neuner  und  bezüglich  des  zweiten 

1 

wegen  der  Potenz  im  Zähler  für  den  ganzen  Ausdrnck  bei  behebig 

Usmem  \A  —x\  =  d  nicht  auch  [eine  von  vornherein  beliebig  kleine 
Größe. 

Die  genauere  Untersuchung  für  diese  bestätigt  dies  auch  in  folgen- 
der Weise: 

1.  Untersuchung  für  Punkt  ^  »  0. 
Wir  erhalten: 

a)  als  Grenzwert  von  rechts« 

wenn  wir  ar «  0  +  ^     +d  setzen: 


ris.  178. 


lim      ^  lim 


6^Q 


b- 


a 


Xo«ttler-Tramer,  DiUercnUal-  o.  lutegralrechuuiig.  I. 


5=  — OQ 


22 
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b)  als  Grenzwert  von  links, 

wenn  wir  ar  *=  0  —  d  »=  —Ö  Betzen: 


lim  /  (*)  =  lim 


b  - 


a 


lim 


a  -j- 


2.  Untersuchung  für  Punkt  A  —  a. 
Es  folgt: 

a)  als  Grenzwert  von  rechts, 

wenn  wir  x  =  a-\'  d  setzen : 

a 

« -f  ^ 
a  +      ■  , 

b)  als  Grenzwert  von  links, 
wenn  wir  x     a  —  d  setzen : 

^— \ 


a 


lim  /■(«)  =  lim 

6^0 


z-a 


6- 


=  a 


Um  /'(*)  =  lim 


6-1 


a  +  6  * 

Wie  wir  sehen,  fallen  in  beiden  Punkten  die  Grenzwerte  von  beiden 
Seiten  nicht  gleich  aus,  womit  die  Unstetigkeit  in  ihnen,  also  für 
X'»  A^O  und  X'^  A^  a,  erwiesen  ist.  In  beiden  Fällen  liegt  daher 
im  speziellen  eine  solche  durch  Sprung  vor,  im  letzteren  durch  end- 
lichen, im  ersteren  durch  unendlichen  Sprung,  was  uns  auch  die  füg.  17S 
sehr  schön  erkennen  läßt.  Und  zwar  rührt  die  Unstetigkeit  durch  un- 

endlich  großen  iSprung  von  der  1:' unktion     ~~  ~j  im  Zahler,  der  end« 


liehe  Sprung  von  der  Funktion  (a  +  6'      im  Nenner  her. 
Auch  die  oben  zitierte,  einfacii  geätaltete  Funktion  y  ^  - 


 1-  mit 

endlichem  Sprung  erhält  bei  kleiner  Abänderung  noch  eine  Unstetig- 
keitsstelle  mit  unendhchem  Sprung,  womit  sie  dann  also  auch  beide 
Unstetigkeitsarten  besitzt.  £s  ist  die  Funktion: 

1 

c  —  o* 

welche  unstetig  wird  für  x  —  0  und  wenn  der  Nenner  verschwindet, 


also  für  c  —  a*  —  0  oder  x  =^  , 


Loga 


Loge 


Digitized  by  Google 


«19.  Stetigkeit  der  Funktion. 

Mau  findet  nämlioh  für  dieae  Punkte: 
l.  Für  x  —  0: 

Grenzwert  von  rechts: 


lim 


1 


-  lim 

.so 


Lc  — 

Grenzwert  von  links: 
1 


1 


1 

04  <i 


lim 

6=0 


lim 


=  Hm 

«5-ü 


C 


lim 

A  -  0 


2.  Für  X 


Loga 

Loge  ' 


1 

c  —  a 
1 

c  — 


a 


1 

c 


Grenzwert  von  rechts: 

1 


lim 

Lok  fl \  + 


'\hogej 


a 


==  Um 

4^0 


_  _  i 


Unter  Anwendung  der  Urenzwertsätze  folgt  hieraus: 


Hm 


1 


a 


1 


lim 


ümi  ist: 

VLoirc       /     Losa       VLosa/  \hosiaf 


339 


Die  Glieder  nach  dem  ersten  Gliede  dieser  Entwicklung  k<^)[inoa,  da  ö 


beliebig  klein  gewäblt  werden  kann»  selbst  wenn  a>  e,  also 

Loga 


Loga 
Loge 


>  1, 


doch  beliebig  klein  gemacht  werden,  weil  ~|^^^"  unter  allen  Umstanden 

eine  bestimmte  endliche  Zahl  sein  wird,  während  S  beliebig  klein  ge- 
wählt werden  kann.  Es  kommt  also  za  diesem  Zweck  ledigHch  auf 
die  Wahl  von  d  an. 


^)  Die  BaaiB  des  Lc^rithmen-SyetoniB  ist  beliebi|i;  —  worauf  wir  mit  der  all- 

gf-mcincrcn  Srhrcibweiso  ../.Ofj"  hindt  iitni  woH-  ii  ■,  <l.i  mrin  ji  (iuirli  Multiplikation 
mit  einer  Konstanten,  dem  Modul,  den  Logarithmus  stets  in  einem  anderen  System 
Mudi0elwn  kann»  welche  »ber  hier,  «usigeheiid  von  einem  bestimmten  Logarithmen« 
System,  in  SUiler  und  Nenner  auftreten  und  dah^r  durch  Kürzung  wieder  Terschwinden 
wOrde. 

22* 
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Begelien  wir  einen  sehr  klt  iuen  Fehler,  der  wiederum  aus  eben 
erwähnten  Gründen  beliebig  klein  gehalten  werden  kann,  iudein  wir 
nadi  dem  zweiten  GUede  alles  vernaoblästiigen,  so  folgt  : 

1  Loge  _^(J^ßc  \- 


r 


Loga 


Loge 

Und  damit  wird  nun: 


Loga 


n«.  119. 


 I 

Loga 


Nun  ist: 


=  lim 

A  =  i> 


LoKf 

;LOg  O 


VLog«/ 


Loge 


e-a. 


,  .  <L-5 
1'  C'J 


wa.s  wir  durch  beidseitigeis  Lo- 
garithmiereu  bestätigen  kömien 
(unter  Benifuiig  auf  den  Satz, 
daß  gleichen  Logarithmen  auch 
gleiche  Numeri  entsprechen  müs- 
sen). *  Damit  folgt  dann: 


Da  der  densweit  im  Neimer  der  Grenze  =  1  zustiebt»  so  können 
wir  statt  dessen  auch  setzen: 


lim  ja 

8^0 


und  erhalten  damit: 

lim 


a 


1 


+  9 


limo**'*'' 

«»0 


lim 


limo' 


Um(a') 

t=0 


Um     [  ^-y 


nun: 

=  Um 

1 

c 

Z'""  Üm(ä'). 

Da 
so  bleibt 


c 


Digitized  by  Google 


%  11),  :sttitigkeit  der  Funktiou. 
und  daher  der  Nenner: 


S41 


poeitiT  sehr  klem,  b.  B.: 


c-  ->  0 


Damit  wird  dann  schließlich : 


lim 


1 


=  üm( -J-  )  =  +00 


Auf  geoAii  gleichem  Wege  findet  man  aaeh  den  Qrenswert  tos 
linke: 


Es  ist: 


lim 


also: 


c  •  o'  >  c 
c  —  ca'  <  0 


z.  B.  gleich  ~  ^  und  damit 


lim 


1 


Wie  aus  ohl^(  n  Darsielliingen  toigt  und  bivrcits  zwecks  Bestimmmag 
des  Grenzwertes  betont  wurde,  kann  man  sich  der  unvollkommneren 
Untersuch u  nc  auf  Stetigkeit  mittels  graphischer  Durstel- 
inn tr  der  Funktion  mit  vold  in  den  meisten  Fällen  der  praktischen 
Anwendung  genügender  Zuverlässigkeit  Ixilienen,  Die  Sache  macht 
dann  in  diesem  Falle  lediglieh  mehr  oder  weniger  hohe  Ansprüche  auf 
die  Geduld  der  Person  durch  tlie  dazu  nötige,  unter  Umständen  sehr 
^zeitraubende  Ausrechnung  der  Zahlenwerte  für  möglichst  viele  Bild- 
punkte  (zuHnmmPTigehorigc  Wertepauie  der  Variablen  zur  Bestimmung 
der  Kill  venp unk it  ;. 

Die  Uustetigkeitsstellen  werden  sieh  in  der  Zeichnimg  des  Funk- 
tionsbildes, sobald  man  mit  den  Wertannahmen  für  das  Argument 
in  die  Nähe  solcher  kommt,  leicht  ohne  weiteres  zu  erkennen  geben» 
wenn  man  sie  m.  beiden  Seiten  derselben  vergleicht. 


Wie  aus  obigen  Untersuchungen  auf  Stetigkeit  und  Unstetigkeit 
einer  Funktion,  insbesondere  auch  der  ersten  Form  der  dafür  genannten 
Bedingung  und  nicht  zuletst  auch  aus  der  Betrachtung  der  geometrischen 


Digitized  by  Google 


342 


Stetigkeit  und  Uhstetigkeit. 


Fnnktionsbüder  hei-voigeht,  ist  eine  Funktion  stetig,  solange  einer 
bdiehig  kteinea  Änderung  des  Arguments  (Zu-  oder  Abnahme)  auch 
eine  beliebig  kleine  Änderung  der  Funktion  entspricht. 

Sind  z.  B.  und  die  Abflcissen  zweier  bdiebig  nahe  gelegener 
Punkte  auf  der  x- Achse  (Abszissen)  mit  dem  Abstand  ix,  so  muß 
für  Stetigkeit  der  Funktion  an  diesem  Orte  auch  die  Differenz  der 
zugeh^gen  Ordinatenwerte 

y,  -  yi  =  Ay 

mit  Jx  beliebig  klein  ausfallen,  und  zwar  gleichgültig,  ob  vor  oder  nacb 
dem  betreffenden  Punkt. 

Es  muß  sich  also  zu  beiden  Seiten  eines  Stetigkeitspunktes  stets 
ein  beliebig  kleines  Differenzendreieck  finden  lassen,  dessen  l^eide 

Katheten  zugleich  beliebig  klein 
werden. 

Da  die  Summe  zweier  Seiten 
im  Dreieck  stct-^  crrößer  ist  als 
die  dritte,  wird  daher  aucli  die 
Hypotenuse  in  diesem  Dreieck- 
chen  mit  I.r  und  Jy  beliebig 
bzw.  unendlich*)  klein  und  das 
ganze  Dreieck  bezüglich  seines 
\    jCf    1  ^  I  Inhalte«!  rregernil)OT    I.r  als  von 

— i/crCttsaC-^  --^^  i  Orclniiim  c'nu-  uiu  iidlich  kleine 

(.roBc  11.  Ordnung 
Wir  erhalten  daher,  daß  für  Sti  tigkcil  in  rinein  Funkte  P  {x,  y) 
zu  beiden  Seiten  desselben  sich  bennoh harte  Punkte  Pj  (.r,.  und 
P'i  (^2»  V'i)  ^^nden  lassen,  welche  l>eli('big  naiu'  bzw.  ..unendlich  nahe  ", 
wie  man  auch  ni<  ltt  sehr  nut  ."xich  ausdrückt-),  zu  ihm  liecen,  und  können 
daher  auch  in  geometrischer  Formulierung  uns  auädrückeu: 

Das  geometrische  Bild  einer  stetigen  Funktion  ist  eine 
sog.  stetige  oder  kontinuierliehe  Kurve%  deren  Punkte  sich 
im  Gebiete  der  Stetigkeit  überall  in  beliebig  kleinen  Ab- 
standen folgen. 

Oder: 

Eine  stetige  Funktion  besitzt  die  Kigenschaft,  daß  in 
ihrem  geometrischen  Bilde  zu  unendlich  kleinen  Abszissen- 
differenzen  auch  ebenfalls  unendlich  kleine Ordinatendiffe- 
renzen  gehören. 

^)  aktuell  unendlicii  idein. 
«)  Vgl.  S.  240,  307. 
*)  Vgl  S.  138. 
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BeKÜglioh  der 

Stetigkeit  zusammengesetzter  Funktionen 

kann  man  /.eiszeii,  daß  diese  sieh  aus  dem  die.sbezüglieiien  Verhalten 
der  Teilfunktioiieii  ergibt. 

Setzt  sich  z.  B.  eine  Funktion  aus  der  Summe  zweier  andern 
Funktionen  zusammen,  so  läßt  sieh  leicht  beweisen,  daß,  sobald  die 
beiden  Teilfonktionen  stetig  sind,  auch  dto  ganze  Funktion,  die  aus 
ihrer  Summe  gebildet  wird,  stetig  sein  muß. 

Es  läuft  dies  direkt  auf  eine  Anwendung  der  früher  gegebenen 
•Grenzwertsätze  hinaus,  was  schon  aus  der  einen  Definitionsform  der 
Stetigkeit  durch  die  Existenz  eines  Grenzwertes  (von  links  und  rechts 
nur  ein,  der  gleiche  Wert)  ohne  weiteres  einleuchtet. 

Aber  auch  mit  Anwendung  der  ersteren  Formulierung  des  Kri- 
teriums für  die  Stetigkeit  folgt  es,  wenn  z.  B.  fi{x)  und  f^{x)  die  beiden 
Teüfunktionen  sind. 

Sind  die  beiden  Funktionen  für  einen  bestimmten  Wert  Ä  des 
Aigoments  stetig,  so  heißt  dies,  daß 

1^1  —  /i      <  h    ^«»«1    1-4  —  a-j  <:  <\ 

und 

l&i-A(a?)l<«.  |^-a;|<d, 
woraus  durch  Addition: 

|6i  -r        (Ji  ]  fi)]  <    -f  tj  t 
wenn  \A  —  x\<d 

wo  d  die  größere  der  Zahlen  6^  und     bedeuten  mag. 

Diese  Formd  sagt  aber  nichts  anderes,  als  daß  {fi  +  /g)  sidii  der 
Grenze  {bi  +  nähert,  wobei  aber  {b^  +  ^s)  ein  endlicher  Wert  ist, 
da  es  für  6|  und  b^  nach  Voraussetzung  zutrifft. 

Damit  ist  die  Stetigkeit  von      +  /^) ,  also  der  Funktion 

Fix)  =  ftix) /:Av) 

bewiesen,  die  sich  als  Summe  aus  /i{x)  und  />(.t)  orjribt. 

In  Beobachtung  der  au  frülierer  iSlt'llt'  i^egclieueu  und  bewiesenen 
Grenzwertsätze  lassen  sich  in  dieser  Weise  auch  tlie  analogen  Sätze  für 
die  Stetigkeit  der  Funktion  herleiten  und  beweisen,  was  wir  dem  Iicser 
im  weiteren  überlassen  möchten. 

Wir  fassen  folgend  nur  noch  das  Gesamtresultat,  wie  dort  auch 
hier,  in  einen  Satz  zusammen,  der  folgendermaßen  lautet'): 

Eine  Funktion,  geUldet  aus  einer  «ndliehen  Anzahl  Ton  Additionen, 
Sobtrakttottfln,  HnttipBkalioDen  (ganzzahligen  Potonzen)  ond  INTlsionen 
anderer  Funkttonen,  wird,  solange  die  Teiltnnktionen  stetig  sind,  für 

')  Vgl.  «uok  S.  360,  Anm. 
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den  Dämlichen  Wert  auch  stetig,  wenn  die  im  Nenner  stehendea 
Funktionen  an  der  Grenze  nicht  verschwinden. 


Die  Unstetigfceit  der  iPunktion  kann  anoh  in  der  Weise  auftreten, 
daß,  wenn  man  ndi  mit  den  Aignmentwerten  von  beideoi  Seiten  einem 
bestimmten  Werte  nähert,  sich  in  beidfln  Fällen  der  Funktionswert 
auoh  dem  nftmlicthfin  Werte  B  als  Gbmizwert  näbert»  man  aber  durch 
direktes  EJnsetxen  des  Aigomentgrenzwertes  A  einen  ganz  andern 
Fanktionswert  erhält,  so  daß  also  wohl 

lim  f{x)  =  Um  /'(x)  eo  B 

aber 

Hieraus  folgt,  daß  die  Bestimmung  eines  Funktionswertes 
als  Grenzwert  niemals  einfach  durch  direktes  Einsetzen  des 
Argumentgrenzwertes  erfolgen  darf,  wenn  sich  auch  sehr  oft. 
Ja  bei  den  gewöhnlichen  Funktionen  meist,  im  Resultat  kein  Unterschied 
zeigt.  Bs  zeigt  vielmehr  wiederum  deutlich,  daß  Gienzwertbestimmung 
und  Einsetzbestimmung  eines  Funktionswertes  zwei  grundTersohiedene, 
einander  nicht  ersetzende  Operationen  sind. 

Kiu  scliönefi  Beispiel  hierfür  bietet  uns  die  Funktion 

y  —  ^^sin-xicosag)^** 


in  entwickelter  Form  geschrieben: 


HtrO 


In  der  Klamnier  steht  eine  goometrische  Progression,  deren  Quotient 
cos-x  kleiner  uls  1  ist  mid  somit  nach  früherem  (S.  266)  für  unendliche 
Ghederzaiü  die  Summe  besitzt; 


a  = 


1  —  oos'a; 
Damit  wird: 

•ci  \      -2         1  1— cos-x 


COS^jB 





k\g,  181. 


Da  dieses  liesultat  ohne  Kiuschräii- 
kung  für  x  erhalten  wurde,  so  sehen  wir, 
daß  für  jeden  beliebigen  Wert  von  ;r,  wie 
nahe  wir  damit  aueh  an  0  herankommen , 
der  Wert  der  Funktion  y  stets  gleich  I 
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und  immfir  Yom  selben,  positiven  Voneichen  für  pontive  und  negative 
X'Werte  ist,  da  ja  mn*se  und  ooe's  als  Quadrate  stets  positiv  ausfallen. 
Es  ist  also  auch: 

lim  J(x)  ev>  1 

Ihr  geometriaohee  Bild  ist  daher  eine  Oerade  parallel  zur  sp-A(dtse 
im  Abstand  1  oberhalb  deraelben  (v^.  flg.  181). 

Setzen  wir  dagegen  in  dem  Ausdruck  der  Funktion 

a;  =  0 

eiii,  so  folgt 

TP 

n  =  0 

«0|l  +  lH-lH----)  =  0  +  0-}-04-"« 
FiO)  =  0 

Wir  erkennen  daraus,  daß  die  vorliegende  Funktion  indertat 
verschiedene  Werte  ergibt,  Je  nachdem  wir  direkt  x^O  einsetzen  oder 
ob  wir  diesen  Wert  von  x  durch 
Anniherung  gewinnen;  in  welch 
letzterem  Falle  es  gleichgöltig  ist, 
von  weli^er  Seite  das  Nähern 
erfolgt. 

Setzt  man  daher  feet,  daß  man 
für  a;  0  nicht  den  Wert  0  als  gül- 
tig betrachten  will,  8ondem  den 

men  dann  die  Werte  von  y,  die  „Tt?   

man  durch  dh  t  ktes  Einsetzen  von  pig.  isg. 

x  =  0  und  durch  Annähern  von  x 

an  0  erhält,  übeiein,  Avomit  auch  die  Uustetigkeit  der  FunJction 

y  =  F{x)  verschwunden,  behoben  ist. 

Eine  solche  Unstetigkeit  einer  fWktion  nennt  man  daher  eine 
hebbare  Unstetigkeit. 

Damit  dürfen  wir  aber  für  diese  Funktion  nicht  nur  voji  einem 
Annähern  an  den  ]*imkt  x  -  <>,  sondern  auch  von  einem  Haben  des 
Urenzwertes  für  dieaeu  \\  ert  des  Arguments  sprechen. 

Nehmen  wir  dagegen  das  schon  behandelte  Beispiel 

,  sin« 
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80  ergibt  sieb  nur  eine  Bcbeinbare  f^lK^reinstiininung  mit  obigem  Falle 
für  den  Argumentwert  x  —  0,  Wir  erhalten  nämlich  durch  direktes 
Einsetaen: 

einen  „unbestimmten**  Wert,  von  dem  wir  wissen,  daß  er  tatsäclilioh 
den  Wert  +1  hat'),  während  gleichzeitig 

lim  fix)  =  lim  f{x)  ^  i  1 

ist,  woiuil  aber  L^e:>ai,'t  w  iui,  daß  es  sich  hier  um  t  iu  wirkUches  direktes 
Haben  des  Grenzwertes  für  x  ^  0  handelt. 

Wir  können  demnach  resümierend  auch  sagen,  daß  von  einem 
Sichannähem  an  den  Grenzwert  nur  dann  gesprochen  werden  muß, 
wenn  durch  das  direkte  Einsetzen  des  Aigumentwertes,  für  welchen  man 
die  Stetigkeit  untersucht,  entweder  ein  von  den  Annäherungiftwerten  vOUig 
verschiedener  Wert  sich  ergibt  oder  ein  bestimmter  Ausdruck,  dem 
eidi  unter  kdnen  Umständen  ein  bestimmter  Wert  zuordnen  läßt,  der 
also  defim'tiv  unbestimmt  bleibt.  Ais  Beispiele  dafür  erinnern  wir  an 

die  besprochenen  Funktionen^)  f{xj  =  8in|~j;  g.  {x)  ==  ^  ***'(^)  • 

Wenn  dagegen  das  direkte  Einsetzen  den  gleichen  Wert  ergibt, 
wie  der  Grenzwert  für  das  Annähern,  oder  wenn  der  durch  direktes 
Einsetzen  entstandene  „unbestimmte  Ausdruck"  sich  doch  als  bestimmt 
erweist  und  von  gleichem  Werte,  wie  der  durch  Annäherung  gefundene 
ist,  dann  haben  wir  es  mit  einem  Haben  des  Grenzwertes  zu  tun. 

Wie  das  folgende  Beispiel  zeigt,  gibt  es  auch  Fälle,  für  welche 
die  Unstetigkeit  nicht  lielihar  ist. 

"K^  tritt  in  deuiselbeii  wiederum  eine  l'ii^tet  i'jkt  it  im  gleichen 
Sinne  ein.  daß  näinlicli  das  direkte  Einsetzen  einen  andern  Wert  liefert 
als  da.s  Sichannilliern  an  den  betrettenden  Aruunieiilwert;  aber  nun 
derart,  thiß  dieses  Annähern  von  reehts  und  links  zu  verechiedeneii 
Werten  ffihrt  und  außenii  in  nodi  das  direkte  Einsetzen  einen  von 
diesen  beidtii  ebenfallf*  \ cr^t'htedrnen  Werl  hefert. 

J>ie  betreffende  Funktion  mit  solelien  Eigenscludien  lautet: 


,    ,  .  sinSar  ,  sinöar 


oder  kurz: 


sin  (2  M  —  1 )  X 


>)  Vgl.  s.  2»ti. 
«)  S.  201,  2««2. 
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Da  wir  obigen  Nachweis  mit  den  bisiierigen  Darlegungen  nicht 
f filuen  Icdnnen,  bo  mfiasen  wir  uns  begnügen,  die  Resultate  anzugeben. 

ZunSchst  sieht  man  ohne  weiteres  aus  der  Form  der  Funktion, 
daß  für  negative  x  auch  der  Funktionswert  y  negativ  wird  (weil  ja  der 
SSniifl  eines  negativen  Winkels  negativ  ist),  und  ebenso,  daß  für  poei* 
tives  X  das  y  auch  positiv  ausfällt.  Also  muß  jedenfalls  auch  in  der 
Nähe  von  a;  —  0  sieh  der  Funktionswert  einem  negativen  bzw.  positiven 
Werte  annähern. 

Nun  ist: 

.  sin  3  a;  ,  sinSa;     .sinTx  ,  n 
«n«  +    -s  h  -        -^  i  ) 

0  0  4  4 


^)  kür  den  bereiU  die  einhchiägigon  Beziehungen  keiineudfn  Leser  wollen  wir 
die  Ablflitung  dieser  Fonndn  hier  kun  anfölmin: 

Wir  gehen  aua  toh  der  tfLogariämi9ehM  Rakt**s 

Z  X* 

-  2  +  s  "4  +  

velohe  auch  aUgemeiii  für  eine  komplexe  2Sahl  (Variable)  z  gültig  iet  unter  der  Be» 
din^nng,  daß 

s  1 


Au  ihr  foJgt,|[weinn  wir  s  dureh  — «  eraetien: 


,  wenn  ,a  <  1 


worin  s  ein»  gewöhnliche  komplexe  Zahl  bedeutet,  für  die  wir  setzen  kSnnen: 

z  =;  r(co.H7   ;  »■  sin«/ ) 

und  dah«r: 

In(l     2)  =a  ln(i  -  rcoBf    -  »rstn^/) 

die  Klammer  kann  als  wieder  komplexe  Zahl:  [(1  -  r  OOS f)  —  «rein 9^]  abermak  als 
aoldie  geeohrielien  werden: 

(1  —  rcosqr-     »rain^)  ■--  Ji(coey>  -{-  «ainv)  =  Ä-  e**' 

wobei: 

l  —  rcoef/  =  JlcoBfp 

r  sin  7     ■-  R  sin  »/■ 

^  sa  1(1  -  rcos^')-  -t  (fHinvj-  =  )  1     2r  cos»9 

dann  wird: 

ln(l --  f  «»9     »rrinv)  ^  In Jf  +  •  v 


Nun  ist; 


tgü'  =  '      =  "  

^         0O8I/'      1  -  r  CO«'/ 


r  sinv 

V  s=  nrctir  • 

.  I     f co»<r 

und:  ' 

\nR  =  \  in(i     2rco!«7  +  r'> 

Kaeh  der  Hoivreschen  Formel; 

(ooev*  +  »ein 7")*  »=  oosny  +  1  tinii'/ 
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und 

8in(— 3a;)  ,  sin{~5x)  .  8iii(— 7»)  ,  n 
Bm(-x)  +  3  -  +  -- y--    +  -  +  ^ 

welche  Beciefaiuig^  für  belielMge  Werte  von  x  gelten,  alao  aneh  fSr 
AnoSlifini  an  0  von  rechts  (bei  poeitiven  x-Werten)  bsw.  luü»  (bei 
negativen  d^ Werten). 


wild  für«  9  »  f  (oosy»  +  t  mv) : 

2*  ^  r*(co82y  +  itia2f) 
t*  =  r*{eo»9  V  +  tiinS 
t*     f*(oo»4  7  +  «  «iii4  9^) 

SetMD  wir  diese  Ausdrücke  in  die  Gleiobong  für  hx{l  -  2)  ein,  so  folgt: 

ln(l  -  2)  =  InÄ  +  »  V  =  1  ln<l  -  2rewq  i-  r«)  +  »* •  «rotg  ,  ' 

r« 

SS  ^rCoMf?  4-  »sin9>)  —      (ooe29>  +  t  sinS  9») 

r» 

—  i-{<'0«3     +  »  «in3  f )  —  • 
3 

für  r  ^  1  Idgt: 

B -(OOS 9?  -  «0119)  -g  ^  

Durch  GleichfletKung  der  reellen  Werte  einerMite  und  der  imagtn&ien  Werte 

seita  folgt: 

*  1  r«/i  M        [         I  «»29   ,  ooe3  9!>  1 

2  ln[2(l  -•  co»9)1  «  -  [««9  +  ~ 2"  -  +  +  •  •  •] 


Nun  ist  : 


1  —  co«'7  2  3 


9'  '/V 
I  -  ooay  =  2 ein'  ^        und       sin*/  =  2 sin  ^  2 


Dllher: 

sin «/ 
arctg 


sin«/  91  /  .T  9-\ 


und  also: 

ittn9-      _  .T  y 

1   "cölaiV  ""2  2 
uud  derunac'i»  das  Resultat: 


77       .         sin2y       sina^  , 


Sellien  wir  nnn: 

9'  .7  // 


2*22  ^ 
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Kö  nähert  sich  somit  der    laiktionswert  y  dem  Werte  -f  ^  ,  wenn 

wir  ODS  mit  von  rechts  her  dem  \Veit  0  nähern,  dagegen  dem  Wert  —  ^  , 
wenn  sidi  x  von  links  her  dem  Wert  0  annähert.  ^ 

Setzen  wir  dagegen  in  die 
Fonktionaformel  a;  =  0  ein ,  so 
wird  y  «  0 ,  da  ja  sämtliche 
£Snu8  zu  0  werden. 

Die  Funktion  y=  stellt 
swei  horizontale  Gerade  dar, 

TT 

decon  eine  im  Abstände 


4' 


andere  im  Abstande  —  '7  fici«. 

4 

You  der  x- Achse  liegt,  wie  dies  ja  die  obigen  Summenreihenentwick- 
lungen  von  ihr  andeuten;  zu  ihrem  geometrischen  Bilde  gehört  aber 
auch  der  Nullpunkt  (vgl.  Fig.  183). 

Wir  haben  hier  alsf)  den  interessanten  Fall,  daü  für  einen  be- 
stimmten Argumentweit  der  Grenzwert  der  Funktion  von  rechts  ander« 
ist  als  der  von  links,  beide  aber  sind  wiederum  verprhieden  von  dem 
Funktionswert,  den  man  durch  direktes  Einsetzen  erhält. 

Bilden  wir  aus  obiger  durch  Zusammensetzung  eine  neue  Funktion 


 F  

■ff 


8m(.7  h     +  -  -  -g     ^  H  —  j  -      +  •  •  . 

»  8in'2  sin3i/ 

—  =  iunQ  —  — -z. — -  4-    +  •  •  • 

2  '         2  3 

Setoen  wir  statt  »/  wtt»der  allgeiuoiu  ^  ,  so  wird: 

Dnroik  Addition  ra  obigem  Anadzudc  für  ^         folgt  BcbUeinidi: 


giltig  für  j'xlen  (reellen)  Wert  von  7  ,  wie  die  nähen'  Unt<'rsuchnTifr  t  rpl't. 
Setzt  man  statt  «f  die  allgemeine  teelle  Variable  x,  so  folgt  schUeÜUch: 


flia9«  ,  ,  miklx  ,  l 

sin*  -f  ^  1  ^  -  +  •  •  •  1  ;  x\  <>j 
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und  beaclitt'ii,  daß  der  Limes  einer  Summe  gleich  ist  der  Summe 
der  Limes  der  Summanden,  daß  also 

Hm  ^  »  lim(co6^)  +  lim  0ix) 

8o  hätten  wir  in  dieser  eine  Funktion,  die  durch  diiektee  Einaetcen  1 

liefert,  durch  Annähern  aber  1  ±     ,  so  daB: 

4 


iiin  ^\x)  ^  1  f 


J7 


lim  JP{ar)     1  -  ~ 

x*0~  

H\x)  ^  1 


ihr  geometrisches  Bild  zeigt  Fig.  184. 


Fig.  184. 


M  Daß  der  Satz,  eine  Funktion,  welche  durch  die  Summe  Anderer  stetiger  Funk« 
tkmen  gebildet  ist^  auch  stetig  ist,  solange  die  Anzahl  der  Sammandfln-Fmiklioiieik 
eine  endliehe  iat,  «eine  Richtigkeit  hat,  TexansdiaulidiMi  deutlioh  die  obigen  Belepiele. 

Von  y     ^iAn*x{cmxY*  bestehen  die  Summanden  alle  «oe  stetigen  Fmak* 

tioneu,  wahrend  ihre  unendliche  Summe,  wie  gesehen,  nicht  stetig  ist. 
Ebenso  ist  die  Funktion 

,      .      ,   sinSac  .  «inß«  , 
=  sinT  I  —  1  h  •  •  • 

a  o 

bestehend  sus  uneudUch  vielen  stetigen  Fuaktionen,  anstetig  im^NuUpunktk  wo  ihr 

Wert  von  +     nach  —  -  springt. 
4  4 

Ks  fol^t  hieraus  w  i'derum  von  neuem,  dafi  bei  deiaitigen  Obeigftngen  zum  Un* 

endUchen  Vorsieht  gebuten  ist. 
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Da  wir  oben  aucli  das  UiiciKllichwcrden  einer  Funktion  angeführt 
liabeu,  so  wollen  wir  noch  folgende  Definition  einführen: 

Eine  Funktion  heißt  in  einem  Intervall  endlith,  wenn 
die  Werte,  welolie  nie  in  den  einzelnen  Punkten  annimmt, 
ihrem  absoluten  Wert  nach  endlich  bleiben  oder,  genauer 
gesagt,  wenn  es  eine  positive  endliche  konstante  Zahl  gibt , 
dievonder  Funktion  in  diesem  Intervall  nicht  überschritten 
wird. 

Soweit  wir  die  Unsteti^eit  bisher  in  Betracht  gebogen  haben, 
bessog  sie  sich  stets  nur  auf  einzelne  Punkte.  Man  sagt  in  solchen 
F&Qen,  die  Funktionen  haben  nur  isolierte  ünstetigkeitsstellen;  de 
werden  nur  in  isolierten  Punkten  unstetig.  Doch  ist  dies  nicht  immer 
notwendig  so. 

Man  kann  am  Funktioneo,  die  nur  in  isolierten  Punkten  unstetig  sind,  mit 

HUfe  sog.  Prinzips  der  V erdichtung  der  Singularitäten  ausgehend, 
Funktionen  aufstellen,  welrhe  in  unendHch  vielen  Punkton  unstetig  sind.  Die- 
selben (die  Unstetig keiten)  küuaen  sich  tiana  in  der  Umgebung  eines  einzelnen 

Punktes  häufen  —  wie  s.  B.  in  der  Funktion  f{x)  ^      ^  ^    für  « 0,  wo- 

für  die  Funktion  ain  [-^]  keinen  Qrenxwert  bedtst^  da  «ie  den  Nullpunkt  in  un- 
aüUifig  Tieleo  Sohwingungen  zwisehen  +1  und  —1  emioht,  abo  anoh  ihre  Kurve 

in  nächste  Nahe  desselben  unzählig  oft  die  x- Achse  passiert,  »in(  also  un- 
zählig oft  Null  und  »umit      -  ^     unzählig  oft  -\-  oc  oder  —  cx^  wird,  wie  auch 

Hinl  ) 

'        1        1  ') 

in  der  früher  betrachteten  Funktion  |^Bin^-  j     —  oder  aber  die  unbegrenzt 

vielen  Punkte  mit  Unstetigkeitsstellfn  können  in  gewisser  Weise  über  das  gaiuse 
Intervall  vertrüt  "^i-in.  Ist  dio  An/alil  der  Unstetigkeitßstellon  rrifiüfh,  so  kann 
man  durch  Kiiisciiheüen  der  Ünstetigkeitsstellen  in  unendlich  kleine,  be-s-ser  gesagt, 
beliebig  kleine  Umgebungen  und  Ausschließen  dieser  aus  dem  G  üitigkeitsbereiob 
die  Funktioo  für  den  Rest  des  Intervaltes  als  stetig  bekommen.  Man  nennt  solche 
Punktionen  äbteüvngBimse  stetig. 

•)  Vgl  S.  291.  '2\)2. 
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§  20.  Der  Differenüalquotient. 

Duioh  die  Einfflhning  und  Betrachtung  dee  Grenzwertes  und,  auf 
ihm  fußend,  jener  d&c  Stetigkeit,  haben  wir  gelomt,  uns  mit  Eigw- 
sohaften  einer  Funktion  in  der  N&he  oder  der  Umgebung  einzelner 
ihrer  Punkte  zu  befaaaen.  Sie  führt  nun  weiter  dazu,  diese  Eügen- 
Schäften  der  Funktion  noch  in  anderen  Hinsichten  zu  untersuchen. 

Auch  geometrisch  werden  wir  von  selbst  darauf  geführt.  Wenn 
man  nämlich  eine  Kurve  zeichnet  und  ihren  Verlauf  in  der  Gegend 
eines  Punktes  genau  kennen  will,  so  sucht  man  vor  allem  die  Tangente 
in  diesem  Punkte  zu  ermitteln.  Die  physikalische  Anwendung  dieser 
Tatsache  führt  uns  zur  Geschwindigkeit,  die  sich  geometrisch  auch 
wiederum  durch  die  Tangente  (an  die  W'pgkurve:  Weg  in  Funktion 
der  Zeit)  deuten  läOt. 

Dif  Koiisliuktiuii  der  Tangente  an  eine  (hu'ch  bestimmte  Gesetze 
gegebene  Kurve  in  einem  behebigen  Punkte  derselben  ist  Sache  der 
Geometrie  und  schon  frühzeitig  von  den  Mathematikern  geübt  worden. 

müssen  aber  wiedtiiuii  trathtrn,  iinabhängifiT  von  der  (ieo- 
metric  zu  einem  Begriff  und  »»oiner  arithniet isihen  Darstrllung  7AI  ge- 
langen, der  mit  dieser  Tangente  in  iniiigein  ZusainnuMihang  steht  und 
sie  für  die  arithmetische  Betrachtung  und  ilire  rnitleutung  ins  Geo- 
metrische \ülli^  ersetzt. 

Wii"  gehen  zu  diesem  Zwecke  aus  von  der  L  nigebung  eines  Punktes 
der  stetigen  Funktion: 

y  =  M 

nämhch  für  x     a  uii<l  v  —  b  und  bilden  für  verschiedene  Werte  x,  , 
x.^-  '     die  sieh  dem  Wert  x  —  a  nu  lu  ini<i  mehr  annähern,  die  zu- 
gehörigen Funktions werte  Hx,  ytt     '  '  '>  welche  sich  damit  dem  Werte 
y  =  6  nähern. 
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und  setzen: 

a;  ^  a  =  2,5 

wofür: 

2,6» 

y=.6  =      -  =  2.604166 
o 

i^ird  und  erhalten: 


=  0,0 

Vi 

=  0 

=  1,0 

Vi 

-  0,166 

«1 

=  2.0 

Ih 

=  1,333  . .  • 

«4 

=  2,2 

Va 

=  1,77466  . « . 

-  2.4 

-  2,304 

=  2.45 

=  2,451020833  •  -  • 

=  2,475 

Vi 

=  2,5268203125 

=  2,4875 

y% 

2,5(i5299ir):J(>4r)833  •  •  • 

=  2.49375 

=  2,5846842041015625 

«10 

-  2,496876 

=  2,594413243611653645833  • 

Wir  bilden  ferner  die  Differenzen: 


a 

=  2,6 

6 

¥i 

=  '4y, 

2,6041ti(j  .  • . 

a 

=  1,5 

h 

-  Vt 

=  2,4375 

« 

«  0,5 

b 

=  ^y. 

«  1,270833  •  • . 

-*« 

»0.3 

b 

-y» 

=  0,8296 

« 

=  id«^ 

=  0,1 

b 

- 

=  ^y* 

»  0,300106  '  •  • 

a 

»0,06 

b 

y. 

=  ^y« 

=  0,153145833  • 

o 

=  4Xj 

»  0,025 

h 

=  ^y. 

=  0.077346354106  •  •  • 

a 

-  's 

-  Jx, 

-  o,oi2ri 

b 

-  >y« 

0.038SH7.'.  13020833 

a 

-  *• 

=  Ja?, 

-  0.00625 

b 

y» 

-  Jy» 

^  0,019482462565104166. . . 

« 

0.003125 

b 

yi» 

-  >ly,« 

^  0,000763423055013020633  • 

Ko«itler*Trftin«r,  I)lfr«i«ottol-  u.  Iiit«gi*1re«hiiaDg.  I.  23 


Digiiizeü  by  Google 


364 

und  bekommen  die 


■'1 

fr 

/Ir, 

a 

= 

5 

Ax. 
t 

a 

Au. 

SS 

6 

—  V« 

Ax. 

<» 

—  », 

fr 

Asc. 

• 

a 

—  ar. 

AVi 

6 

fr 

— 

a 

• 

Av. 

fr 

Äx, 

a 

—  X, 

h 

:_ 

Ax^ 

a 

•«■ll 

b 

Ax^ 

a 

h 

a 

Difftrealiftl  und  lategntU 
Quotienten: 

2.5 

2,4375 
1.6  " 

0,6 

0,8295 
0.3 

0,300166  •  • . 
0,1 

0,153145833  -  ■ 

0,0773463r>4166  ■  •  • 

0,025 

0.038867513020833 
0.0125 

0,0104«24025ft5 104106  •  •  ■ 

(i.00fi25 

0.00975342305501:^20833  •  •  - 
0.003125 


1,04166 .  - . 
1.625 

2,765 

3,00166- •  • 
3,0620166  •  • . 
:  3,093854166  •  - 
3,10940104166  ■  •  • 
3,1171940104106  ■  - 
3,121096377604166 


Wie  ersichtlich,  isl  eijierscil«: 


allgemein: 


Jxi      Axg      Jxj  Ax^ 


und  Ueiben  undereraeits  die  Quotienten  alle  kleiner  als  eine  bestimmte 
Zahl       z.  B.  3,20>);  d.  fa.  es  ist  und  bleibt: 


woraus  aber  nach  früherem  notgedrungen  für  die  Reihe  der  Zahlen 

ein  Greii/.werl  existieren  muß. 


'  iy 

Da  die  Differenz  zwischen  diesem  und        ,  wie  auch  die  Zahlen« 

leiiuMi  erkeniieu  lansen,  mit  kleiner  und  kleiner  werdenden  Differenzen 

^)  denn  man  siebt,  daß  die  Werte  der  '!—  von  '|~  an  nur  noch  ron  den 
Hundertsteln  an  annehmen.  ''^ 
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und  Jy^  auch  stete  kiemer  ausfallt,  so  wiid  dieser  Grenzwert  hier 
erreicht,  sobald  Jo^  und  At/n  an  ihrer  Gmize  aogelaiigt  sind,  d.h.  für 
J«-»0  trnd  Jy^O. 


Jy» 

Flg.  tHö. 


Um  nun  diesen  Grenzwert,  wie  er  sich  nicht  nur  lür  den  sp^ieUen 
Kurvenpunkt,  mit  den  Koordinaten  x  ^  2,5  und  y  =  2,601166  •  • 
sondern  allgemein  für  x  =  a  und  y  =  b ,  d.  h.  ein  jedes  Wertepaar  {x,  y) 
dieser  T^in  ktion  oder  für  jeden  Punkt  der  Kurve  in  einer  jeweils  an- 
dren Zahl  finden  läßt,  näher  zu  untersuchen,  gehen  wir  aus  von  der 
allgemeinen  Form  des  obigen  Quotienten: 

Da 

X       Xu  —  'J.t'i, 

also  auch 


Digitized  by  Google 


und 


und  Integral. 


fio  kann  man  deuiBelben  auch  die  ij'orm  geben; 

 .^-^i»  

Faßt  man  nun  die  vanablen  Diffeienzen  Jx^  und  Jy^  nicht  als 

Yon  den  besonderen  Koordinaten  Xi,,  des 
Punktes  Q  abgeleitete  Teile  auf,  sondern 
ordnet  man  sie  als  Teranderliohe  Teile  von 
X  und  ff  den  Koordinaten  des  lestliegenden 
Punktes  P  zu,  dem  dem  Grenzwert  entspre- 
chenden Grenzort  der  Bewegung,  so  kann  mau 
die  Indices  von  äx  und  Äff  weglassen  und 
den  allgemeinen  Quotienten  auch  achreiben: 


Ax  Ax 


der  in  diesem  Zusammenhang  unter  dem  bezeichnenden  Namen  dee 
D^erett2enquoti0ni  der  Funktion  f{x)  bekannt  ist. 

Falls  nun  dieser  Quotient  einen  (  ir-oM/As  ert  beüitzt,  so  sprechen  wir 
dann  von  diesem  als  einf-ni  DifferetltialqUOtient  (D.-Q.),  dem 
somit  die  Schreibweise  zukommt: 

Um  anzudeuten,  daß  dieser  für  die  verschwindende  Differenz  Ax 


*)  In  spezieller  Rücknickt  auf  spätere  Betnichtuimi'ii  wei!*eii  wir  hivr  mit 
Nachdnick  darauf  hin,  daß  der  vor^tesetzto  grieohi«che  Buchstabe  A  (das  „Z>" 
im  griechlaohon  Alphabet)  in  Jx,  Jy,  A f'{x)  usw.  nur  die  Bedeutung  der  ein- 
fache ron,  abgilt rzten  Sofanibweise  einer  Diffeienz  hat.   in  diesen  Beispielen 

als  Ir  von  zwei  Werten  r  •  fr  =  »|  -  ar^.  von  zwei  Werten  y :  y,  yg^  fy. 
von  zwei   Funktiuuswerten  /  u  , )  -  Aa*.,)  —  A  f{x)    und    unter  keinen  Um«t!iiuieii 

1  y        A  '  y 

als  ein  »elhntiintUper  Faktor  aufzufattaen  ixt,  der  etwa  in  -      ais    .       gekürzt  werden 

dx       A  •  X 

dürfte.  A  bildet  mit  dem  nachvci'set/f cn  F?ii(  li^tnlM'n  ein  nnzcrtn'tinltohos  Oanze.  vom 
dessen  durch  denselben  bezeichneter  Grulk>  er  etwas  aussagt  und  dazu  da  ist,  nämUcii 
von  einer  Differens  der  dureh  den  nachfolgenden  Buchstaben  repräsentierten  Grolle 
spricht.  Die  Zeichenverbinduuf^  Ir,  Ay  »pielt  die  Kollo  eines  einzißeii  HiKlistaU-ii^. 
auch  ebenso  in  A  f(x)  (wo  vh  f(x]  für  sich  nilein  auch  schon  tut,  vpl.  S.  124)  und  ist  zu 
lesen  uls  „Differenz  von"  (xier  kurz  „Diffen'uz"  noch  öfter  nach  dem  Buchstaben  ge- 
sprodten:  „Ddta**»  wie  c.  B.  in  ix  —  »«Differenz  von  x*\  „Dttferens  x*\  ^yDelta-x". 
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eintritt,  ist  die  voUstÄndigere  Angabe  für  den  Differentialquotieiitoii 
der  Funktion: 

y    /  W 

Auf  andeare  fflr  ihn  noch  gebräuchliche  Schieiharten,  wie: 

oder: 

werden  wir  später  iioeh  eingehender  zu  sprechen  kommen,  sovir  nnf 
eine  näiiere  liegründung  seines  Namens  und  anderer  für  ihn  gebrauditer 
Bezeichnungen,  wie :  die  AMeUutig  oder  auch  die  DetHvierte 

Bilden  wir  nun  diesen  (iienz-w crt  fur  unser  Heispiel,  80  zei<?t  RT(>h 
in  ihm,  welcher  Zahl  die  oben  bestinuuten  Quotienten  sich  melir  und 
mehr  nähern. 

Zu  de?n  Zweck  beistimmen  wir  zunächst  den  Düferenzeuquotient. 
Es  ial  ui  diesem  Falle: 


f  olghch : 


Somit  fulgt 


und  es  wird  der  Differenzenquotient  dieser  Funktion: 

{x  —  Jx)^ 

Jy  _  fix)     fix     J  e)  ^  6_"~_  _  6  ^ 
Jx  Jx  Jx 

^x^  -{x^-'Sj^-  ix  1  'SxJx-  Jx^) 

«  Ix  " 

'Sx'  -  '6xAx  +  Ja;- 
6 

')  Vgl  S.  3«4»  403. 

Vgl.  a  m. 
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Laäöeii  wir  nun  I.'-  mehr  und  mehr  abuehmnu  und  schließlich, 
gleich  Null  werden,  üo  tolgt  an  iler  Grenze: 


lim 


6 

-  /  U-  Ix) 

■  Ja; 


2 


3ar* 
6 


^'dlches  also  auch  der  I>ifferentialquotieDt  obiger  BVuiktion  ist: 

d 

fix 


2i 


unser  Beispiel  ist  der  Grenzwert  ge^;^(•ht  für  die  Annähening 
des  Argumentes  x  an  den  Zahlenwert  a  —  2,5.  Der  damit  entstehende 
Grenzwert  des  Differenzenquotienten,  dem  sich  dieser  mehr  und  mehr 
nähert,  ergibt  sich  daher  für  x  -  2,5  aus  dem  erhaltenen  allgemeinen 
Ausdruck  des  Differentialquotieiiten: 

Daa  ist  auch  liei  Uienzwert,  dem  die  oben  aufgestellten  Quotienten 
mehr  und  mehr  zustreben  und  dem  sie  bis  auf  jede  beliebig  kleine 

Differenz  angenähert  werden  können. 

Schon  aub  dieser  einfuln-endcn  Darstellung  ergibt  sich,  falls  /{x) 
als  Kurve  dargestellt  wii'd,  »iu-  geometrische  Bedeutung  des  Grenz- 
wertes dieses  Differenzenquotienten. 

Wie  aus  Eig.  185  ersichtlich,  ist  der  Quotient        =  ^  identisch 

Jxy     a  -  Xi 

mit  der  trigonometrischen  Tangente  des  Winkels  Aj,  weicher  einge- 
geschlossen  wird  von  der  a;-Acliöe  und  der  die  beiden  Punkte  Qi{x^ ,  y^) 
und  P(a,  b)  verbindendra  Sekant«,  so  daß: 

äXi      a  - 

^)  Unrichti«;  lind  dem  Sinn  der  ricbtigen  Anffasaung  diirchaua  widerBproolMnd 

wäre  rs,  den  WVrt       ans  dem  Differenienquolientcn  herleiten  zu  wollen,  indem  man 

iiaiin  kurzweg  di«  direkte  äetzuog  Ix  ==0  macht  ohne  «io  Anutihern  hd  diese  Grenze 
inbetradbt  ziehen  su  wollen.  DnO  diese  Setsunf;  zum  gleichen  Resultiit  fährt,  gilt  %.  B. 
für  die.sen  Fall,  aui^  dem  man  in  keiner  Weise  foli^ru  dm-f.  daß  en  nun  immer  so  «ein 
muß.  £b  genügt  d^zu,  an  da»  friilier  behandelte  Ikiapiel  &  344,00  au  eiinnenu 
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Analog  ist  der  Neigimgsivinkel  der  VerbindmigaUnie  der  Funkte 
QMi^»¥$)  und  P(a,6}: 

Setzt  man  diese  überltguiig  für  alle  folgenden  gebildeten  Diffe- 
rejizenquotienten  fort>  so  folgt: 

tgA        =  A^y». 


Unt^  gleichzeitiger  Betrachtung  der  Figur  beobachten  wir  aber, 
daß  alle  diese  Sekanten  je  länger,  je  mehr  sich  der  Lage  der  Tangente, 
gezogen  im  Punkt  P{a,  b)  an  die  Kurve,  annähern,  indem  sie,  sich  um  P 
drehend,  von  dieser  immer  weniger  abweichen.  Ohne  weiteres  ist  nun 
klar,  daß  die  dem  Grenzwert  des  Ditferenzenquotienten  entsprechende 
Sekante  schließlich  mit  der  Tangente  als  ihrer  Grenzlage  zusammen- 
fallen muß  und  somit  auch  ihr  Neigungswinkel  a  dem  Neigungswinkel  r 
der  Tangente  gleich  wird. 

£s  ist  somit: 


d.  h.: 


Der  DUferentialquotient  einer  FnnktioD  /'{x)  ist  gleich  der  trigo- 
nomciiifleheii  Tangente  des  Neigungswinkels  der  getmelriBchen  Tangente 
an  ihre  Funktionskorve. 


Rechnen  wir  hiemach  den  Winkel  r  der  Taugente  im  Punkte 

jap  «  a  «  2,5  . 

I       1.     a^^v^ifl»       Ä'i*'.  SO  folgt: 
ly  «  6  .  2,604166  ...  ^ 

tgT/x=8;i  =  3,125 
was  einem  Winkel  entspricht  von: 

T  =  72»  15^19" 

Ebenfalls  zum  Differentialquotienteii  als  Grenzwert  des  Diiferenzen- 
quotientcn  und  als  Maßgröße  für  die  trigonomctris(  ho  Tangente  der 
geometrischen  Tangente  gelangt  man,  wenn  man  (in  Fig.  185)  a;  und  y 
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von  der  anderen,  rechten  JSeite  her,  von  größeren  Werkii 
als  a  und  h  anstehend  in  abuehmeudem  Siime  den  Grenzwerten  a  und  6 
sich  annähern  läßt. 

Dieser  Fall  ist  speziell  in  der  Fig.  188  S.  362  de»  folgenden  Beispiels 
veranächaulidit. 

Wie  leicht  ersichtlich,  gelangt  man,  gestützt  auf  analoge  Über- 
legungen, uio  in  l^ig.  18d  zum  allgemeinen  Ausdruck  des  Difterenzen- 

quotienten: 

und  schließlidi,  wenn  nmn  ivieder 
und  Ayf^  als  Teile  der  Koordi« 
naten  x  und  y  vom  »,Ovenzpankt'*  F 
betnM^htet,  zur  allgemeinen  Form: 


m«.  1«. 


^/(ap  +  ix)  -  fjjr) 
.ix  äx 


80  daß  sich  in  diesem  Falle  für  den  Diffeientialquotienten  der  Funktion: 

ergibt : 


] 


Die  nähere  Untersuchung  läßt  erkennen,  daß  die  beiden  Diffe- 
rentialq  notienten  wohl,  wie  ihre  verschiedene  Form  andeutet,  im 
allgemeinen  einander  nicht  irleich  zu  sein  brauchen,  jedoch  in 
weitaus  den  meisten,  ganz  besonders  der  praktischen  Erfahrnng  ent- 
stanunenden  Betnichtungen,  den  nämlichen  Wert  besitzen.  Dies  trifft 
insbesondere  auch  zu.  wenn  es  sich  um  funktionale  Zus.uiiiiu  uiiänge 
handelt,  die  sich  aus  technischen  Untersuchungen  ergeben,  um  Kog. 

technische  Funktionen  ',  bzw.  die  sie  vertretenden  analytischen  Funk- 
tionen (vgl.  TV,  S.  H>3— U>4.  235— 238). 

In  der  Bewegungslehre  {Phoronotnie)  gibt,  \no  wir  bei  dieser  Gelegeuheit 
auch  bemerken  wollen,  der  Diffcrentialquotieni  die  Qesch windigkeit  des 
bewegtm  Punktes  oder  Körpers  au  und  ist  gegeben  als  Grenzwert  der  Ponktioil, 

die  uns  di'n  zurückgelegt (  ii  \\  e{i  in  Ahhängifi;keit  von  der  Zeit  angibt  [s  ^  /"(Ol- 
Ks  ist  nun  uU  r  klar,  tlaß  in  jt^iem  Zcitmonient  der  Körper  sich  tatsächlich  mit  nur 
einer  üeschwindigkcit  U  ucgen  kumi,  also  nur  ein  einziger  Diffcrentialquotieni, 
von  welcher  Seite  wir  uns  auch  dem  Bewegimgsznstand  nfthem  mögen,  dem 
Punkt  der  Weg-Z<  it-Kurve  nur  eine  einsige  Tangente,  entsprechen  kann. 

AhnlicheH  gilt  für  ili<  Hi-^chleunigung,  die  sich  als  Differentialquotient  der 
Geschwindigkeits-Zeit  Jb'unktion  [t;     v  {1)1  ergibt. 
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Auch  in  obigem  Beispiele  liegt  eine  Funktion  vor,  für  welche  du 
iienagte  zutrifft,  wie  die  folgende  Ableitung  beweist. 
£b  ist: 

dann  folgt: 

f{x  +  Ja:)  =       ^  — 

und  Bomit  wird  der  Bifferenzenquotient  der  zweiten  Art: 

{x  +  ÄxY  _ 
Ay  _  f{x  +  Ja-)  _       «  _  6 

Ax  Ax  Jx 

__x^  ^^x-Ax  ^  3  j-  U-'  -f  \x^  -  X* 
^     "  f)  U  " 

3ara  +  Sa-Ja:  +  Ja:« 
^  6  ' 

Wir  erhalten  daher  auf  diesem  zweiten  Wege  f ttr  den  Differential- 
Quotienten  den  Ausdruck: 

hm  I  .    j  =  lini  .   

Ax^Q^Axf  J.r  1 

lim  {—^^  ^  '  ' ' 


1: 

f/'(ar  + J^)-/-(^)]  _  .r« 
Ja:  J  2 


hm 


also  wirkhch  den  gleichen  Wert  wie  früher. 

In  letzterem  Falle  des  Gleichseins  können  \\\v  die  beiden  Formen 
de«  Differentialquotienten  in  eine  vereinigen  tiurcii  die  Schreibweise i 


Die  närahchen  Überlegungen  mit  analogem  Resultate  lassen  sich 
mit  einer  anderen  Funktion  machen,  wie  z,  6.  an  der  Funktion: 

xH\^  -  X) 

deren  geometrisches  Bikl  in  Fig.  188  wiedergegeben  ist. 

Anch  hier  wird  man  konstatieren  können,  daß  für  ein  beUebig 
ausgewähltes  zusammengehöriges  Wertepaar  {Xy  y)  der  Differenzen- 


Digitized  by  Google 


362 


Differential  und  IntegraL 


^  bzw. 


^      -  Bich  unem  bestimmten  Grrenz- 


quotient  ~ 

werte  nähert,  wenn  die  ailjicnieine  Differenz  Ja;»  (und  mit  ihr  hier 
auch  J^n)  kleiner  und  kleiner  wird. 


Dieser  Grenzwert,  der  sog.  Differentialquotient  dieser  Funktion, 
findet  sich,  wie  oben  und,  da  die  Funktion,  wie  die  Figur  vermuten 
läßt,  innerhalb  endlicher  Grenzen  stetig  verläuft,  auch  leicht  auf  Grund 
der  für  ihn  avfgestellten  allgemeinen  Definitionsformel: 

D.-Q.^lim  ..l'-l-m 


biyilizüü  by  GoOglc 
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£b  ist: 


y-/i^)^  — 46"  ^' 


Indem  wir  x  durch  (j;_r:  Ax)  ersel/.rn  bzw.  dem  ArgunuMit  x  einen 
Zuwachs  4  ix  zuteil  werden  laaseii,  fulgt  der  enteprecheud  um  ge- 
wachsene Funktionswert: 

,  ±  .Sy  ^     ±  J«)  -    -  ■^'-^^]^-  -  3.» 

Durch  Subtraktion  der  oberen  von  der  unteren  Gleichung  folgt: 
±Af^f(xlAx)^f{x)^ 


(äx  AxY[VA-{x±.\x)\ 
40 


-3,6- 


x-jl3  -  X) 
40 


-3,6 


und  durch  Division  mit  der  Differenz      folgt  derDifferenzenqaotient: 

Uj     fix±  ix)  -  fix)  ^ 


(5-^  Ja!)*[13-(a:  +  4x)] 
■  40 


—  3,0 

1-  Jx 


~*ö  


Wenn  vir  nun  die  Potenzen  im  Zähler  entwickeln  und  möglichst 
Tereinfachen,  so  bleibt: 

(ar«  ±  2 zJx  +_i x*)  {13     x  +  ix)     13x*  -  x* 
f[x±  Az)  'f{3^  _    '      _  _  1  40 

"      ±Ax'     '"     '     "       '        ~  ±Ax 

\^x*-^2»xAx-\-\ZAx*    x'^ix^ix    xAx^^x*Ax-2xix^  +  Ax^  \3x*^x^ 

Wenn  mm  die  Differenz  Jx  sich  mehr  und  mehr  der  Null  nähert, 
so  sieht  man  leicht  ein,  daß  der  obige  Ausdruck  sich  dem  Grenzwert: 


1 

40 


(26« -3a;*) 


n&hert,  welcher  8f»mit  auch  der  Differentialquotient  vorliegender  Funk- 
tion ist,  so  daß  wir  haben: 


lim 


l\x  :■  A  x)  /\x) 
•  Ax 


2a  X  'Ar- 
40 
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In  noch  etwas  einfacherer  und  äberaichtlicheFer  Weise  präsentiert 
sich  die  Herleitung  dieses  Biffeventialquotienten,  wenn  ^rir  die  gegebene 
Fanktion  in  der  Form: 

schreiben  und  behandeln. 

Wie  schon  diese  Beispiele  zeigen,  ist  der  Dif  ferentialquotient 
einer  Funktion  f{x)  wieder  eine  Funktion  von  x,  aber  eine 
andere,  die  wir  daher  unter  Auswahl  eines  anderen  Funktion szeichen» 
analog  augeben  können  mit  ^(sr);  ihr  Grad  ist  hier  um  eine  Einheit 
kleine. 

Diese  Funktion  7  (x)  ht  sitzt  wiederum  ihre  eigene,  andere  Funk- 
tionskurve (vgl.  Fig.  188)  und  da  sie,  wie  eben  gesehen,  sich  aus  fix) 
herleiten  läßt,  sich  durcli  Ableitung  aus  jener  ergibt,  so  bezeichnet 
man  sie  auch  kurzweg  als  die  Ableihnig  von  /*(.r)  oder  mit  dem  ent- 
sprechenden J^Vemd^  ort  als  die  DeririfrU.  welcher  Name  für  alle  Funk- 
tiojien  Anwendung  findet,  die  nach  diesen  (besetzen  aus  einer  anderen 
Funktion  entstehen,  zumal  wemi  man  diesen  gesetzmäßigen  Zusammen- 
haug  der  beiden  Funktionen  [fix)  und  qi.r)\  betonen  will. 

In  der  Schrift  deutet  man  diesen  Zusammenhang  nac  h  dem  ^'or- 
gehen  von  Layrange^)  au  durch  das  mit  einem  Strich  versehene  l\mk- 
tionszeichen :  f(x). 

Ihre  Kurve,  die  wir  als  .Difffrentinlquotifinlkurve'''  bezeichnen 
könnten  lu  imen  wir  kurz,  wemi  auch  unkorrekter,  die  J>iffereiUifU- 
ktitn'c  der  Funktion  /(j:). 

In  obigem  zweiten  Beispid  wird  der  Winkel  der  Tangente  im 
Kurvenpunkte  mit  der  Abszisse  a; »  +6  {y  ^  +2,7)  eine  Größe  haben» 
welche  sich  findet  aus  der  Beziehung: 

26a:                      26.6  3-62 
tg.  =  A6)=        ^      -^^^^  =1,2 

tgl  =     -       .    :=  1,2 

T  =  50«  11 '  (vgl.  mg.  188c) 

Die  Funkte,  in  denen  r  0  ist,  also  die  Tanirente  parallel  zur 
X-Achse  (horizontal)  \<  il;iu£t,  finden  sich,  wie  leicht  einzusehen,  aua 
der  BedinguugsgleiehuJig 

2Ö  X  —  3  a:* 
tgV,..o-tgO-0  ^— 

..Thiorir  dif  lonrtioii."  (iiKilytiiiw conkuant  U.«  principe*  dn  ceicul  dif ßrtMtid'*' 
Paris  1797;  3.  Aufi.  ib47  (deutsch  von  Grutorit  Berlin  1798). 
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Die  erhaltene  Gleichung: 

26  j:  -3x- 
40 


wird  (  rftillt  durch  X  =^  Q  und  es  bleibt  bei  Division  mit  x  noch  die 
Gleichung: 

26  -  3a:  •=  0 

woraus: 

26  - 

X  =  — -  ^  OfDO  •  •  • 

o 

als  zweite  Wunel  der  qoadfatischen  Gleichung  folgt. 

Xi  —  0  und  2^  8}  aind  daher  Ewei  Abezissenwerte,  für  deren 
Kurrenpiunkte  tgt  =  0  bzw.  t  «  0  wird  und  in  denen  die  Tangente 
paraUel  zur  x-Achae  zu  liegen  kommt;  ee  sind  die  Punkte  U  und  F. 

Ihre  Oidinatenwerte  findet  man  durch  Einsetzen  dieser  ««Werte 
in  die  Gbiohung  der  Kurve. 


Ordinate  von  U ; 
Ordinate  von  V : 


Pr-rm)  45  3,6^^^^ 


-3,6 


Schon  durch  Betrachtung  der  graphischen  Darstclluiigou  der  obigen 
Funktionen  läßt  sich  einsehen,  daß,  wenn  y  seinen  Wert  mit  x  nicht 
ändert,  also  für  alle  Werte  des  Argumenta  die  Funktion  y     f{x)  den 
glek&en  Wert  beibehält,  die  Kurve  zur 
parallelen  Geraden  zur  x-Achse  wird  und 
für  alle  Werte  von  x:  T: 


=  0 


ausfallen  muß  (vgl.  Fig.  189). 
Es  iat  dann: 

y  s  f{x)  «  konstant  =  C 
und  daher  auch: 


dy 


dC 


JX 


-0 


d.  h. 


I 


Der  Differentialquotient  einer  Konstanten  iat  gleich 
Null. 

Auch  analytisch  laßt  sich  dieses  Resultat  bestätigen  mit  Hilfe  des 
DifCerenzenquotienten. 
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Derselbe  wird  dann,  d&  y  —  y^^C: 

4y  _  ^         A  0 
Jx       tlx  Jx 
Wexm  nun  aber  der  Dilferenzenquotient  für  jeden  Wert  yon 
bsEW.       bereite  gleioh  dem  unveränderiiolxeii  Wert  Nuil  vit,  wo  muß 
um  80  mehr  der  Differentialquotient  als'Gronzwert  desselben  —  wenn 
man  hei  konstantem  Differenzenquotient  überhaupt  von  einem  solchen 
nooh  sprechen  kann  und  will  —  auch  gleich  Kuli  sein,  denn  ein  Wert 
einer  Größe»  die  nun  einmal  unveränderlich,  für  aUe  Argumentierte  ^ 
konstant  ist,  kann  nur  auch  für  den  Grenzwert  des  Arguments  glelcfaeiL 
Weit  besitzen,  muß  also  hier  auch  null  sein: 

Um  4^       «  ^  =  ü      oder:      4^(6)  =  0 

.ix=()  IX  y  r      dx  dx  ^  ' 

Ferner  kommt,  oben  im  zweiten  Beispiel  sioti  zeigt,  eine  ad- 
ditive oder  siibtraktive  KoiiHtaiite  zu  eiiuM-  l'uiiktion  für  die  Bildung 
des  Differentialquotienteu  nicht  in  Betracht,  da  aie  in  diesem  einen 
Beitrag  Null  liefert. 

Dies  erliellt  auch  ohne  weiteres  aub  der  allgemeiueu  Bildung  des 
Diffcreiitialquolieiiteii  iiac-li  ul>igör  Methode  wie  folgt: 

Ist  die  allgemeine  iunkuuri  mit  einer  additiven  bzw.  »ubtrak- 
tiveu  Konstanten  gegeben  in  der  Form: 

Y  =  i\x)  \-  C  ^Fix) 
»o  folgt  zunächst  iur  die  Bildung  des  Differeiizenquotienten: 

Homit: 

jy  =  f(x  -h  zix)  +  C  -  |/-(ar)  ±  C\ 

^fix^  \x)  /(.r) 

/I  y  _      -f  J je)  -  /  (x) 

Ax  \x 

JÜicÄ  ist  aber  bekanntlich  auch  <lei  Differenzenquotient  rler  F'unk- 
tion  y  =  /  (a;)»  so  daß  ersichtlich  ist,  daß  die  additive  Konstante  beraita 
im  Differenz^iquotienten  verschwindet;  sie  muß  dies  daher  auch  in 
«lessen  Crcnzw^,  im  Differentialquotient  tun. 

£s  folgt  : 


dY  ir 
—  —  um       =  Imi 

ax       ix=O^X  ljr=Ol 


fi^  i-jix)  fix) 
Jx 


oder: 
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d.  h.: 


Der  Differeiitialquotient  einer  um  eine  Konstante  ver- 
mehrten (oder  verminderten)  Funktion  ist  gltjich  dem 
Dif  ferentialquotienten  der  Funktion  ohne  Berücksichtigung 
der  Konstanten. 


Bei  der  Bildung  des  Differentialquotienten  ist  eine  ad> 
ditive  (odersuhtiaktive)  Konstante  nicht  in  Betracht  zu  ziehen. 

Man  kann  auch,  in  nirlit  J^trcng  richtiger  Au8drucksM eise,  wie  dies 
noch  uft  gesicliieht,  die  Sekante  als  Verbindungslinie  zweier  Punkte  der  Kurve 
festhaltend,  in  Verfolgung  eines  etwas  anderen  Gedankengangao  die  Äiiäeinander- 
setsnng  eifsbreii; 

„Die  »vfeinanderfolgeiKlen  Diffeieosenquotienten  gelx^n  jeweils  die  trigono- 

inetriwrhe  Tangente  des  NeignngsNnnkeli«  citier  Sekante  an,  die  einen  Punkt  P{a,  h) 
mit  einem  sich  ilun  immer  melir  nähernden  Punkt  Q  verbindet.  Mit  unter  alles 
ungebbare  MaB  sinkenden  Differenien  Ax  und  Ay  nähert  sich  der  wandernde 
Foulet  Q  dem  festen  Punkt  P  auf  unmittelbaTB  Kachbarachaft»  d.  h.  auf  eine 
unendlich  klehie  Distani,  in  welchem  Falle  die  Sekante  zur  Tangente  wird  und 
<lor  S^ikantenwinkd  zum  Tanpentrnwinkel.  Die  Tanpcnto  crsclicint  hier  als  Se- 
kante, welche  zwei  ,unendücli  wenig  entfernte'  Punkte  verbindet." 

Wenn  hiemaoht  aas  dem  Bilde  der  Entstehung  heraus,  davon  gesprochen 
wird,  ee  sei  die  Tangente  der  Kurve  die  Verbindungslinie  zweier  unendlich  be-^ 
nach  harten  Punkte  oder  sweier  in  unmittelbarer  NachlMUSohaft  hegenden  Punkte, 
HO  ist  dies  nur  eine  bildliche  Ausdruckswcisc  für  den  exakten  Tatbestand. 
<laß  die  Tangente  zwei  zusammenfallende  Punkte  verbindet,  wobei 
über  in  dem  Begriff  des  Zusammenfallens  der  Weg,  auf  dem  dies  geschehen  ist 
(der  Weg  Ungs  der  Kurve),  mitzudenken  ist.  Tut  man  dies»  dann  Ist  das  die 
exakte  Ausdrucksweise;  im  anderen  Falle  muß  man  sich  bewußt  bleiben,  daß  man 
nur  einen  annähernden  Ausdruck  für  den  wahren  Tatbestand  gewählt  hat. 

Wie  aus  oben  gegebener  Einführung  den  Differentialquotienten 
mit  der  gelegentlichen  Bemerkung!  ..Falls  dieser  Quotient  einen  Grenz- 
wert besitzt"  (vgl.  S.  IJöü)  hcrx orgolit.  besteht  durchaus  nicht  immer 
ein  solcher  Grenzwerl  der  Funktion,  also  ein  Differentialquotient  der- 
selben, sondern  diese  muß  dafür  bestimmte  Eigenschaften  besitzen, 
damit  im  allgemeinen,  d.  h.  einzebie  spezielle  Punkte  ausgenommen, 
für  sie  ein  solcher  existiere. 

Diesbezüglich  läßt  sich  nun  zunächst  folgender  Satz  beweisen: 

Besitzt  eine  Funktion  in  einem  Punkt  einen  Biffeien- 
tialquotienten,  so  ist  sie  in  diesem  Punkte  stetig. 

Wir  setzen  also  voraus,  daß 


oder: 


worin  A  eine  positive,  endliche  Zahl  bedeutet. 
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Dies  sagt  uns  aber,  daß,  wenn  Ax  sich  nur  sehr  (unendlich)  wenig 

von  U  unterscheidet,  der  Quotient  ~~  auch  nur  sehr  (unendlich)  wenig 
verschieden  von  A  ist.  * 

Bezeichnen  wir  mit  /x  eine  sehr  kleine  Zaiil,  die  mit  Jx  zugleich 
zu  Null  wird,  so  daß 

lim^  —  0 

so  können  wir  daher  setzen: 

Ist  der  Wert  des  Argumentes  des  betrachteten,  der  Unter- 
suohiuig  zugrunde  gelegten  Punktes  der  Funktion,  so  folgt  nach  obigem : 

\f{x^^  Ax)-f{x^)\  =  \{A  +  f*)  ix\ 

\\'enu  nun  Ax  beliebig  lüein  wird  und  daher  auch  /u,  so  kann  man 
hiemach 

\f(x^  -t  Ax)   -  f{x^)\ 

imter  jeden  beliebigen  Wert  bringen. 
Wählen  wir  z.  B. 


so  folgt: 


(.4 


+  Ax)     f{x^)\  -  2 


wenn  nur  Ax  beliebig  klein,  also  z.  B. 

Ax  —  \xf!i  —  x\  =  \x  ^  Xq\  <  <y 

Daß  aber 

[/•(.Co  +  Ax)  -  /Vo)!  =  .A^)  -  A-^^o)i  -  M  -  f\x)\  <  « 


wenn 

\x^  —  x\  <6 

wo  i  iiMil  h  küii.stunt.  iK'liebi^  klein  sind,  ist  nach  früherem  die  Be- 
dingung dafür,  daß  die  1  uuktion  /(u)  im  Puiikte  x  =  Xq  stetig  ist. 

Die  TJmkehrung  des  obigen  Satzes  können  wir  jedoch  nicht  be- 
weisen, d.h.  es  läßt  sich  nicht  behaupten,  daß  aus  der  Stetig- 
keit der  Funktion  die  Existenz  des  Differentialquotienten 
folge.  Wir  haben  es  hier  mit  einem  Falle  zu  tun,  wo  eine  Bedingung 
(die  Stetigkeit)  zwar  notwendig,  aber  nicht  hinreichend  ist. 

Daß  die  Umkehrung  dieses  Satzes  nicht  beweisbar  ist,  folgt  schon 
daraus,  daß  es  eben  Funktionen  gibt,  welche  zwar  die  Bedingung  der 


« 
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Stetigkeit  erfüllen,  bei  denen  aber  in  keinem  Punkte  von  einem  be- 
stimmten Diffeientialqucytienten,  keinem  Gienswert  obiger  Differenzen- 
quotienten  gesprochen  werden  kann,  oder,  geometrisch  gewendet»  wo 
es  keinen  Sinn  hat.  von  einer  Tangente  der  Kurve  zu  sprechen. 

Als  Beispiel  hierfür  wählen  wir  die  bekamite 

Weierstraßsche  Funktion, 

welche  von  Weierstraß  im  Jahre  1861  bereits  aufgestellt,  aliwdings 
erst  anno  1874  in  einem  Aulsatze  .von  P.  du  BoU-Reymond  ver 
Offentlicht  wurde^). 

Wir  beschränken  uns  hier  nur  darauf,  die  Stetigkeit  der  Funktion 
im  Anschlüsse  an  Kit  in  zu  beweisen,  während  wir  auf  die  Bestimmung 
des  Differentialquotienten  selbst  im  einzelnen  verzichten  müssen,  da 
es  hier  zu  weit  führen  würde.  Statt  dessen  woUen  wir  versuchen, 
den  Aufbau  der  Funktion  durch  graphische  Bilder  nahe  zu  legen,  sowie 
dadurch  auc  h  das  Resultat  über  den  Differentiaiquotienten  zu  veran^ 
schauJichen  (vgl.  Taf.  II). 

Die  Weierstraßsche  Funktion  ist  durch  folgende  Reihe  trigono- 
metriseher  Funktionen  gegeben: 

y  =  ^    cos(ei"  x  n) 

wofür  Bedingungen  sind: 
1. 
2. 

3. 

Man  saht,  daß  die^  Summe  eine  Reihe  unbegrenzt  vieler  Glieder 
von  Cosinus-Funktionen  darstellt,  wobei  6"  mit  waelisc^ndem  /i  immer 
kleiner  wird,  da  6  ausdrücklich  kleiner  als  1  vorausgesetzt  wurde. 

Für  unsere  Betrachtimgen,  insbesondere  für  die  geometrische  Figur, 
wollen  wir  einen  speziellen  Fall  zugrunde  legen,  nämlich  amiehmen: 

o-  13 

*)  Für  Näheres  hierüber  vgl.: 
Wiener,  Chr.:  „Geometr.  und  analyt  Unterauchunj;  der  WeientraSseben  INinktion.*' 

Grelles  Joum.  f.  d.  rrino  u.  (intrcu.  ^Tath.  ISSI.  S.  221. 
Klein,  F.:      „Anwenduug  der  Diff.-  uud  Integrui-Kechnuug  auf  Ueometrie."  Vor- 
lesung 1901.  Autographie      Cour.  Miäkr,  Teubner  1908,  8.  88. 
Dini,  U.:       „Orundlagen  ffir  eine  Theorie  der  Fünktionen.*'  Teubner  ISIKS,  S.  223. 

Koeatler-Tramer,  DUfenntlaU  u.  IntegraliecliDuns;  J.  24 


0  <6  <  1 

a  ungerade  Zahl 
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womit  alle  Bcdiuguugen  erfüllt  sind,  msbeaoudere  auch 

3  T 

a  •  6  =  0,5  >  1  4-    '  =  5,712  •  •  • 

iat. 

Unsere  spwieUe  Funktion  hätte  dann  also  die  Form: 


I"'^m  die  Struktur  der  Funktion  zu  erkennen,  wählen  wir  das  Vor- 
gehen riAvh  Wiener  und  Klein. 

Außgeechrieben  lautet  die  ±'unktion: 

y  =^  coa{x  Jt) -\r  ^  coö(13a;  tt)  4- 4^  ^-'OsUS-ar^r)  -|- -^cosi  l3'*a;;r)  -}-■.• 

1  1  1 

oosIxjt)  -f  -co8(13jt  jy)  +  -  eos{169arjr)  +  —  coe(21979P^)  +  .  -  • 

A  «  O 

oder  auch: 

y  =  i/o  +  yt  +    +  ys    •  •  • 

wobei  wir  die  Glieder  ,  ,  ,  ^3  •  •  •  als  die  Funktionen  der  Teil- 
kurven, kui-zweg  sie  selbst  als  die  Teilkurven  der  Weierstraßschea 
Funktion  bezeichnen,  deren  analytische  Ausdrücke  dann  sind: 


coe(a;  71) 

^  cos (13  a -7) 

Vi  ^ 

~  008(169  x;r) 

Vi  =^ 

^  cos(2197a;;T) 

Wie  die  Reihenentwicklung  lehrt,  erhalten  wir  die  Schlußkurre 
durch  folgenden  sukzessiven  Aufbau: 

Wir  zeichnen  zunächst  die  Cosinus-Kurve 

=  coaixn)  in  Tat.  II  gleich  Kurve  I 

dann  die  Kurve 

y,  =  ^  co6{ldxn)    in  Xaf.  II  gleich  Kurve  II 

und  bilden  aus  beiden  die  resultierende  Kurve  durch  Addition  ihrer 
ürdijLaten  mit  gleicher  Al)8zis8e. 
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Diese  Kui've 

(^0  T  J^af.  II  gleich  Kurve  I' 

nennen  wir  die  erste  Näherungekurve. 

Dann  suchen  wir  ans  der  letzteren  und  der  CoainnB-Kurve  die 
zweite  Nüherungskarve: 

y"  =  y'  +     =  yo  +  yi  +     ;     in  Taf .  II  gleich  Kurve  II' 

und  fahren  in  «lieser  \\  t  i.sc  mit  der  Zusammenstellung  fort  bis  zur 
m-ten  Näherungs kurve,  welche  wir  also  durch  sukzessive  Über- 
einanderlageniiig  der  ,,T<Mlkui  veiT'  ( rhaltw  und  die  sieh  immer  mehr 
der  anzustn'bendeTi  Eiulkuive,  die  dem  Ge^afnlausdi urk,  der  Weier- 
ötraßschen  Funktion,  entspricht,  annähert.  Ihre  Ordinaten  sind  gleich 
der  Summe  aller  Ordinaten  der  (w  -f  1)  „Teil-Cosinus-Knrven"  gleicher 
Abszisse  und  ihr  analytischer  Ausdruck  ist: 

m 

=  ^^b*  006(0**  X7f) 

Die  erste  Teilkurvc 

Pq  =  cos(j;-i) 

ist  eine  Cosinus-Linie,  deren  Wellenlänge  gleich  ig    2  ist  und  deren 
Ordinaten  (Funktionswerte)  zwischen  y  =  +1  und  ff  —  —1  schwanken 
(vgl.  Taf.  II,  Kurve  T). 
Die  zweite  Teilkurve 

yi  =  2 

2 

hat  eine  Wellenlänge  Xi  —  --  -  und  eine  Ordinatenschwankuiig  zwischoA 

Y  Iv 

+  —  .  Sie  ist  also  13 mal  schmaler  als  obige  und  ihre  Ordinaten  gehen 

nur  halb  .so  ^eit  nach  oberi  und  unten;  die  Ivurve  verläuft  daher  steiler 
mit  viel  mehr,  aber  kleineren  Wellen,  wie  Fig.  II,  Kurve  II  bestätigt. 
Die  dritte  „Teilkurvc  ^ 

y^  =  -co8fl3*afff) 


4 

13>  169 


2  2 

hat  eine  Welleidänge  von       =     -  ,  also  wieder  13  mal  kleiner  ab  die 

voihergehende  Kurve  und  eine  Ordinatenschwankung  zii^  lachen  +  * 

auch  \siederuni  liie  Hälfte  der  vorausgehenden.  Diese  dritte  Kurve 
\  erläuft  also  wieder  steiler  in  abermals  zahheicheren,  aber  weniger 
hohen  Wellen  (Kurve  III). 

24* 
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Und  so  fortgesetzt  kommen  wir  2u  Teilknrven,  welche  Coamns- 
lonJen  afaid  mit  WeUen  tod  immer  Udnerar  Länge,  grOßeier  Zahl 
(auf  eine  bestimmte  Distanz),  kleineror  Höhe  und  steilerem  Verlauf; 
diese  weiden,  kurz  gesagt,  sohmiiler,  niedriger  und  steiler^). 

Hieraus  erkennt  man,  daß  sowidd  unsete  seichncrischen  Mittel,  als 
auch  nnseie  VoiEStellung  bald  versagen,  wenn  wir  diese  Kurven  und  die 
duroh  Übereinandeilagening  derselben  entstehenden  Nsherungskurven 
in  beliebiger  FortaetKung  angeben  wollen,  welch  letztere  ja  ins  ISndlose 
lortgesetat  su  denken  ist. 

Hit  einer  sehr  geringen  Anzahl  von  „Tcilkorven",  also  der  Angabe 
einer  gar  nicht  fernen  „Nahernngskorve"  mfissen  wir  uns,  wie  die 
Taf  .  II  lehrt,  begnfigen,  da  wir  sie  weiter  in  Zeichnung  und  Anschauung 
nicht  verfolgen  kOnnen.  Den  weiteren  Weg  zur  Erreichung  der  Weier- 
stmßschen  Endkurvt  müssen  wir  uns  als  dnidi  die  begriffliche  oder 
mathematische  Definition  gegeben  denken  und  den  Ptozeß  in  Gedanken 
weiter  fortsetzen,  wenn  auch  unsere  sinnliche  Anschauung  erlahmt. 

Infolgedessen  können  wir  uns  hier  für  den  Stetigkeitsbeweis  um 
so  weniger  auf  die  geometrische  Figur  verlassen  und  gehen  daher  zu 
dessen  analytischer  Darstellung  über. 

Zu  diesem  Zweck  denken  wir  uns  eine  Näherungskurve  von  (m  -f- 1 ) 
Gliedern  oder  Xeilkurven  gebildet  und  bezeichnen  den  übrig  bleibenden 
Teil  der  ganzen  unendlichen  Reihe  als  Hestkurvtj  so  daO  die  Dar- 
stellung der  ganzen  Funktion  jetzt  im  allgemeinen  Falle  wird: 

Endkurve  =  Naheningskurve  +  Bestkurvo 

oder: 


oo 


y  —      b"  006(0"  X  Jt)  +^  6"  008(0"  X 

Daß  der  erste  Teil  rechts,  die  Summe  der  Näherungakurve,  eine 
stetige  Funktion  darstellt,  ist  ohne  weiteres  klar,  da  derselbe  aus  einer 

Daß  sie  steiler  verlaufen  mit  zunehmendf  t  Oidnuii^r  läßt  sich  auch  leicht  ver- 
mittels des  Differentialquotienten  fratsteUeu,  i»enu  wir  daa  früher  erhaltene  Keeult*t 
Twnraadmi,  wonadi  der  IMffonntialquotient  den  NeigungHwink»!  der  geometriMhen 

Tangente  an^nbt. 

Der  Differcntialquotieot  der  m-ten  Teilkurve  wird  nämlich,  wie  wir  voi]{reifend 
bemerimi  wollen: 

divJi  d 

—5  —  =  ■  j-  16"  ooe(a"*  x x)]  =  6"  a"  Jt  üa^a"  xji) 

F&r  einen  Knotonpankt»  in  dem  die  Ooeinuikurve  die  »>Acliie  dutdiedineidet, 
«o  «lio  bekanntbch  00s (a*«. 7)  —  0»  ako  flin(a**»jr)  —  l  ist,  wird  daber 

=  («•*)" -  tgr 

woraus  man  Kklit  rrkfiint.  daß  mit  wachr^endem  m  die  Größe      r  >uh1  daher  auch 
ftlso  die  Meiguug  der  Tangente,  zunimmt,  trotz  abnehmender  Amplitude  (Weilenhöhe) 
der  Kurve. 
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endlicluMi  Ajizabl  \oii  Cosinus- Funktionen  besteht,  tlie  jede  für  sich 
stetig  sintl^).  Demnach  gilt  dies  auch  für  ihre  h>umiiie  nach  einem 
früher  (8.  343)  bewiesenen  Sat^e  über  die  Stetigkeit  einer  Funktion, 
die  sich  aus  einer  endhchen  Summe  stetiger  Funktionen  /usamniensetzt. 


^)  Ka  handelt  sich  hier  nach  obi^iii  um  den  Btetigkeitabewns  aner  Funktion 

von  der  allgemeinen  Form: 

worin  e,  und  c,  Kunst  anU-  sind. 

Man  sieht  nun  ieicht  ein,  dali  m  genügt,  den  ik  weia  zu  führen  für  eine  Funktion: 

y*  ^  cosfc^ar) 

da  ja  das  Produkt  aus  einer  Konstanten  in  eine  stetige  Funktion  nach  früherem  auch 
stetig  ist  (vgl  8.  343). 

Fähren  wir  scbließHiih  «»  Stalle  Ton  (c^x)  dto  Vmble  z  ein,  m>  h&ttMi  wir  dl* 
Stetigkeit  der  Funktion: 

ff*  =  OOS«  ^  f{z) 

zu  beweiaen,  und  abo  nach  unserer  allgemeinen  Definition  für  dieeelbe  xu  zeigen,  daß: 
wtenn  nur: 

--      <  ö 

Ist: 

■o  können  wir  «V  so  annehmen,  daü: 


und  somit: 

C08Z  -  ooai^  «5  vmz  —  eoe(s  -  -  d*) 

»  coB«  -  cos2  0Md'  —  ainsinnd' 

Nun  iet  6'  «ehr  klein  und  aomit  omö*  sahr  iialie  f^oh  1.  Daker  können  wir  Mtaen: 

eoed'  Ä  1  —  ij 

wobei  rj  ebenfalls  sfhr  kloin. 

tind'  wird  auch  »ehr  klein,  woflhalh  wir  letzcn: 

»ind'  —  /y, 

Damit  folgt: 

OO0C  —  006«^  =  ooes  —  co6  2;(l  --  7)  —  sinz  • 
^  00B2  •  1}  —  «ins  • 

coe2  -  eofl«,  =     'ein«  —  ^cob«| 

Um  kann  man  beweiaen,  daß       eine  nnendlicb  kleine  Zahl  ist  und  aomit  der 

'/. 

Subtrahend  gegenüber  dem  Minuend  vemachliaeigt  werden  kann. 

Um  erateres  eu  beweisen,  gehen  wir  nxw  von  den  bekannten  Entwicklungen: 

21   ^   4!  -  + 

Da  nun  unendUch  klein,  so  bind  nuch  fru}ieit;iii  diu  Putcnzen  uueudiich 
kleine  Zahlen  höherer  Ordnung  entapncfaend  der  Höhe  der  Potenz,  und  wir  kdnnen 
daher,  indem  wir  eoaü'  durch  1        ersetzen,  in  der  folgenden  Gleichung: 
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womufl  cnnSoliflt  noch:  y^, 

imter  V'emnchläAsigung  aller  Qlieder,  die  unendlich  klein  hdherer  Ordnung  bind 
•diTeiben: 

^  •>! 

woraus  folgt,  daß  »y  gi'genülxT      unentilich  kU  iii  von  II.  Ordnung  ist»  da  da»  Quadrat 

Ton  ^'  «  in«'  '^'»Iclic  i«t  nnd  eWuno         —  cü'^  . 

2! 

Ebenito  folget  aiu  der  Entwicklung  für  sind'  =3  »/,: 

"  3!       6!  ^ 

untw  Vemaohliaaigung  aller  Glieder«  die  uneodKoh  klein  höherer  Ordnung  find: 

V.  =  y 

wonach  al«o  ge^jenfiber  als  unendlich  klein  I.  Ordnung  Moh  eine  nnendKch  -kleine 
Zahl  gkdoher  Ordnung,  alao  auch  I.  Ordnung  iat. 

Der  Quotient    '   wird  demnach  auf  Grund  früherer  Darlej^ungcn  eine  \inendlich 

kleine  Zahl,  deren  Ordnung  gleich  ist  der  Differenz  tler 
Ordnungen  von  2^hler  und  Nenner,  also  eine  i>ulche  1. 
Ordnung  (gegenüber  6*). 

Auch  nun  geonietri'-chen  Betrachlungen  katm  tuiiii 
^   anhand  nebeuifteheuder  Figur  das  nämliche  Resultat  ab- 

f'lll^  leiten: 

Im  KreiR  mit  dem  Radius  I  ist: 

PQ 

ainA'  =  -  -    —  u.  ,       also       »/,  —  Pü 
00 

cohA'  =  ^  =  OJt     QJt  =  l  -  ,i ,     also     V  =  Qii 
i'ig.  l'JÜ. 

Da     '  mit     an  der  Grense  an  Null  wird,  so  ist  dieser 

Winkel  und  d.nhrr  .lurli  <»«Mtir  t riL'"noniptrischf  T mtronto  (die  ja  an  der  OfSDSe  ihm 
gleich  wird),  wie  d',  eine  imendlich  kleine  Uröli<\  also  der  Quotient: 

tgr  s:        =  —  —  unendlich  klein  (mindestAna  I.  Ordnung.) 
PQ  *h 

In  dem  olngen  Ausdruck  ( sin:  coss),  in  welchem  «ins  und  ooes  endUoh 

sind,  fallt  daher  dos  zweite  Glied  — -  oos<  gegenüber  dem  ersten  ««ig.  so  daß  wir  sohUeO- 

Uch  erhalten:  ^) 

cos?  —  COSZoi  —  »/i 

Da  aber       und  boniit  {f|^m\z)  mit  d'  l»eliebig  klein  gemacht  werden  kann,  so 
folgt  dies  auch  für  conz  —  coer^',  d.  h.*  es  ist: 

cosz  -  coazp' 

lK>Üebi};  klein»  wenn:  , 

beliebig  klein  ist. 

Also  auch:  cnfts  —  00s Spi  <  f 

für: 

was  abei  nach  friiiificm  die  8u  t^gktitsbcdinguug  der  Funktion  cos  2  i«t. 
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£s  bleibt  uns  daher  nur  noch  zu  untersuchen,  welchen  Beitrag 
zum  ganzen  Funktionswert  die  Restfunktion 

Ä  =  ^  fr"  coB(a"  X  -t) 

liefert.  Da  es  auf  genaue  Werte  hier  nicht  ankommt,  so  wollen  wir 
ilin  dadurch  abschätzen,  daß  wir  den  ungünetigsten  Fall  ins  Auge 
fassen,  d.  h.  den  Fall,  für  den  wir  dessen  größten  Wert  erhalten. 

Wir  suchen  also  die  obere  und  untere  Grenze  für  diese  Restfunktion. 

Die  obere  Grenze  für  alle  Cosinus  der  Rcstfuuktion  ist  aber  ^  1 , 
die  untere  — 1  und  wir  erhalten  somit  offenbar  den  ungünstigsten  Fall, 
wenn  wir  in  diesem  Ausdruck  alle  Cosinus  gleich  -i-i  bzw.  gleich  —1 
setzen. 

Daun  folgt: 

für  die  obere  Grenze:     0»  ^2^b"{i'l)  -  ^'6* 


X;  OO 


fül'  die  untere  Grenze:    Uji  =  ^  6''(— 1)  ===  -  V'ft» 
oder  ausgeschrieben: 

üjt  =  —6"*+^  —  6"*+=^  —  6"*  +  ^  _  . . .  =  — ö^'  +  'U  -j-  6  -r  6*  -j-  •  •  -J 

In  beiden  Klammem  steht  eine  geometrische  Progression  mit  un- 
endHoh  vielen  Summengliedem  und  dem  Quotienten  b. 

Nun  ist  die  Summe  einer  solchen  mit  dem  Anfangsglied  1  und  dem 
Quotienten  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Gliedern  q: 

1  -g 

womit  hier  also  folgt: 

Der  wahre  Wort  fler  Restfuiiktioii  wird  natürlicli  /wisclirn  «licscti 
beiden  Extremen  lic^'cn.  Üo/.cirlnK'n  wirdaher  mit  eine  Zahl  zwisrluMi 
-fl  und  —1,  so  kr>ii'u'n  wir  daher  die  Weierstraßsche  Funktion  auch 
allgemein  darsteüeu  m  der  Form: 

Versuchen  wir  dieses  Resultat  geometrisch  zu  interpretieren»  so  ist 
zu  sagen:  Das  erste  Glied  der  rechten  Seite  stellt  uns  die  m*te  Nähe- 
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rupgakunre  dar  und  die  Ordinaten  der  Endkurre  können  Ober  dieselbe 

oder  uuier  diosolbe  um  nicht  mehr  als  ^''****|~~~^  hiiiausgeheu  bzw. 
fallen.  Mit  anderen  Worten: 

Die  Eiidkuive  muß  in  jenem  Streifen  liegen,  der  sich  mit  dem 

Ordinatonatatoode  ^  _  ,^  zu  bdd»  Seit«  d«  «-tou  NSherungdtunre 

als  Mittellinie  ausbreitet. 

Für  unser  Beispiel  würde  die  totale  Breite  dieses  Streifens,  in 
Richtung  der  Ordinatenachse  gemessen,  seht  (vgl.  Taf.  II): 

2 

Wenn  wir,  wie  in  Taf.  II,  bis  zur  2-ten  N&hemngpkurve  gehen 
und  der  Zahleneinheit  1  die  Längte  10  cm  zuordnen,  also  in  cm  meesen. 
80  wird: 

1 

=  ^  ~         5  cm 

Würden  wir  etwa  bis  zur  100 -ten  Näherungskurve  gehen,  so  war» 
m  ^^100  und  daher  die  Breite  des  Streifens,  in  dem  sich  die  ganze 
£udkurvc  befindet: 

Berücksichtigen  wir,  daß  2>o  »  1024  es.  1000  =  10^  ist,  so  folgt: 

B     -    ^=     L   <^  2 

2»«»      (2»*')'"  "  (10=»)'**  10» 
i^ioo  cv  0,00U  .  •  •  02 

und  daher  in  der  Zeichnung,  der  Taf.  II: 

^100  ^  0,000  ...  02  cm 

88 

d.  h.  die  Maßzahl  der  Breite  des  Streifens,  in  dem  die  Bndkurve  ver- 
läuft, ist  für  die  100  ^ste  Näherungskurve  bereite  kleiner  als  zwei  Quin- 

2 

tillioustel  oder  im  Maßstäbe  der  Zeichnung  kleiner  als  f^pr^^  Quadnl- 

lionstel  Zentimeter!  Wieviel  kleiner  «ird  sie  erst  noch  weid»),  wenn 
wir  zu  einer  beliebig  hohen  Näheningskurve  voigehenit  —  Jedenfalls 
wird  es  eine  Breite  sein,  welche  praktisch  überhaupt  nicht  mehr  in 
Betracht  fallen  kann. 
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Um  nun  endlioh  sum  Stetigkflitebeweis  für  den  Punkt  x  eu 
geiangen,  haben  wir  allgemein: 

und  68  wild: 

Weil  aber  die  N&henmgsfunktion  i^*")  nach  obigem  stetig  ist,  so 
kann  —  y^^^X  unter  jeden  beliebigen  Wert  (j  gebracht  werden, 
wenn  nur  |dt  —  genügend  klein  (<d)  gewählt  wird.  Das  nämliche 
gilt  auch  für  den  anderen  Ausdruck,  für  das,  was  wir  der  stetigen 
Naherungskurve  noch  hinznsufugen  haben: 

da  ja  mit  wachsendem  m  die  Zahl  b^^^,  in  welcher  nach  Voraus- 
setsODg  b  <l  ist,  unter  jede  beliebig  kleine  positive  Zahl  sinken 
kann,  und  somit  gilt  dies  auch  für  die  ganze  rechte  Seite,  so  daß: 

für 

,  X-      u  ^j    <  d 

Wir  erkennen  daher,  daß  wir  es  hier  indertat  mit  einer  stetigen 
Funktion  zn  tun  haben. 

Bezüglich  des  Differentialquotienten  müssen  wir  uns  mit  obiger 
Veransohaulichung  unter  Hinweis  auf  die  Figur  begnügen  und  ver- 
weisen für  eine  nähere  Untersuchung  nochmals  auf  die  bereits  an- 
gegebene literatur. 

Das  denselben  betreffende  Resultat  ist,  kurz  gefaßt,  das  folgende: 

Die  Weierstraßachc  Funktion: 

y  =  ^  6"  co&(a'*xn) 

n-O 

repräsentiert  durch  die  oben  aufgestellte  Endkurve,  hat  für 

3.-7 

U     />  <^  1    ;    a  }}oa.,  ungerarle    ;    a  6  >  1  -r  ^- 
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in  kemem  Punkte  einen  bestimmten  Differentialquotienten»  sondern 
derselbe  nähert  sich  in  jedem  den  Werten  oo,  und  zwar  -j-oo,  wenn 
wir  uns  von  der  einen  Seite  dem  Punkte  nahem,  —  ao,  wenn  es  von 
der  anderen  geschieht  (vgl.  Taf.  II). 

Dann  aber  können  wir  nach  unseren  über  die  Existenz  eines  Diffe- 
rentialquotienten gemachten  Festsetzungen  von  keinem  eigentlichen 
Dif f erentiaiq  uotieii  t  e  n  sprechen. 

Anhand  der  Taf.  II  läüt  sich  dies  auch  leicht  einsehen,  wemi 
man  beachtet,  daß  zwei  beiuuhliarte,  z.  B.  obere  (Hpfelpuiikte  in 
der  Weierstraßschen  Kurve  in  dcir  Abs/Jsseiirichtung  beliebig  nahe 
zueinander  hegen,  zwischen  ihnen  aber  sich  das  ganze  sie  verbindende 
Kurvenstück  mit  einem  tiefsten  Punkte  befindet.  Xun  ist  eine  Nähe- 
rungskurve  mit  noch  so  hohem  m,  solange  wir  nicht  zur  Cii  nze  über- 
g^angen  sind,  eine  wellenförmige  Kurve,  dir,  wie  aus  der  Aiisc^hauung 
citilcnchtet,  überall  eine  Tangente  hat.  l>er  trigonometri.sche  TanjfreTis 
des  Neigungswinkels  derselben  variiert  zwischen  einem  sehr  grotien 
positiven  und  einem  selir  großen  negativen  Wert;  also  gibt  es  zwiseheu 
zwei  solchen  sehr  nahen  (4ipfp!pnnkton  alle  möglichen  Werte  für  tpr. 
alfao  auch  von  Difff  icntialquotientcii.  In  der  Grenze  geht  die  sehr 
<irf)üi'  p<)«;iti%'<'  h/Av.  sehr  frroßo  ne^iatixc  Zahl  in  -J- ^  bzw.  — oo  über 
und  dcnniJicli  iiuissen  diese,  sowie  alle  Zu  isclieiiwertis  jedem  noch  so 
kleinen  luleivall.  das  zu  einein  Punkt  luralisinkt.  zutresprochen 
werden.  Der  Diitereiltialqilötient  kann  also  kein  lit^stlmmter  Wert 
sein,  die  Tangente  keine  bestimmte  LaLTe  besitzen.  Vielmehr  besitzt 
die  ^^'eie^straßselle  stetige  l-'nnktion  in  jedem  ilirer  Punkte  unendlich 
viele  Differentialquoiienteii.  die  Kurve  unendlidi  viele  'J'an^renten. 

Auf  Unind  der  C lu  ilenunu;.  daß  eine  ganzKahlige  rDteir/,  einer  un^rroden 
/aiil  .stets  wieder  eine  ungerade  Zahl  ist  und  cosia"  x  .i)  null  wird,  weuii  jt  ein 

ungerades  VieUach  von  .  ^    int,  und  weil  a  ausdrücklich  als  ungerade  Zahl  voraus» 

2  a** 

ge.'^etzt  w  urde,  wird  dann  aueh  für  jedes  ganzzahlige  71:  von  {a"  ^  "  x  .^)  =  0,  d.  h. 
die  Stellen,  wo  die  eine  Teilkurve  die  .»-Achse  srhnridci,  die  80?.  Knoten  bleiben 
auch  solche  für  alle  höheren  Teilkurveu;  über  diesen  liegen  daher  auch  die  Schiutt- 
punkte  der  Nilierttiigakiir>'on. 

Es  ergibt  sioh  auch,  daß  wir  von  der  Weierstraßschen  Kurve  —  welche  in 
einem  .sich  längs  einer  stetigen  Näherungskurve  als  Mittellinie  hinziehenden  Streifen 
von  l>elie))i'J:  kititnr  Breif»'  eingeschlossen  inid  daher  selbst  auch  übendl  stetig 
ist  —  in  den  Knuten  und  iScheitclpunkien  zwei  lieihen  von  Punkten  derselben 
erkennen  können,  die  im  «ich  im  Gebiete  der  Variablen  x  überall  didit  liegen 
und  daß  die  WdentniJkcke  Funktion  als  stetige  Funktion  schon  duioh  die  eine 
der  beiden  ReUien  völlig  definiert  ist. 

Eine  Funktion,  die  sich  nur  in  einem  einzigen  Punkte  so  verk&lt»  daß  sie 
darin,  me  fiir  alle  anderen  Punkte  stetig  ist,  aber  keinen  IHfferentialquotieDten 
besitzt,  ist  die  früher  erwähnte  Funktion 

ij  -  x.sin  ^  (vgl.  S.  293} 
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oder  allgemeiner; 


OXBIU 


X 


Wir  kdoBOi  dies  folgendennaßen  eiiuehefn: 

sin     schwankt  bekanntlich  für  \ craiKlfrlichcs  Amuinrnt  nur  /uischcn  d'-ii 

X 

WerXvn  ^1  und  — 1  und  tut  es  daher  auch  hier  für  die  Funktion  bis  in  den  Null* 
punkt  hinein. 

Deoken  wir  uns  dalwr  nittelB  vom  Nullpunkt  aus  geeogeiier  SekAiiten  den 
DifferaiiBeiiqiiotieateii  für  beüehige  Punkte  der  Kurve  gebildetp  so  wird  derselbe 

immer  dem  Aoadmok  gleich  sein,  was  aber  für  diese  Funktion  gerade  gleich 
ein  -  ist,  bxw.  a  •  sin— .  Daraus  folgt,  daß  der  DÜferensenquotient  miserer 

X  X 

Funktion,  vom  Nullpunkt  aus  gebildet,  stets  xwischen  den  Werten  4-1  und  —1 

bzw.  fa  und  —a  scliwankt  und  dies,  wie  klein  wir  auch  ix  annclunen  niügon 
al80  ;i\ich  bis  zum  Nullpunkt  und  in  diesen  hinein  und  damit  auch  bis  zum  Über- 
gang in  den  Differeutialquuttentt.'n.    Daher  kann  abt  r  der  1  )iffcrf  nlial(iuotient 
keinen  bestimmten  Wert  annehmen,  die  Fuukiiun  im  Nullpuuki  ul^o  keinen 
bestimmten,  dg^ntUehen  IHfferentialquotienteu  besitzen. 

Da  wir  oben  bei  der  Bildung  des  Grenzwertes  <ler  Funktion  einen 
solchen  von  recht»  und  von  links  sroi^eiii ander  hielten^),  so  muß  dies 
aucli,  wie  oben  bereits  angedeutet  wurde,  für  den  Diffeientialquotienten 
als  solch ('m  geschehen,  also  ein  DitYrreNfHilfiitoHeftt  vou  rechts  und 
«in  IHfft'ri'iitialquotiettt  von  linhf*  unterschieden  wciflcn-). 

Die  dafitr  geltenden  Ausdrücke. habtte'vwk: auch  schon  aufgestellt 
in  der  Form*);  -  „' 

wif  -  M 


Dilferentialquotieut  von  links: 


lim 

.ljr  =  0 


Differentialquotient  von  rechts: 


lim 


Ax) 
ix 


Wir  sprechen  daher  auch  hier,  analog  wie  beim  Grenzwert*), 
von  einem  DiffereniialquoUent  fär  einen  bestimmten  Argument- 
wert oder  in  einem 

bestimmten 
Punkte  schlecht- 
weg nur  dann. 


1 

Ii 


»)  Vgl.  S.  -Jso. 

*)  oder  nach  P,  du 
Baü- Reffmond:  „einsei- 
tiger Differentialquo- 
tient", im  s|)eziellen  der 
„vordere"  und  der 
„hint<>re". 

*)  V  gl.  S. 


Jy- 

I 


FiK.  191. 


^*Sx 
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wenn  er  von  links  und  von  roclits  der  gleiche  ist  (wie  es  z.  B. 
auch  in  früher  behandelten  zwei  Beisjiielen  [S.  353/61  n.  361/65]  der  Fall 

war);  darf  daher  bei  den  eben  behan- 
delten und  ähnliilien  Funktionen  von 
einem  Differentialquotienten  in  einem 
bestimmten  Pimkte  {Argumentwert) 
Bchlechthin  nicht  mehr  gesprochen 
werden. 

Hat  die  Funktion  für  den  glei* 
chen  Argument-  und  Funktions- 
wert  zwei  verschiedene,  aber  be- 
stimmte   Diff  ercntialq  iiotienten 
von    endlichem    ^^'eile,    der   Kurven - 
punkt  somit   zwei   vergeh icrlene,  aber 
bestimmte  Tangenten,  dann   zeigt  die 
Funlvtionsknrve   da    einen  Knick 
und  die  Funktion  des  Differential - 
-  ■  »■        q  uoti e  nte n  bzw.  ihre 
Kurve  erleidet  an  du  - 
ser  Stelle  eine  Unstetigkeit  durch 
Sprung. 

Eine  solche  Stelle  besitzt  z.  B.  di& 
Funktion: 


#2 


für  «  =  6 . 

Sie  ist  stetig  be- 
züglich der  Punktfolge  um  den  Punkt  x  —  6,  hat 
aber  hier  zwei  ver.schiedene  Differeiitialquotienten, 
je  naelidem  man  sieli  von  link»  oder  rechts  dem,. 
Wert  otler  Funkt  x  —  b  nähert. 

Aus  nebenstehender  FijO^ir,  welche  für  a  -=  1,5, 
6  =  2,c^l,it-^3  das  Bild  der  Funktion  derstellt, 
geht  dies  schon  deutlicli  hervor,  indem  sie  im  selben 
Punkte  A  zwei  voneinander  um  einen  Winkel  von 
135**  abweichende  Tangenten  erbhcken  läßt,  deren 
Neigungswinkel    bekamitlich    den    beiden  Grenz- 
werten  der    Differenzenquotienten  oder  den  Diffe- 
rentialquotienten von  rechts  und  von  links  für  diesen  Punkt,  d.  h. 
für  0*  —  2  entsprechen.  Audi  die  /uglcich  angegebene  Funktionskurve 
der  Differentialquotient-Funkiion,  welche  (die  Berechnung  dieses*  Diffe- 


Fig.  iini. 
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reiitialquotionteii  stillschweigend  voraussetzend)  hier  zum  Vergleich 
mit  der  (Jruii«ltimktlon  angegeben  int,  bestätigt  diese  Sprungstelie  iii 
auffallender  Weise. 

Aber  auch  aui  uiiilam  tischem  Wege  liißi  .-^ich  diese  IJnstetigktüt 
der  Differentialquotient- Funktion  oder  kurz  des  Differenlialquotienten 
leicfht  nachweisen. 

Bilden  wir  nämlich  den  Differeuzeuquotientm  dieser  Funktion  in 
der  (Sestah: 

a?-6  1 


f(x  ±  Jx)  -fix)  _        J.(.+il«) -ft  .  .  c 
Ax  Jx 

80  wird  dieser  für  x  ^  b: 

6  +  l.r  -  6  _    6  —  6 

■  ~}_ 

fix  +  Jx)  -  fix)      ^  *  -  c  -  c 

Ax  ,  Ax 

J«     _  0 
l  ~'i 

Ax 

fix-j- Ax)-fix)l  1 


Ax 


'x-b 


1 


Je  nachdem  man  min  in  diesem  Quotienten  .Ix  positiv  oder  negativ 
einführt  und  sich  daher  positiv  oder  negativ  der  Grenze  0  nähern  läßt, 
erhält  man  nun  nach  früherem  die  beiden  Werte  des  Differential- 
quoüenten  von  rechts  und  von  links.  i 

Für  poritiT  kleiner  und  kleinw  verdende  IMfferMu  Ax  wird  k^" 
pontiT  überaus  groß,  also  der  ganze  Quotient  und  damit  auch  der 
Bifferentialqiiotient  positir  aohr  klein  und  schlieOlieh  von  positiven 
Werten,  „von  der  positiven  Seite  her",  zu  Null:  0*^. 

•  -  1 

Für  negativ  kleiner  werdendes  Ax  wird  k       =  —  ^-  positiv 

überaus  klein  und  schließlich,  an  der  Grenze  zu  Null,  also  der  ganze 
Bmoh  und  Differentialquotient  gleich 

1  ^1 

0  -  c  c 
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Die  vorliegeiule  Funktion  besitzt  also  von  rechts  den  Differential- 

qiiotienten  gleich  0  und  von  links  einen  solchen,  der  gleich  —  ^  ist  ; 
also  für  X  —  b  zwei  verschiedene  Differentialquotienten. 

Die  Winkel  der  beiden  Tangenten  an  die  Kurve  der  Funktion  f(jr} 
im  Punkte  b  finden  sich  aus: 

tgAj^O 

1 

tgA,  =  -  ^ 

Sie  werden  im  spezieUen  Falle  entsprechend  der  graphischen  Dar- 
stellung: 


=  0« 


Ein  andei'er  Fall  liegt  vor,  wenn  die  Funktionskurve  in  einem 
Punkt  nioht  einen  Knick,  sondern  eine  Schlinge  besitzt,  wo  sie  sich, 
also  selber  kreuzt. 

Die  Sfdireihweise: 

fix  T  M  - 


lim 
Jx=o 


ix 


die  sich  auf  das  Bestehen  nur  eines  Grenzwerte  bezieht,  hat  daher  in 
diesem  Fall  keinen  Sinn;  die  Funktion  besitzt  für  x  =  b  keinen  Diffe- 
rontialquotienten  (schlechtweg),  da  derselbe  an  dieser  Stelle  eine  Un- 
.stcliirkcit  (durch  Spnuig)  erleidet.  Man  kann  hier  \no1i1  von  einem 
GrciizwertnähcrTi  von  links  oder  \  on  rechts  spre^r  hon.  aber  niemals 
von  einem  (Iren/.wert  ha  be ii :  ni.  a.  \x  kann  hier  iso wohl  alle  posi- 
tiven w  w  ne^ati\  en  \N'erte  in  der  JXähe  von  Null  annehmen,  darf  selbst 
al>or  niemals  den  Wert  0  selbst  annehmen,  wemi  die  Sache  einen  Sinn 
behalten  soll. 

Es  ist  somit  obiire  BttreclnuinL'  der  l)eideu  Uifferentiahiuotient^'n 
dahin  aufzufass<Mi.  dal.^  sie  die  beiden  CirenMn  angeben,  an  die  da* 
Annähen)  von  reclits  mid  von  links  statthat. 

Die  obige  Funktion  lxhit/-t  also  für  x  --^  b  nicht  ,, einen  Grenz- 
werf, sie  hat  in  diesem  Punkt  keinen  Dif ferentialquotientea 
schlechtweg. 

Daß  eine  Funktion,  wie  die  Weiers! laßsche,  stetig  sei  und  doch 
keinen  Differentialquotieiiien  Ixsit/e.  sclieint  uns  nach  bisherigem 
merkwürdig,  solange  man  mit  den  geläufigen  Vorstellungen  der  Tan- 
gente an  die  .Sache  herantritt,  nicht  aber,  wenn  man  dieselbe  arithme- 
tisch faßt.  Denn  der  Differentialquotient  stellt  uns  eine 
Eigenschaft  der  Funktion  in  einem  Funkte  dar,  abgeleitet 
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ans  ihmii  ^'crhnltt  ii  zur  nächsten  Finfrehnnir.  <Ue  aber  nicht 
eine  notwendige  Fol<,'e  ans  derjoni^fn  sein  muß,  die  allein 
für  die  Stetigkeit  notwen<lig  ist.  Die  Existenz  obigei'  Fnnk- 
tionen  Hevveist.  dali  eben  die  zweitü  Eige  n  sc  h  ;i  f  t .  einen  Diffe- 
!  en  t  i  a  1  q  uut  ien  t  cu  zu  haben,  au^  der  ei-^ten  aliein,  der  Stetig- 
keit, nicht  a])leitbar  ist.  Es  iat  gleiclisam  eine  höhere  Stetigkeit 
für  die  Existenz  den  Diffeientialquotieiit<  ii  nötig  und  die«e  spricht 
sich  in  der  Existenz  des  Grenzwertes,  des  Diffcrentialquolienten,  aus. 

Wie  iede  Funktion  kann  aucli  (Ur  Funktion  des  Differential- 
qnotieiiuu  unendlich  große  Werte  erhalten;  sie  wird  dann  unstetig 
durch  Unendlich wenlen.  Im  geometrischen  Bilde  entspricht  einem 
solchen  Kalle  die  Tatsache,  daß 

also 

(3t  90" 

wird»  d.  h.  die  Tangente  an  die  Fnnktionskurve  senkiecht  zur  Ab- 
azissenachfie  steht  (vgl.  Fig.  193).  Es  wird  dann  also: 


FtK-  I'.«. 


Auch  hier  ist  es  möglich,  daß  die  beiden  Difteientialqiiotienten 
von  beiden  Seiten  einander  gleich  (Fig.  193c)  oder  mit  entgegenge- 
setztem Vorzeichen  behaftet  sind: 


lim 
.i»=o 

lim 


Jx 

fix  -Jx)-  fix) 
-  iar 


=  --0O 


welch  letzteres  m  Fig.  193a.  b  der  Fall  ist. 
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§  21.  Der  3Iittelwertsatz  der  Diilereutialrechnung. 

Um  die  vielgebrauchte,  von  Ltibniz  eingeführte  Schreibweise 

für  den  Grenzwert  des  Bifferehzenquotienten  der  Fünktion  y /Itas)  zu 
begründen,  womit  auok  zugleich  eine  Erklärtmg  des  Namens  Diffe- 
rentialquotient  gegeben  wird,  bedOifen  wir  der  Erklärung  des  Be- 
griffes eines  Differentiales^ 

Zn  diesem  Zweck  aber  müssen  wir  einen  dafttr  notwendigen  Sats 
ableiten,  der  für  die  Bifferentialrecfannng  überans.  wichtig  ist,  den  sog. 

Mitteiwertsatz  der  Differentialrechnung. 

Da  die  streng  arithmetische  Ableitung  dieses  Satzes  nicht  ganz 
Ieuiz  ist,  indem  sie  einer  Anzahl  ron  Vorbereitungss&tzen  bedaif ,  so 
wollen  wir  es  dem  Leser  anheimstellen,  diese  Ableitung  im  einzelnen 
tXL  verfolgen  oder  sich  darauf  zu  beschranken,  die  Sätze  zu  lesen,  sowie 
die  denselben  beigefügten  Eriäuterungen  aus  der  geometrischen  Vor- 
«tellung  und  Anschauung  als  Anleitung  zum  Begreifen  derselben  zu 
benutzen.  Für  das  weitere  Verständnis  der  Sache  genügt  auch  diese 
letztere  Form  der  Aneignung,  wenn  wir  auch  das  Durchstudieren  des 
Beweises  im  einzelnen  angelegentlichst  empfehlen,  insbesondere  in  Rück- 
sioht  auf  spätere  Entwicklungen. 

Als  ersten  Satz  führen  wir  den  folgenden  an: 

Sind  J,  ,  ,  J, ,  •  •  •  J„  •  •  •  eine  unbegrenzte  Folge  inein- 
ander eingeschalteter  Intervalle,  d.h.  eine  Folge  von 
Strecken,  tleicn  jimIp  in  der  vorhergehenden  liegt,  nimmt 
ferner  die  Länge  von  J„  mit  wachsendem  n  gegen  Null  ah, 
so  gibt  es  einen  u  nd  nur  einen  Punkt  A ,  welcher  als  in nerer 
•oder  Kndpunkt  jedem  lutervalle  Jn  angehört. 

(Satz  der  eingeschachtelten  Intervalle.) 

j/.  


J    n  r-»— 1   ' 

Pfff.  IM. 

Aus  der  Anschauung  folgt  der  Satz  ohne  weiteres  durch  Betrach- 
tung nebenstehender  Fig.  194. 

Für  den  arithmetischen  Beweis  nehmen  wir  an,  es  habe  das  Inter 
yall  Jn  die  Endpunkte  %^  und  ß^,  und  zwar  sei  die  Lage,  wie  Fig.  195 
umdeutet,  derart,  daß: 
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Dann  gilt  aber  auch,  welelie  Zahlen  n  und  m  sein  mögen: 

^  A    A  A 

 1 — I  1  1  —  A  1  •  1  

FIf.  196. 

Betrachten  wir  nun  die  Zahlen,  die  den  linken  iMi  lpunkten 
Aj,  ,  iXj  •  •  •  zukomnien,  so  sind  dieselben  den  Bediiiguiigeu  unter- 
worfen : 

<        <  A,  <  •  •  • 

Hierin  kann  in  einzelnen  Fällen  das  ^  -  Zeichen  an  Stelle  des 
<-Zeichena  tretea,  nicht  aber  in  alleo,  da  boimt  mit 

=  Äj  —  Äj  =  •  •  • 

das  Problem  gelöst  wäre,  weil  dann  eben  dies  der  im  Satze  gelorderte 
Punkt  w&ie* 

Eb  gilt  daher  aUgemein: 

1.  a„+,  ^ 

2.  x„  < 

Dies  aber  sind  die  Bedingungen  für  die  Existenz  eines  Grenzwertes, 
womit  dalier  folgt,  daß  für  die  ein  Grenzwert  A  bestehen  muß,  so 
daß  also  |^t: 

lim  A«  i4 

it  =  eo 

und  ferner  aucb: 

Da  nun  aber  A  dfr  Grenzwert  der     ist  und  wir  schon  wissen,  daß 

^»  < 

für  jedes  ganzzahüge,  positive  n  und       so  muß  auch 

A^.ß^ 

sein. 

Daraus  folgt  aber,  daß  für  jedes  n  auch  gelten  muß: 

««     -4  ^  A 

d.  h.  ee  liegt  A  in  jedem  Interyali  J„  (wobei  nicht  ausgeschlossen  ist, 
daß  A  mit  dem  Endpunkte  des  einen  oder  anderen  IntervaUes  zu- 
<M>.fnTn<mff|.11<in  kann). 

Betrachten  wir  nun  die  rechten  Endpunkte       ßt*  ßz"* 
Intervalle,  so  güt  für  sie  nach  dem  Zusatz  zum  Ezistenzsatze  des 
Grenzwertes: 

2.  fi„  > 

25 
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somit 


n-9o 

Da  aber  nach  früherem: 

Am  <  [),H 

so  muß: 

Somit  wird: 

01^:^  B^ 

Nun  liegen  sowohl  Ä  B  beständig  zwisdien  und  ß^^,  somit 
muß  dies  offenbar  mit  ihrem  Intervall  \B  —  A\  stets  anoh  sutreffen, 
d.  h. 

\B-A\^ßn-an 

sein. 

Da  nun  aber  mit  wachsendem  n  das  Intervall  laut  Voraus- 
setznng  g^n  Null  abnimmt,  d.  b. 

lim  Jn  ^  lim  (/)„  —       =  0 

SO  folgt,  daß 

\B-A\^0 

weil  nur  dann  für  alle  n  obige  letzte  Ungleichung  erhalten  bleiben  kann. 
Damit  ergibt  sich  aber: 

B  =  A 

d.  h.  daß  ein  Punkt  A  luüglich  ist,  der  allen  Intervallen,  sei  es  als 
innerer,  sei  es  als  Endpunkt,  angehört. 

Die  nähere  Bestimmung  dieses  Qrenzpunkles  durch  einen  unend- 
lichen Dezimalbruch  kann  wieder  derart  geschehen,  wie  es  im  Beispiel 
für  den  NaohweiB  des  Grenzwertes  geechdien  ist  (vgL  8.  269  u.  ff.). 

Im  weiteren  notieren  wir  den  folgenden  Satz,  der  sich  auf  die  .Be* 
Ziehung  von  Stetigkeit  und  Endlichkeit  einer  Funktion  bezieht: 

Ist  die  F  unktion  /"(.r)  im  a  lij^'csclilossc nen  Intervall 
a  s  X     b  stetig,  so  ist  sie  in  ihm  auch  endlich. 

Daß  der  Satz  nicht  gilt,  wenn  das  Inti^rvall  nicht  abgeschloswcn 
ist,  zeigt  z.  B.  das  Beispiel  der  Funktion: 

/V)       \     ■    0  <x  l 

da  diese  in  diesem  nicht  abgeschlossenen  Intervall  stetig  ist  und  erst 
unstetig  (durch  Unendlich  werden)  wird  für  ^  0,  also  im  abgeschlos- 
senen Intervall. 
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Aus  der  geometriachen  AnBchauung  folgt  der  Sate  von  sellwt. 
Denn,  da  wir  das  Unendliohwerden  einer  Funktion  als  XJnstetiglseit 
definiert  haben*),  so  muß  daher  die  Funktion,  wo  sie  stetig  ist,  end- 
lich sein. 

Arithmetisch  beweisend  können  wir  sagen: 

Tu  einMn  inneren  Punkte  des  Int^raUee  kann  die  Ungültigkeit 
des  Satzes  nicht  eintreten;  denn  nehmen 
wir  dies  an,  so  würde  an  einer  Stelle,  z.  B. 

;r  s=  Xo  *  A^)  unendlich  groß  werden.  Da> 
durc^h  aber  würde  die  Stetigkeit  aufge- 
hoben, denn  man  könnte  dann  nicht 
erreichen,  daß  die  Bedingung  der  Stetig- 
keit erfüllt  würde,  d.  h.  daß 


Fig.  196. 


wird,  wenn 

Ix-  XqI  <  d 

ist. 

Aber  auch  für  den  Endpunkt  ist  dies  ausgeschlossen,  da  ja  die 
Stetigkeit  im  abgeschlossenen  Intervall  vorliegt,  also  auch  für  die  End- 
punkte, und  zwar  den  linken  Endpunkt  von  rechts  und  für  den  rechten 
von  links. 

Analog  verhält  e»  sich  mit  der  Funktion  .  die  im  Punkte 

X  =  ein  gleicher  Art  unstetig  wird,  ferner  mit        =     ,  welche  i^'unk-« 

tion  im  Ponkte  x>=0  positiv  bzw.  negativ  oo  wird  (vgl.  Fig.  155,  S.  288 
und  Fig.  173,  S.  326),  u.  a.  m. 

Der  obige  Satz  über  die  Einschachtelung  der  Intervalle  ermöglicht 
es  uns  nun  den  weiteren  Satz  zu  beweiBen: 

Ist  f{x)  im  abgeschlossenen  Intervall  a  >  o;  ii-.  6  stetig, 
also  (nach  obigem  Satze)  auch  endlich,  so  hat  diese  Funk- 
tion darin  einen  größten  und  einen  kleinsten  Wert. 

Vm  den  Satz  völlig  zu  verstehen,  müssen  wir  die  in  iliin  enthal- 
tenen Hfgriffe  eines  rjrößlen  und  kleinsten  Wertes  und  was  da- 
mit zusammenhängt,  erläutern. 

Stellt  man  die  Funktion  geometrisch  als  Kurve  dar,  so  scheint  es 
wohl  klar,  was  man  unter  dem  größten  und  khiuMcn  Wert  einer 
Funktion  in  eineiu  Intervall  zu  verstehen  hat;  man  denkt  dann  viel- 
leicht sofort  an  Maximum  und  Minimum.  Aber  Maximum  in  gewöhn- 

I)  Vgl.  S.  325  2<L 

•25  ♦ 
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lichem  Sinne  und  grOfiter 
Wert  aind  nicht  identisob, 
ebensowenig  wieliimmam 
und  lüfiinster  Wert  in 
einem  abgeflchloesenen  In- 
tervaU,  nie  nebenstebende 
Fig.  197  lehrt. 

Wir  spfechen  von 
einem  Maximum  bei  B 
und  von  einem  Mini- 
mum bei  C;  der  kleinste 
Wert  aber  ißt  bei  der 
größte  Wert  bei  D  . 
Auch  können  größer  und  kleiiuter  Wert  existieren  bei  keinem 
Maximum  oder  MinimuM;  auch  erstere  mit  letzteren  zusammenfallen 
(YfjL  Fig,  198). 


Mnimum 


.p.  


Fig.  IW. 


Sind  die  Funktionswerte  in  den  beiden  Endpunkten  des  Intervalles 
einander  gleidi»  so  fallt  der  größte  Wert  mit  einem  Maarimum,  der  kleinste 
mit  einem  Mmiirmm  zusammen. 

Der  oben  ausgesprochene  Satz  erscheint  uns  unter  Betrachtung 
dieser  Figuren,  ins  Geometrische  anschaulich  übersetzt,  ohne  weiteres 
klar  7.11  sein. 

Wir  müssen  ihn  aber  auch  ohne  geometrische  Voraussetzung  be- 
weisen können  und  zu  diesem  Zwecke  definieren,  wa«  unter  größtem 
und  kleinstem  Werte  einer  Funktion  zu  verstehen  ist^): 

Existiert  eine  feste  Zahl  O  derart,  daß  die  Funktion  f{x) 
im  Intervall  a*«*6  nirgends  einen  Wert  erreicht,  welcher 
algebraisch  größer  als  G  ist,  daß  sie  aber  jeden  Wert  an- 
nehmen und  übersteigen  kann,  der  gleich  O  —  e,  wo  e  irgend- 
eine beliebig  kleine  positive  Zahl  ist,  so  nennen  wir  O  die 

*)  denn  die  geometrische  AnachAuunir  hftlt  sich  an  besondere  Beispiele  und  des 

Resuhat  nus  solcher  Betrachtaug  kann  nicht  allgemein  KÜliiu'  mmd,  weit  die  Ansahl 
der  Möglichkeiten  spesieller  I^i^^  und  Formen  unbegrenzt  i»t. 
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obere  Grenze  der  Funktion  f\x)  im  Intervall  «i  r  •  •  6  (d.  h,  wenn 
A]ao  G>  fix)     G  -  f). 

(^.i]>t  es  weiter  einen  Punkt  Xq  im  Intervall,  für  den 
/'r  I  a  ist,  also  f  0,  so  nennen  wir  Q  den  größten  Wert 
der  i*'unktion  in  diesem  Intervall. 

£beuäO  sagen  wir: 

Falls  eine  Zahl  A'  existiert,  derart,  daß  die  Punktion 
im  Intervall  a'**6  nirgends  größer  wird  als  K,  daß  aber 
jeder  Wert  K -\- e  —  wenn  e  dieselbe  Bedeutung  wie  oben 
besitzt  —  erreicht  wird,  daß  dann  K  die  untere  Oreme  der 
Fanktion  im  Intervall  ist.  Existiert  dann  wiederum  ein 
Wert  x^,  f  ür  den  f{x!,)  »  K  ist,  also  £  »  0,  so  heißt  K  der  kleinst^ 
Wert  der  Funktion  im  Intervall. 

Daß  diese  Untersoheidung  von  „oberer  Grenze"  und  „größtem 
Werf  einerseits  und  „unterer  Grenze"  und  „kleinstem  Wert"  an- 
dererseits zweckmäßig  ist,  erkennt  man  daraus,  daß,  sobald  das  Inter- 
vall nicht  abgeschlossen  ist,  wohl  obere  nnd  untere  Grenze  da  sein 
können,  nicht  aber  der  größte  und  kleinste  Wert. 

Betrachtet  man  z.  B.  die  Funktion 

fix)  -  x'-  -i  3x  f  2 

im  Intervall  0  <»<  1,  so  ist  die  obere  Grenze  gleich  6,  die  untere 
gleich  2;  jedoch  werden  diese  beiden  Werte  selbst  yon  der  Funktion 
nie  erreicht.  Erst  wenn  wir  das  Intervall  abschließen,  also  O^x^l 
setzen,  werden  6  und  2  von  x  tn.t8ächlich  erreicht. 

Wir  erhalten  auch  einen  größten  und  kleinsten  Wert  und  unser 
zu  beweisender  Satz  sagt  dann  aus,  daß  eben  diese  Unterscheidung 
hinfällig  wird,  sobald  man  das  Intervall  als  abgeschlossen  an: 
nimmt. 

Da  man  aber  nicht  immer  abgeschlossene  IntervaUe  zu  betrachten 
hat,  so  ist  diem  Unterscheidung  notwendig,  abgesehen  davon,  daß  sie 
wieder  einmal  deuthch  /ei^t.  daß  ,, nähern''  einem  Grenzwert  und 
jjiaben*'  desselben  nicht  dasselbe  ist. 

Der  Beweis  des  »Satzes  ül)er  die  £xiHt(>nz  eines  größten  und  kleinsten 
Wertes  ist  nach  dieser  Überlegung  nicht  schwer  zu  erraten,  wenn  man 
noch  den  folgenden  Hilfssatz  hinzunimmt: 

Ist  f{x)  eine  beliebige  Funktion  von  r,  welche  aber  in 
ihren  Werten  über  bzw.  unter  einer  festen  Zahl  bleibt,  so 
hat  /■(«)  eine  obere  bzw.  untere  Grenze. 
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Diese  feste  Zahl  ist  hiei  U  i  noch  nicht  ab  das  G  und  A'  in  den  voi - 
hergehenden  Definitionen  zu  nehmen,  sondern  wie  das  N  im  Satze  über 
den  Grenzwert. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ibt  aualog  dem  über  den  Grenzwert  ge- 
fülirtcu,  indem  man  an  Stelle  der  x  dort  hier  die  vemcluedenen  /*(«) 
zu  setzen  hat. 

Und  nun  gehen  wir  /um  Beweis:  unseres  oben  en^'äimteu  Satzea 
über,  der,  nochmals  angefülirt,  lautet: 

.jlst  /"(.rj  iiii  abgeschlossenen  Intervall  a  x  .  b  stetig,  so  gibt 
es  darin  einen  größten  und  einen  kleinsten  Wert." 

Um  zunächst  zu  zeigen,  daß  ein  größter  Wert  existieren  muß, 
beachten  wir,  tiaß  es  —  da  die  Funktion  im  abgeschlos-senen  Intervall 
slütig  und  daher  nach  früherem  endlich  ist  —  nach  obigem  Hilfssatz 
für  die  1  uuktiuii  im  liiLcivuü  a  •  •  '  b  eine  obere  Grenze  O  gibt,  und 
nun  ist  zu  Ix'weisen,  daß  tliese  obere  (iHmizc  auch  ein  Grölit^ert  ist, 
d.  h.  nach  unserer  Definition;  Ks  ist  zu  zeigen,  daß  es  einen  Punkt 
X  =  Xq  gibt,  für  den  ({xq)  =  G  ist. 

Denken  wir  uns  das  Intervall  in  zi^^ei  Hälften  zerlegt,  so  muß 
auch  in  jeder  der  beiden  nach  annexem  UflfiBsata  eine  obere  (und  untere) 
Gfenze  existieren.  Biese  kann  aber  in  Icnner  der  beiden  Hälften  graßer 
als  Q  sein,  weil  wir  sonst  gegen  die  Voraussetzung  verstoßen.  Aber  es 
können  auch  beide  zugleich  nicht  Udner  als  O  sein,  denn  sonst  könnte 
es  im  ganzen  Intervall  auch  keine  obere  Grenze  O  geben.  Daiaus  folgt, 
daß  eines  dieser  beiden  TeilintervaUe  die  obere  Grenze  O  besitzen  muß; 
es  heiße  J^, 

Nun  zerlegen  wir  dieses  Intervall     in  zwei  Teile,  von  denen 
dasjenige  Teilintervall  sei,  in  welchem  wiederum  0  die  obere  Grenze  ist. 

Und  so  fortfahrend  erhalten  wir  eine  unbegrenzte  Folge  von  inein- 
andefgeachaditelten  Intervallen,  deren  Größe  gegen  Null  abnimmt 
und  in  deren  jedem  die  obere  Grenze  0  ist.  Dann  aber  existiert,  wie 
wir  oben  bewiesen  haben,  ein  einziger  Punkt  a;  ^  als  Endpunkt  oder 
innerer  Punkt  aller  Intervalle  J«. 

Wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  der  Funktion  ist  fOr  diesen 
Punkt  Xf^: 

wenn  nur 

'x  —  Xq^  <  d 

Da  die  Intervalle  J„  gcgeu  Null  abnehmen,  so  können  wir  b<  i 
genügend  groüt  in  w  J.,  kleiner  als  (i  werden  lassen  und  darin  umü  auch 
stets  (j  obere  Grenze  sein. 
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Nach  Definition  dieser  letztei-eu  heilit  dies  aber,  daß  die  Differenz 

\G  -  f{zo)\  < 

gi^niacht  weiden  kann,  worin  e',  wie  f,  beliebig  klein. 

Dies  läßt  sich  auch  durch  folgende  einfache  Rechnung  noch  bes^i 
eiusehen : 

Da  0  der  obere  Grenzwert  von  /'{x)  ist,  so  iat  in  dem  angenommenen 
Intervall  nach  obigem  Satz: 

0>  f{x)>Q-v 

wenn  v  die  Rdle  Toa  £  spielt,  d.  h.  auch  eine  beliebig  kleine,  positive 
Zahl  ist. 

Dann  folgt  weiter: 

Nun  igt  aber  nach  obigem 

und  daher  für  das  obere  Ungleiohheitazeiohen  (>•--»: 

\0-r-  A^o)i  <«r 

oder 

Setzen  wir: 
so  wird: 

\o  -  /  Wi  <  f' 

für  das  untere  (<  •  •  •  <)  direkt  ans  der  gleiclien  Voransseteung 

wie  bdiauptet  worden. 

Nun  ist  O  eine  fette  (konstante)  Zahl  und  ebenso  /'(ae^)  ein  be- 
stimmter endlicher  Wert  und  wird  ihre  Differenz  so  klein,  wie  nur 

möglich  erhalten,  was  nur  möglich  ist,  wenn  sie  beide  einander  {^jeioh 
sind,  d.  h.  ihre  Differenz  null  ist;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so 
kämen  wir  auf  den  Widerspruch,  daß  zwei  feste  endUche  Zahlen  yer- 
schiedene,  wenn  auch  sehr  kleine,  Differenzen  haben  könnten. 
Es  muB  somit: 

f{Xo)  =  O 

sein. 

Damit  ist  aber  bewiesen,  claU  es  in  lui.sereni  Intervall  eiiu  i)  !*unkt 
X  =  Xq  gibt,  für  d<'ii  f(x)  -  G  ist.  und  somit  existiert  nach  obigem  in 
demselben  em  ,,gröliter  Wert''  der  Funktion. 

Wie  man  zur  Angabe  des  Zahlenwertee  für  ar^  theoretisch  gelangen  kann,  khrt 
folgende  Überlegung: 
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Man  denke  tach  das  Intervall  a  --b  durch  Teilpunkte  beliebiger  Wahl  in 
zerl^,  etwa  doreh  die  den  zwiflohen  a  und  b  liegenden  guusen  ZaUen  ent- 
sprechenden. In  jedem  derselben  muß 

nach  obipem  eine  obere  und  untere 
Grenze  existieren,  die  aber  in  keinem 


I 


f 


der  Teilintervalle  größer  bsv.  kleiner 
als  G  9tan  kann»  weil  scmat  nidit  O  im 

ganzen  Intervall  obere  bzw.  untere 
Grenze  sein  könnte.  Es  muß  daher  ein 
Teilintervail  geben,  in  dem  G  die  obere 
Grenze  iat,  ee  sei  z.  B.  jenes  swisohen 
den  Zahlen  Oi  und  (o,  1)»  wobei  na- 
türlich a,  und  (a,  -f  1)  zwischen  a  und 
6  liegen.  Dann  teilen  wir  dieses  Teil- 
intervall a,  •  •  (a,  4- 1)  in  10  Teile 
und  maehen  für  diese  wiederum  die  gleiche  obige  Überlegung.  Es  sei  wiederum 

ist. 


— 

Fig.  UML 


I 

Jft 


dasjenige  Intervall,  in  welchem  G  tlie  obere  Grenz© 


10'       \  '  10 
Dieses  teilen  wir  wiederum  in  10  Teile  und  finden  da»  Intervall 


^  10  ^  10«i  ^ 


+ 


C2  +  1  j 


10  '  10- 
als  dasjenige  mit  Q  als  oberer  (Srenze. 

8o  fortfahrend  nähern  wir  uns  nach  dem  Satze  über  die  Kinschachtflung 
der  Inter\'altc  einem  bestimmten  durch  einen  unendlichen  Desimalbmoh  defi- 
nierten Punkte: 


10 


10*      10»      *  *  * 


10- 


der  eben  der  bewuBte  Wert 


\i1rd. 


r„  ist,  für  welchen: 


Man  erblickt  auch  hier  wieder  deutlidi  die  maßgebende  Rolle, 
welche  die  AbgeschloBsenheit  des  IntervaUes  spielt,  iiidem  bei  nicht 
at^ieachlosseneni  Intervall  x  —  Xq  in  einen  Endpunkt  desselben  fallen 

könnte,  für  welchen  dann  unser  Schluß  der  Existenz  eines  größten 
Wertes  der  Funktion  im  (niolit  al^aoschlossenen)  Intervall  nicht  gelten 
wiirde,  weil  dann  eben  die  £n(lpunkt<>  des  letzteren  nioht  ins  Gültig- 
keitsbereich  der  Funktion  zu  zählen  wären. 


In  ganz  analoger  VVeii^c  fiihrt  ijicb  der  licweis  für  die  Existenz 
eines  kleinsten  Wertes  der  Funktion  ini  abgeschlossenen  Intervall. 


Wir  gehen  nun  zu  einem  weiteren  Satze  Über,  der  insbesondere 
für  die  Anwendungen  überaus  wichtig  ist  und  lautet: 

Wenn  für  eine  im  a bL'(M  h lub.senen  Intervali  a  x  _b 
stetige;  und  damit  endliche  Funktion  fix)  die  den  End- 
])unkten  e nt^preclu  lulen  Werte  f\ai  und  /\h)  \  er.sehieden 
bind,  z.  B.  /(6)>  /(a),  und  wenn  JS'  ein  Wert  ist,  der  zwischen 
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f'(b)  und  f{a)  liegt,  so  daß  fUi)  <  N  <  f{b),  so  gibt  es  stets  min- 
destens einen  Punkt  x  =  Xq  in  diesem  Intervall  a  •  •  •  6,  für 
den  f{x)  =  f{xQ)  —  N  ist. 


Die  Betrachtung  dee  naohatehendeD  geometriBchen  Bildes,  welches 
einer  solchen  Funktion  entsprechen  könnte»  lehrt,  daß  man»  um  einen 
solchen  Punkt  zu  finden, 
nur  den  Wert  von  N  als 
Ordinate  aufzutragen  und 
durch  deren  freien  End- 
punkt die  Parallele  zur 
Ahszissenachse  zu  ziehen 
hat.  Der  sich  ergebende 
Schnittpunkt  mit  der  Funk- 
tionskurve  ist  ein  solcher, 
für  den  f[x}  =  N  ;  seine 

Abszisse  entspricht  dem  gesuchten  Wert  x  =  Xq, 

Um  den  Satz  auch  streng  zu  beweisen,  gehen  wir  folgendermaßen 

vor: 

Da  sich  die  Xatiir  der  Funktion  bezüglich  Stetigkeit  und  Endlich- 
keit, sowie  Gültigkeit  iTuierhalb  eines  bestimmten,  abgeschlossenen 
Intervalles  a  x  b  nicht  ändert  durch  Addition  oder  Subtraktion 
emsx  endlichen  Konstanten,  so  können  wir  obigen  Fall  leicht  auf  jenen 
zurückführen,  wo  A'  -  U  wird,  indem  wir  aus  j\x)  die  Funktion 
F{x)  ^  fix)  —  N  bilden  (was  gpometrisrh  einer  Parallel  Verschiebung 
des  Koordinatensystemen  in  Richtung  der  Ordinatenachse  nach  oben 
um  die  Diatanz  gleichkommt). 

Daun  folgt: 

F(o)  =  f{a)  -  .V  <0  (iiegütiv) 
i'(6)  =  /(6)  -  .Y  >  0  (positiv) 

a  H-  6 

Xuii  l)eachteii  wir  z.  B.  den  IHmkt  mit  der  Abszisse  ^'m—      ^    '  * 
dann  i.->i  Fijt^)  entweder  gleich  U  oder  vei'schieden  davon. 
Im  Falle 

Fix,,,)  -  0 

wäre  unser  Satz  olfenbar  bewiesen,  denn  wir  hätten  dann 

f{x^)     A'  =  0 

d.  h.  es  wäre 

also       der  gesuchte  Wert  x^, . 

Wir  können  daher  für  das  Folgende  diesen  Fall  ausschließen. 
Im  Falle 

F(x„)  0 
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muß  in  einem  der  beiden  TeOintervalle  a  •  •  •  x«,  •  •  •  &  fOr  F{x) 

naeh  oUgem  notwendig  ein  VonseichenwediBel  stattfinden  nnd  swar: 

wenn  J'(xm)  <  0  (negativ),  im  Intervall      *  •  •  6 

„    F{xJ  >  0  (positiv),   „      „       a  . . .  a:„ 

Jenes  Tt^üintervall,  in  welchem  der  Von&eiclionwechsel  eintritt, 

teilen  wir  wieder  in  zwei 
Hälften  und  machen  die 
nämlif!he  Überlegung, 
und  iahren  dann  so  fort. 

Wir  erhalten  so  eine 
unbegrenzte  Folge  inein- 
andei^eschachtelter  In- 
tervalle, die  wieder  einen 
einzigen  Pnnkt  x  = 
für  F{x)  bzw.  f(z)  be- 
stunmen,  der  als  ESnd- 
ponkt  oder  innererPunkt 
-  allen  diesen  TeUinter- 
Valien»  die  gegen  Null 
abnehmen,  in  deren  je- 
dem  auch  der  Vorzeiohenweohsel  eintritt,  angehört. 

Es  kommt  somit  der  Fmikt  mit  dem  Voneichenwechsel,  d.  b. 
F{x^ »  0,  in  jedem  ancfa  Ueinsten  dieser  TeiüntervaUe  vor,  d.  h.  es  wird 


Fig.  aui. 


wenn  nur 


Dh8  heißt  aber 


also 


oder 


\F(«)  -  Fixo)\  =  iO  -  FM\  <  e 

hm\lO-  F{x^k]=-0 

F{x^)  =  0 

Womit  aber  zugleich  auch  folgt: 

F{xo)^fM-N^O 


Zui  imliercn  Bfstimniunt!  Hiesfs  f*unkte"^  ktinnm  wir  wietierum  zunächst 
tisLH  liitervuU  a  ■  ■  b  durclt  'iVil£>ujikt<.%  Uie  den  günj&en  Zahlen  zwischen  a  uud  h 
entspreohen,  in  Teilintervalle  zerlege.  Dann  muß,  wenn  für  keinen  der  beiden 

Endpunkte  F{t)  =  0  ist  —  womit  der  Punkt  (Wert  r„)  ja  schon  gefunden  wäre  — 

in  rinem  dieser  Teilintervalle  ein  V'nrTrinlienwechsel  eintreten;  e«  sei  dies  der 
Pali  im  Teilinter\'all  (a^  \  1).  wobei  unter  UmstÄnden  unter  a,  auch  die 

uäclistu  ganze  Zahl  unterhalb  a  vei"standen  sein  müßte,  wenn  nämlich  der  frag- 
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liehe  Ptuikt  im  Intervall  a  hi»  zur  nächoten  ganzen  Zulil  läge  (ip  Fig.  20*2  ^wisclieu 
3,S^imd4);«iia]ogwfineeaiifderaiidM«n8eite,bei6.  Dietes Intervall •  {a^-^l) 
teÜMi  wir  in  10  ^<die  Teile  und  ee  aei  wiederum  da»  Intervall,  in  webhem  der 

yomlehatiweehael  eintritt,  erkannt  mit  [a,  -  J^^J  •     (o,  +  -     ^  j.  Wieder^ 

um  teilen  wir  diese«  in  10  gleiche  Teile  und  finden  daa  Intervall  mit  dem  Vor- 

Mioheiiweohael  von  ^o»  +  ^  +  ^)  •  •  ^o,  +  ^  +  -*^)  •  So  lorfefahiend 

de«  Punkte«         »  0,  ak  nn- 


etdlt  sich  der  gesuchte  Wert  or««  die 
endttcheir  Dezimalbmoh  dar: 

c. 


X,  «  a,  + 


10 


■f    '  + 


ffir  den: 
«Im  auoh: 


In  gltiehcr  Darstellung  ergibt  sich  aus  der  ersteren  Halbierungamethode 
die  Darstellung  von      in  der  Form: 

,     <"!  , 

-  *i  +  .j        _>  •  ->    Ol  +  *  •  ■ 

dargestellt  in  Form  eines  dyadischen  Bruches,  eine  Zahl  vom  dyadischen  Zahlen - 
«yvtem.  Kalftrikli  bedeuten  hier  c, ,  c,  . . .  andere  Zahlen  ab  in  Aeat  obigen 
DesiBDalbiuohdaBstellung. 

Bezieht  man  diu  I  nt«  rteilung  auf  da.s  Intorvall  selbet,  oder  einen  Teil  dee 
selben,  ao  ec^bt  sich  die  nachfolgende  Daratellung: 


C,       C-        C  j 


-•  *  a»  *  —i.    ~  t  * 


Fl«,  m 


Damit  gelangen  wir  öchliclilich  /.um  letzten  8atze,  der  uns  dann 
2um  Mittelwertsatz  führen  wird;  es  ist: 
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Ist  f{x)  im  abgesohioBsenen  Intervall  a^x^b  stetig 
und  in  den  inneren  Punkten  x  desselben,  a<x<b,  mit  einer 
endlichen  oder  unendlichen  Ableitung  aber  bestimmten 
Vorseichens^)  versehen»  und  ist  ferner  f{(ii^  —  f{b)  —  0,  dann 
existiert  mindestens  ein  innerer  Punkt  x  =  Xq,  in  velchem 
die  Ableitung  f'{x)  verschwindet,  also  /'(o^)  =  0  ist  fflr  ein 
bestimmtes  a;^  :  a  <     <  6. 

Wenn  die  Funktiouskurve  in  a;  »  a  und  a:  -  b  den  OrcUnatenwert 
Null  hat,  so  kann  sie  unter  VoraussetKung  der  Stetigkeit  A^eder  fort- 
während ansteigen,  noch  fortwäh- 
rend abfallen.  Also  muß  sie  zunächst 
ansteigen  und  dann  abfallen  oder 
unijD^kehrt  und  dies  kann  sich  im 
Tntor\alI  auch  öfters  wiederholen 
(vgl.  i?^g.  204). 

Dann  aber  muß  es  wenigstens 
einen  Punkt  x  =^  Xq  geben,  in  dem 
sie  aus  dem  Steigen  ins  Fallen  iUkt- 
:h^j:  geht  und  in  diesem  ist  die  Tangente 
parallel  zur  Ali^/i-senachöe,  also 
T  =^  0  und  damit  auch  /"(ary)  =  0  . 

Der  strenge  Beweis  dieses 
Satzes  stützt  sich  zunächst  auf  dea 
früher  l>ewiesenen.  wonach  die  ste- 
tige Funktion  im  abgescldossenen 
intci\iill  sowohl  einen  größten  als  auch  kleinsten  Wert  bat.  Es  muü 
hier  aber  notwendig  einen  solchen  Wert  innerhalb  des  Intervalles  geben. 
Demi  nimmt  die  Funktion  in  x  ^  a  und  x—b  den  Wert  0  an  und 
reduziert  sich  ihr  geometrisches  Bfld  mcht  einfach  auf  die  Strecke  o — 6, 
so  muB  sie  im  Intervall  demnach  kleinere  oder  größere  Werte  ver- 
schieden von  0  aufweisen»  die  eventuell  sämtlich  kleiner  als  0  sein 
können.  Ist  aber  letzteres  der  Fall,  so  muß  es  nach  früherem  Hi]£B- 
satz  im  Intervall  eine  untere  Grenze  geben,  welche  hier  notwendig  im 
Innern  des  Intervalles  liegen  muß,  da  die  feste  Zahl  0»  unter  der  die 
Funktionswerte  bleiben,  in  den  Endpunkten  desselben  als  Funktions- 
wert auftritt;  sie  ist  daher  auch  zugleich  der  kleinste  Wert  im  Inter* 
vall,  auch  deshalb,  weil  nach  obigem  untere  Grenze  und  kleinster  Wert 
im  abgeschlossenen  Intervall  identisch  sind. 


')  (1.  Ii.  der  DifleTeiOirnquotient  ist  auf  beiden  Seiten  «ehr  groß,  ftW  gkioban 

Vorzeichens. 
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Aus  analogen  Gründen  erweist  sich,  daß  für  den  Fall,  daß  alle 
Funk tions werte  größer  als  0  positiv  sind,  ein  größter  Wert  innerhalb 
des  Interrallefl  (eine  obere  Grenze)  vorhanden  sein  muß. 

Ezistieran  eudlioh  swiaeben  x^a  und  X'^b  Futiktionawerte 
kleiner  und  größer  ab  0,  so  laßt  sich  das  vorliegende  Intervall  wieder 
in  ITelüntervaUe  xeilegen,  in  deren  wenigstens  einem  unbedingt  der 
Übergang  von  kleineren  zu  größeren  Werten  als  0,  oder  umgekehrt, 
stattfinden  mufi.  Dieses  Teilintervall  greifen  wir  heraus  und  &hien 
durch  wiedelholte  Unterteilung  und  gleiche  Auswahl  fort.  In  un- 
begrenzter Einsohacfatelung  von  Intervallen  ergibt  sich  als  Grenze  ein 
beetimmter  Punkt  und  Wert  «  =  a^,  für  den  zu  beiden  Seiten  Werte 
der  Funktion  entgegengesetzten  Vorzeichens  auftreten,  d.  h.  welcher 
der  Übelgang  von  positiven  zu  negativen  Werten  oder  umgekehrt  ist 
und  damit  ein  Punkt,  in  dem  f(x)  —  f{x^  =«  0  ist. 

Und  analog  finden  sich  eventuell  vorhandene  weitere  derartige 
Punkte  bzw.  Werte. 

In  den  durch  solche  Punkte,  für  welche  f(x)  0  ist,  begrenzten 
Teflmtervallen  muß  aber  jeweils  aus  bereits  erwähnten  Gründen  wieder- 
um je  mindestens  ein  Punkt  vorhanden  sein,  in  dem  eine  obere  oder 
untere  Grenze  der  Funktion  bzw.  ein  größter  oder  kleinster  Wert  vor- 
handen ist. 

Existiert  nun  aber  im  Innern  des  Intervalles  a  •  •  •  6  ein  größter 
Wert,  so  heißt  das,  daß  in  diesem  Punkt  x  =  Xq  der  Funktionswert  [{Xq) 
seinen  größten  Win-t  erreicht  und  daher  Punkte  zu  beiden  Seiten  von 
ihm  kleinere  Funktionswerte  aufweisen.  £s  wird  daher  die  Differenz 


wird  positiv. 

Beim  G^ößt^ve^t  erhalten  daher  die  von  liiik.s  und  \  <m  recht«  ge- 
bildeten l)ifferen/.t  iii[notienteii  entgegengesetztes  Vor/eielien. 

Weil  nun  aber  naeh  Voraussetzung  die  vorliegende  Funklion  in 
jedem  Punkt  des  Intervalles  einen  Differeutialqiiotienten  besitzt,  der  ja 
der  Grenzwert  des  Diffeienzenquotienten  ist,  so  heißt  das:  Die  Diffe- 
renzenquotient^n  müssen  sich  mit  beliebiger  Annäherung  (für  beliebig 
kleines  Jx)  an  den  Höchstwert  oder  Punkt  Xq,  /(a*„)  aufstellen  lassen 
und  erhalten  auch  danii  noch  Htets  eiitgegengesetztes  Vorzeichen.  Würde 


hier  negativ  ausfallen. 
Der  Quotient 


fixp  +  Ja;)  —  f(xQ) 
-k-äx 

wird  daher  negativ  und  der  Quotient 
f{x^  -  Ax)-  fipcj,) 
—  äx 


Flg.  2QS. 
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iran  der  Wert  des  bei  der  ToraiugeBetet  stetsgen  Fnnktion  für  beide 
Differenzenqaotienten  gleichen  DifferentiAlquotienten  /"{xq}  verachieden 
von  0  sein,  so  müßte  dieser  zugleich  positiv  und  n^ativ  sein,  was  un- 
müglich  ist,  da  sich  positive  und  negative  Werte  ein  und  derselben  Zalil 
nur  in  der  Zahl  Null  treffen  und  daher  nur  gleich  Bern  können,  wenn  sie 
beide  gleich  0  sind.  Es  folgt  somit,  daß  f'ix^)  ^eich  0  sein  muß. 

Analog  führt  man  den  Beweis,  daß  auch  für  den  klflinsten  Wert 
in  x^«o  der  Differentialquotient  verschwinden  muß:  f'{xQ  >->  0. 

Im  ersten  FaJle  spricht  man  von  einem  Majntmmn,  im  letzteren 
von  einem  ilfiff»l«iKf<m  der  Funktion  f{sc). 


Und  endlich  ergibt  moh  nun 

Der  Hittelwertsatz, 

der  im  Grunde  genommen  nur  eine  VeraUgemeinerung  des  BoUeeohen 
Satzes  ist  und  lautet: 

Ist  f{x)  im  abgeschlosaenen  Intervall  a  ,  x b  stetig 
und  in  jedem  inneren  Punkte  a  <x  <h  mit  einer  endlichen 
oder  unendlichen  Ableitung  besti  in  m  t  e  n  Vorzeichens*)  ver- 
sehen, so  gibt  es  mindeatens  eijien  l'unkt  (Wert)  a:  =  x^,  für 
welchen  /'(6)  —  f{a)  gleich  {b  —  a)  •  /  '{xq)  ist,  so  daß: 

ma<jc^<hi      /(h)  -  /(ff)  =  (ö  -  a)r{jr,) 


oder: 


Deuten  wir  diesen 
Satz  zunächst  geome- 
triseh,  mittels  neben- 
stehender Figur,  so  steht 
auf  der  rechten  Seite 
der  letzten  Gleichung 
die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  a  ,  den  die  Sehne  ÄB,  die 
Verbindungslinie  der  Punkte  [a,  f{a)]  und  [6,  /(d)],  mit  der  Abszissen* 
achse  bildet  und  der  Satz  sagt  somit  aus: 


Fig. 


')  d.  h.  der  DififreuzenqiHJtient  ist  auf  beiden  Seiten  sehr  groß,  aber  gleichen. 
VorBeieheiw. 
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Es  gibt  im  Intervall  w  enigst  cn&  einen  Punkt,  m  welchem 
die  Tangente  zur  Sehne  durch  die  beiden  Endpunkte  des 
I-ntervalles  parallel  ist. 

Hiaraus  erkennt  man,  da0  es  nur  einer  Transformation  des  Ko- 
ordinateDBTBtemes,  einer  Breirang  seiner  Aelisen  um  den  Winkel  a  be- 
darf, um  diesen  Satz  in  den  voraiu^pehend  Ijehandelten  BolleBohen  ttber> 
zufahren,  in  dem  die  Tangente  parallel  zur  x-Achse  liegt  und  wäre  dann 
so  der  geometrische  Beweis  geliefert. 

Um  auch  den  arithmetischen  Beweis  zu  liefern,  bilden  wir 
eine  Funktion  F{x)  mit  der  Definitionsgleiehung: 

F{x)  =  (X  -  a)  [m  -  t\a)\  -  (6  ^  a)  [f{x)  -  f{a)\ 

welche  die  Eigenschaften  hat: 

1.  für     x  =  a     ist  F(a)^i) 

2.  »      «  =  6     „     F{b)  =  ii 

3.  F(x)  ist  stetig,  solange  f{x)  stetig  ist,  wie  man  leicht  auf  Qrund 
froher  ad^tellter  Stetigkeitssatze  konstatiert. 

Die  Funktion  F{x)  eifüllt  also  alle  Bedingungen  des  Bolleschen 
Satzes,  woraus  folgt,  daß  es  im  Intervall  a•^*h  wenigstens  einen  Punkt 
X  —  Xq  gibt,  in  welchem  F'{x)  verschwindet,  also        =  F'{xq)  —  0  ist. 

Nun  ist  aber: 

F'ix)  - /\b)     /\a)  ~{b  a)r{x) 
deon  aus;  * 
Fix)  =  {«  -  a)  im  -  A«)J  -  (6  -  a)  [f{x)  -  f{a)] 

folgt  für  F{x  f  Ix): 

F(x  +  Jx)  =  [{X  i    1^)  -  a]  [f{b)  -  Aa)l  -     -  a)  U\x  +  Ax)  -  /(a)J 

Subtrahiert  man  die  oV>ere  Gletcluin^i  von  unteren  und  dividieit  duroh  Ax^ 
8o  folgt  der  Difforenzenquotient  von 

^+  ^) -.  w  .     .      _   _  a,  '^^lum 

Jx  '  ^        '  ^         '  Ax 

Gehen  wir  mit  A  x  zur  GrenM  0,  ao  gehen  die  beiden  DifferenzenquotienteQ 
über  in  die  Differendalquotienten,  womit  also  folgt: 


,  ^(ar  +       —  F{x)  \      ,.     I . ,  .        fix  -f  Jx)  -  nx)\ 

^  A6)-Aaj -(»-«)  lim  (t!£±^^') 
F'ix)  -  f(b)  -  f(a)  -  (h  a)f\x) 

Wird  nun  F\x^  ^  0,  so  folgt  aus  obigem: 
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oder 


bcw. 


m  -  m 


b-a 


M  ! 

U-  \-  -Ja:- 


§  22.  Das  Diiiereutiai. 

Denken  wir  uns  nun  ein  solches  Intervall,  wie  a  ' '  •  b.  von  der  Aus- 
dehnung gleich  Ax,  wobei  Ix  ein  selir  kleiner  Teil  des  ursprüngliehen 
Intervalles  b-a  sein  kann,  und  also  seineu  Anfangspunkt  (a)  mit 

dem  beliebigen  Punkt  x  zusammenfallend, 
so  folgt  aus  obigem  Mittelwertsatz  für 

X  ;    f{a)  f(x) 

für  diesea  sehr  klein«  Intervall: 

fix  \  fx)-A^)-^«'/>ü) 
fx^jixjjb/   '  wobei 

Kfi  ist  also  der  kleiostmögliche  Wert  füi* 

und  der  größtmögliche  Wert  für  a,,: 

x^  =  X  ^  Ax 

weehalb  wir  auch  schreiben  können: 
wenn: 

0<f^<l  «) 

also  (~)  eine  positive  Zaid  kleiner  als  1  ist. 

Und  damit  folgt  die  ganz  allgemeine  Beziehung: 

f («_-{_  I  -c)     fix)  ^  Ax  'f'{x  -\  H  i  X) 
0  <H  <  1 

Setzen  wir  noch  wie  früher,  in  Eriimerung  an  die  allgemeine  Schreib« 
weiae  der  Funktion: 

  y  =  M 

9  (sriech.)  ftpridi:  TheU. 
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die  Fuiiktionäänderung  im  Intervall  Ja;: 

fix  +  Ax)  -  f(x)  «  Ay 


80  wird: 
und  damit: 


Ay=^Axf\x-\-eAx) 


T flauen  wir  nun  Am  kkwier  und  kleiner  weiden,  aohließliölk  in  den 
Grenzwert  0  ttbeigehen,  so  folgt: 

lim/  '^^)  =  lim  öJa?)l 

Während  damit  die  linke  Seite  der  (ileichuiig  zum  bekamiten 
Differentialquotienten  wird,  verschwindet  rechte  der  zweite  Summand 
an  der  Grenze,  ao  daß  wir  schließlich  erhalten: 

dy 

*  dx 


eine  Gleicliuiig.  die  wir  bereits  kennen  und  welche  daher  die  Richtig- 
keit der  obigen  Beziehungen  nur  bestätigt: 
Beachten  wir  aber  wieder  die  Form: 

iy  ^  Ax'f\x-\-eäx) 

so  geht  daraus  das  Folgende  hervor: 

Aus  früherem  wissen  wir,  daß  der  Differentialquotient  f\x)  im 
Punkte  X  eine  Eigenschaft  der  Funktion  (die  höhere  Stetigkeit)  definiert 
nnd  daher  arithmetisoh  oder  annlrtisch  wieder  eine  Funktion  darstellt. 
Demnach  hängen  also  /ix  und  Ay,  aus  denen  er  entstanden, 
in  ganz  bestimmter  Weise  zusammen,  denn  ihr  Quotient  doku- 
mentiert, je  kleiner  sie  sind  um  so  genaue,  diese  Eigenschaft.  Dabei 
spielt  Ax  die  Bolle  des  unabhängig«  Ay  diejenige  des  abhängig  Ver- 
änderhchen. 

Lassen  wir  nun  f. rund  iy  im- 
mer kleiner  werden,  was  wegen  der 
vorausgesetzten  Stetigkeit  der  Funk- 
tion zulässig  ist,  so  kommen  wir 
mit  diesen  Differenzen  Hein  Punkt  r 
immer  näher.  Dannl  nähert  siih 
dann  f\x-\-  6^ Ja)  immer  mehr  dem 
Wert  f  '{x) ,  welch  letzterer  Ausdruek 
uns  die  Eijzt^nschaft  von  f(x)  im 
Punkte  X  genau  eharakterisiert. 

Koestler-Tramer,  Dia«rential-  u.  iDtognüreobnanR.  I. 


Ülg.  20H. 
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Das  sagt  aber,  dali  (iamit  auch  die  Formel 

Ja;  •  f\x  -i-  ^  äx) 

Bich  immer  mehr  einer  Grenze  nähert,  indem  die  Unbestimmtheit» 
welche  durch  die  innerhalb  gewissen  Grenzen  bdiebige  Größe  H  gegeben 
Ut,  immer  geringer  wird,  der  Unterschied  zwischen  (a;  +  OJos)  und  x 
sich  beständig  veikleinert. 

JDenken  wir  uns  nun  den  Grenzübergang  vollzogen,  d.  h.  Ax  zu  0 
ge%^  orden,  BO  scheint  es,  als  kämen  wir  damit  zu  einer  Selbstverständ« 
lichkeit: 

oder,  algebraisch  genommen: 

0-0 

weil  algebraisch  jede  endhche  Zahl,  mit  0  multipliziert,  im  Produkt  0 
ergibt. 

Aber  ^^cho!l  die  Algebra  lehrt,  daß  sie  dip  Null  in  ganz  bestimmter 
Weise  (lefi?iierpii  muß,  an.'^oiisl  man  nirlit  mit  ihr  rechnen  köimte,  da 
sie  doeh  *'igentlie}i  keine  Znhl  ist,  sondern  erst  zu  einer  solelien  gemacht 
wenlen  muß.  ludertat  führt  die  Algelna  die  Xuli  ein  als  (a  —  a),  also 
mit  der  Detitution  o  —  a  ^  0')  und  che  Aitjebra  der  höheren  komplexen 
Zalilen  kennt  noch  andere  Bedeutungen  der  Null,  wie  wir  bei  den 
Quaternion(Mi  gesehen  hal>en. 

Iii  solcher  Schlußfolgerung  müssen  wir  uns  sagen,  daß  obige 
„Nullen",  die  als  (iren/e  von  /l;r  und  \y  entstehen,  auch  in 
ganz  bestimmter  WCise.  eben  als  Grenze  der  voneinander 
abhängigen  \'erri  nger  u  ugen  von  Jx  Und  Ay  eh  a  ra  kterisiert 
und  definiert  sind.  Wir  dürfen  sie  dann  auch  insofern  nicht 
schlechtweg  als  die  gewöhnliche  algebraische  Null  auffassen  , 
sondern  müssen  ihnen  eine  symbolische  Bedeutung  bei- 
legen, welche  eben  durch  ihre  Entstehung  bedingt  ist. 

In  dieaem  Sinne  sehieibt  man  nun  diefle  Nullen  als  dx  nnd 
du  und  nennt  sie  Differmtiaie. 

Dann  aber  gilt  auch  der  Ausspruch  über  die  Unbestimmt- 

dy 

heil  des  Quotienten     -  ,  für  diese  speziellen  Nullen,  die 

dx   

m 

sog.  Differentiale  dx  und  dy  im  allgemeinen  nicht  und  wir 

dürfen  sie  ohne  Erzeugung  von  Unbestimmtheit  durchein- 

dy 

ander  dividieren  und  erhalten  den  Quotienten         von  be- 
• '   dx 

M  V>1.  8.  3. 
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Stimmt  er  Größe*),  eine  Bigenschaft  der  Funktion  f{x)  aussprechend, 
eine  andere  Funktion  Tona;,  die  wir  daher  auch  nach  Z»a(rf  on^« 
mit  beseiohnen. 

AU  Quotient  zweier  sog.  Differentiale  dy  und  dx  be* 
zeichnet  man  diesen  Quotienten  ganz  spezieller  Nullen  mit  dem 
Namen  IHffermHiUqwMeHif  welcher  Name  dadurch  gerechtfertigt 
wird=i).  ^ 

Man  könnte  daher  diesen  Bifferentialquotienten  auch  schreiben. 

Da  aber  seine  llericituug  aus  dieser  Schrei b\\  eise  gar  iiicht  crsiclitlich 
wäre  und  außerdem  man  nicht  wüßte,  auf  welche  Veränderlichen 
(oben  X  und  y)  sich  diese  Nullen  beziehen,  man  also  äußerlich  damit 
den  Kontakt  mit  dem  yorauägeiienden  Ttralieren  würde,  so  ist  die 

(iy 

Leibnizsche  Bezeichnungsart       unbedingt  vorznziehen ;  diese  letsteie 

dx 

▼erieitet  zu  ihrem  Vorteil  auch  nicht  die  Nullen''  hier  als  algebraische 
Nullen*)  hinznn^men  und  dch  im  Quotienten  dadurch  einen  unbe- 
stimmten Ausdruck zu  denken. 

Wie  tnun  diese  Größ«-  iM'tv.  luH't,  lialH»n  wir  f^ezeigt  (vgl.  S.  30f>  n.  ff.). 

2)  Es  leuchtet  nun  auch  vin,  duÜ  iimu  tu  der  Schreibweise  c/j;,  dy,  df'(x)  usw. 
den  Buchi;taben  d  nicht  ah  Faktor,  wie  etwa  in.d  •  x,  d  '  y,  d  '  f{x)  usw.  auffassen  darf, 
.viondmi  daß  er  anailog  dem  fnilM  r  beim  vorgesetzten  A  für  die  Differenz  Ci's^igten  (vgl. 
S.  3öti)  ein  Ganzes  bildet  mit  dem  nachfolgenden  Buchstaben  und  nur  als  nähere  Er- 
läuterung einer  mit  der  Oröfie,  die  letsterer  ▼ertiitt,  Torgenonuttenen  YerSnderung  dient. 
Er  sagt  nämlich  aus,  daß  die  vorlu-r  tjestandene  Differenz  zu  Null  geworden  ist  und  treld 
daher  auch  stet«  als  Bezeichnung  des  Endzu.'*tande«  der  Veränderung  einer  Lhfferenz 
im  Sinne  des  K leine rwerdcns  hervor,  kann  also  auch  als  „Grenzbezeichnung  des  J" 
für  die  Differenz  aufgefaSt  weiden,  die  man  gerade,  weil  es  für  den  Grenzzustand  0  ist, 
nicht  mehr  mit  einem  vorsrPMP<7,ten  f,  sondern  mit  cinrm  vorsresetrten  d  bezeichnet. 
Man  liest  diese  Differenz  dann  ah  Differenz  im  Endzustand  null  oder  als  Differential, 
wie  s.  B.  dar  »  „Differential  von  x**  oder  audi  kuns  „Differential  x"  oder,  dem  Buch* 
Stftben  entsprechend:  ..[)>  von  x'\  ganz  kurz  „Dc-x''. 

In  gleicher  Weiw  gdt  dies  auch  von  diesen  liezeichnungtu  dx,  dy,  df{x)  usw. 
dy  d  •  y 

im  Quotienten,  wo  auch  ,  -  nicht  als    — -  mit  dem  Falitor  d,  durch  den  man  eventuell 

dx  d '  X 

dividieren  oder  mit  dem  man  kürzen  kann,  ver^tiinden  weiden  darf. 

^)  Im  Dilferentialquotienten  bind  die  Nullen  in  Zühler  und  Nenner  im  Gegensatz 

sum  Quotienten  algebraisolier  Nullen  nicht  unabhängig  voneinander,  weil  sie  beide 

aus  dem  Omucfibergang  zweier,  in  Zahler  und  Nenner  stehender  Funktionen  ein  und 

desselben  Arjniments  fr)  entstehen;  es  sind  funkt ioncntheoretist-he  .\ullen,  denen  wir 

uns  durch  Grenzübergang  nähern  können.   Die  algebraische  Null  —  in  der  Algebra 

eingeführt  mit  der  Definitionsforme)  (a  —  o)  —  ist  null  und  entsteht  nidht  durch 

einen  Nähemngnprozeß.  ^  ist  in  algebraischem  Sinne  schon  deswegen  unmöglich, 

wed  eine  der  tirundregein  der  Algebra,  die  Division  mit  0,  überhaupt  als  unzulässig 
erklirt 

d.  h.  einen  Ausdruck,  der  keinen  bestimmten  Wert  besitst.  Damit  wt  vitHA 

etwa  die  früher  behandelte  sogenannte  unbetHmmte  Form  ^  gemeint.  Dieselbe  er- 

weiet  sieh  hiemaeh  nun  riebn^,  worauf  die  fr&here  Datstellung  als  Grenswert  schont 
hinweist,  ab  Differentialqnotient  von  im  allgemeinen  bestimmter  CrBfle. 

26* 
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Die  Rechnung,  in  der  man  sich  mit  der  Bildung  und  Anwendung 
des  Differentialquolienten  befaßt  und  welche  mit  solchen  Differentialen 
überhaupt  umgeht,  ist  bekannt  als  sog.  iiif'ferentialreclmuHg  oder 
als  das  Dijjerenzieren.    Bilden   wir  voa  einer  Funktion,  z.  B. 

y^f(x),  den  Differentialquotienteii,       —  f'i*)*  oder  das  Differential, 

(ix 

fiy  f'{x)dx,  HO  spricht  ?nan  von  der  Differentiation  einer  Funk- 
tion nach  einer  Variablen,  hier  z.  B.  von  der  Funktion  v  nach  x. 
oder  sagt  auch:  ,,Wir  differenzieren  die  Funktion  ,  iüer  also 
die  Funktion  y     fix)  nach  r. 

Man  sagt  auch  im  direkten  Anschluß  an  die  »Schreiinvei.se ;  ,AVir 
bilden  den  Differentialquolienten  dy  durch  bzw.  ,,Wir  bilden 

das  DifferentiaT*  dy  gleich  ,,f\x)  mal  dx'\  gegenüber  welcher  Aub- 
drucksweise  die  erst  gegebene  „•  •  •  nach  a;"  entschieden  vorzuziehen 
ist,  da  letztere  die  Bezeichnung  „durch  •  •  /u  leicht  auf  ein  direktes 
Dividieren  von  einem  Differential  dy  durch  ein  Differential  dx  ge- 
danklich fahren  könnte,  ohne  den  Differentialquotienten  als  solchen  in 
Betracht  zu  ziehen,  was  ja  nach  obigem  nicht  lichtig  wäre^). 

Inwiefern  nun  unendlich  kleine  Größen  (Zahlen),  noch  von 
Null  verschietlen,  beliebig  der  ^'ull  sich  uiuialicni  kuimend,  Vertreter 
dieser  Differentiale  oder  Differentialien  werden  können,  i.'st  jetzt 
leicht  zu  erkc^nnen:  Ma  n  hat  dann  eben  in  dieselben  das  Haben 
des  Grenzwertes  0  im  allgeTn<M  nen  hineinzudenken.  Nur  die 
arithmetische  Behandluncj  erforili  i1  l^i  ichsam  stct.*i  etwas  jenaeits  des 
tatsächlichen  ( irenzubcrgangcs  zu  bleiben;  denn  wenn  wir  emmal  einen 
Wert  als  fest,  d.  h.  unverändeilich,  einsetzen,  so  ist  nichts  mehr  zu 
machen  und  ginge  damit  der  Hauptsinn,  der  hier  im  Grenzübergang 
hegt,  die  geradezu  wichtigste  Eigenschaft  der  Größe,  des  Diffe- 
rentials, (dieser  Diff(Mential-Null).  einen  Grenzwert  zu  haben, 
und  zwar  Null,  verloren.  Der  feste,  auch  beliebig  kleine  Wert  sagt  uns 
arithmetisch  gar  niclit,  ob  er  einer  stetigen  oder  anderen  Veränderung 
(Reihe  von  Werten)  angehört:  erst  seine  Umgebung  und  zwar  die  aller- 
nächste, gibt  uns  Auskunft  dariibci-. 

Unter  diesen  Gesichtspunkten  kami  man  dann  auch  die  friiher 
über  ,,unendhch  kleine  Größen"  ausgesprochenen  Folgerungen  und 
Sätze  (vgl.  S.  247  u.  ff.)  auch  auf  Differentiale  ausdehnen  und  kommt 
8o  auch  zum  Begriff  von  Differentialen  verschiedener  Ordnung^). 

Wir  verweisen  diesbezüglich  auch  nodt  speuell  vol  die  Auaeinaadenetniiigeo 
auf  S.  410. 

Und  zwar  wuhli  inau  d.iiin,  .solaiiirc  k«-ine  )>csouderen  abweichenden  Fest» 
aetaiinii^  gemacht  weiden,  im  allgeroeinen  dieses  Differential  (dx  bsw.  (fjf),  ab,  tn 
erster  Linie  stehend»  unendliob  kleine  GroGe  I.  Ordnung. 
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In  der  geometrischen  Veranschauliohimg  und  Auffassung  wird  mit 
£inführuiig  dee  Differentials  an  Stelle  der  unendfich  kklnm  Grtfle 
das  früher  erwähnte  chaiakteristisohe  Dreieck  mit  den  zusammen- 
gehörigen  beliebig  kleinen  Abszissen-  und  Ordinatendifferfonsen  als 
Katheten  bzw.  mit  den  drei  unendlich  kleinen  Seiten  dx,  äy^ 
zum  sog.  Differeniialdreieek  mit  den  Seiten  dx^  dy,  ds  >). 

Wie  mit  diesem  Differential  zu  rechnen  ist,  mu0  dann 
die  Entwicklung  im  einzelnen  lehren.  Man  rechnet  ja  oft  auch 
mit  anderen  Symbolen  einer  Größe,  die  durch  bestimmte  Gesetze  be- 
hemcht  sind  und  in  bestimmter  Weise,  ihrer  (der  Symbole)  Definition 
Mitsprechend,  deutbare  Besultate  ergebe n. 

Sohleiben  wir  nun  oben  eihaltene  Nullen  als  „Differential' 
Nnllen'\  so  wird  die  aus  dem  Mittelwertsatz  beim  Gienztibeigang 
erhaltene  Beziehung  lauten  müssen: 

dyt'{x)dx  •) 

Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  dem  auf  anderem  W^e  er- 
haltenen Ausdruck  für  den  I>ifferentialc[uotjenten : 

80  scheint  es,  als  ob  man  ein&oh  in  dieser  letzteren  Gleichung  beid- 
seitig mit  dx  multiplizieren  dürfte,  also  das  dx  wie  eine  bestimmte 
2ahl,  welche  jedenfalls  nicht  Null  sein  durfte,  behandeln  kOnne. 
AuBerdem  trennt  man  bei  dieser  „Operation'*  dy  und  dx  von  einander, 
welche  Größen  ja  aus  der  Ableitung  des  Diiferentialquotienten  heraus 
stets  zusammengehören. 

In  welchem  Sinne  dies  nun  gestattet  ist,  lehrt  uns  eben  der  Mittel- 
wertsatz, denn  die  Gleichung 

dy  f*{x)dx 

ist  ja  nach  obigem  nichtf>  anderes  aUs  der  Grenzwert  des  für  diesen 
Fall  angewendeten  Mittelwertöatztö : 

^y^fXx-^-HAx^'äx 

Daraus  darf  man  nun  aber  nicht  schlechterdings  die  Regel  ab- 
leiten, man  dürfe  mit  den  Differentialen  ganz  genau  so 
rechnen,  wie  mit  bestimmten,  wenn  auch  sehr  kleinen  — 

Vgl.  hierzu  auch  S.  :i4'2.  4 10. 
•)  Aua  dieser  Form  erklärt  sich  auch  die  vuu  Lacroix  gewühlte  liczeichmnig 

dy 

Dif  jercntialk'jej  fizient ,  da  hier  der  Grenzwert    ^     ~-.  f\x)  als  Kouffixient  von  </z 

erscheint.  {„Tmiie  dv  enfru!  fJifferentiel  ft  du  calcul  niln/niL"'  Bde.  Paris  I7tt7 — 1800; 
2.  Aua  1810—1813;  7.  .Aufl.  1867;  deutsch  Berlin  1830  31.) 
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wie  man  zu  sagen  pflegt  unendlich  kleinen  —  Zahlen,  was  ja 
allerdings  sehr  häufig  geschieht^).  Schoo  bei  sog.  zweiten  Differentialen 
würde  man  dalx^i  auf  Schwierigkeiten,  ja  direkt  auf  Fehler  kommen. 
Ks  immer  zu  beachten,  daß  wir  nuiltipliziercn,  <lividieren  usw. 
nur  mit  wirklichen  Zahlen  dürfen,  d.  h.  mit  von  Null  verschie- 
denen, also  mit  l.r.  I  y  usw.  Die  Ausdriickr-  mit  ihnen  wcrflen 
dann  zum  Grenzwert  ü  herszef  ü  h  rt,  wolx'i  dann  die  Differe  )i - 

tialerfa:'.  di/  als  Symhole  für  die  besti mmteii, 
bedingt  entstehenden  \ull<-n  erseheinen. 

.Allenlingg  maeht  man  es  praktisch  lüeht  so, 
sondern  man  macht  /.unächst  nur  für  die  1  den  An- 
satz; ?..  Ji.  wenn  man  die  Länge  einer  Kmve  \h'- 
stnnmeu  will,  d<)  drückt  man  das  1«  «Inreh  l.r  uikI 
f^i^  aus  unter  Anwendung  des  Pji;hagoräi sehen  T^>hr- 
satzes.  Daun  hätte  man  den  Grenzubergang  zu  vollführen,  wonnt  m;i!» 
den  Ansatz  in  den  Differentialen  bekommen  kömitc,  aus  <lem  allein 
dann  die  weitere  Rechnung  zu  fulgen  hat. 

Um  aber  diese  doppelte  Schreibweise  zu  vermeiden,  macht  man 
den  Ansatz  zwar  in  Gedanken  fflr  die  ix  und  Ay,  schreibt 
aber  dx  und  dy,  denkt  also  den  Grenzübergang  sofort  auch  wieder 
ausgeführt.  Doch  müssen  wir  ausdrücldich  betonen,  daß  man  sich  auf 
diese  Faustregel  nicht  unbedingt  verlassen  darf,  weil  sie,  wie  schon 
erwShnt.  gelegentUch  venagen  kann.  Man  muß  dann  in  solcbai  flUen 
unbedingt  zunächst  auf  die  Gleichung  in  den  ix  und  Jy  zurück- 
gehen und  an  ihr  dann  den  Grenzübergang  zu  den  Differen- 
tialen vornehmen. 

Um  das  Gesagte  an  einem  wichtigen 

Beispiel 

SU  erläutern,  erimiern  w  ir  uns  an  das,  was  wir  auf  S.  257  u.  ff.  gezeigt 
haben,  daß  in  Fig.  137: 

Denn  Httitiplikation.  Divimoii  mw,  mit  Null  ist  eine  in  der  Algebra  im  all- 

gemeinen  un7.ulässij;e  0|H*rafion. 

M;tn  L'f»ht  so  wfit,  daß  man  »k«  daher  auch  direkt  mit  unendHi-h  kleinen  Größen 
(Zahlen)  identifiziert  xnid  datier  jjar  oft  den  nicht  richtijjen  AuHsprinh:  ..Da»  Diffen-n- 
tial  i.st  eine  unendhch  kleine  Grdfle*%  womit  man  »liUachweigend  den  Gedanken  ..ver> 
schieden  von  \uli"  verbindet,  litin  n  kunn,  den  man  dann  noeh  er^änrt  diui  h  die  rh.  r- 
legung,  gemäß  der  uuui  »agt :  Der  Ititlerentialquutieut  ist  dtu*  luimUehe  wieder  Dilferenzen- 
quotient,  nur  mit  dem  Untentchied,  daß  ee  rieh  hier  um  unendlicli  kleine  Diffennsen 
(Zahlen)  handelt  im  (Jenensatx  zum  Differenzenquotient  mit  -t(  ts  nit  ht  nnendlirh- 
kleineu,  sondern  eadUchen  Differenzen  und  Cirößeii  (Zabien)  und  ihn  daher  auch  ala 
Quotienten  zweier  nnendUch  kleinen  GrSBen  (Zahlen)  hinatellt.  Wenn  dies  in  der 
Praxi.%  in  den  ihr  in  der  'lochnik  zukommenden  einfacheivn  ?'iillen  auch  meist  ohne 
Folgen  angenommen  weixlen  kann,  so  darf  de^hai^>  durchaus  nicht  auf  dieee  als  eine 
etwa  korivktf  und  einwandfreu'  Auffas.suug  ^jebaut  vveidt  ii. 
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wobei  Jb  das  Element  dm  Kurvenbogeos  und  eine  unendlich  kleine 
Größe  m.  Ordnung  gegenüber  A»  und  daher  auch  gegen&ber  Jy  und 
Jb  bedeutet. 

Es  untecBchied  sich  also  —  so  konnten  wir  sagen  —  das  Quadrat 
des  Bogenelementfi  von  dem  Quadrat  der  Sehne  =  Jx'H-  '^y^ 
um  eine  unendlich  kleine  Größe  III.  Ordnung  gegenfiber  dem  Unter- 
schied der  Abszissen  /u  den  Endpunkten  des  Bogenelementes  Jb, 

Da  nun  aber  für  die  Anwendungen  die  Veränderung  der  Bogen- 
länge mit  X  verlangt  wird,  so  dividieren  wir  obige  Gleichung  durch  Jx* 
und  erhalten: 

Ax^        ^  .Ix^^  Jx^- 

Da  e*  Yon  der  III.  Ordnung  unendlich  klein  ist  gegenüber  Ja;,  so 
können  wir  nach  unserer  Einführung  über  die  unendlich  kleinen  Zahlen 
oder  Größen  auch  schreiben: 

worin  C  eine  Konstante  ist. 
Die»  eingesetzt  folgt: 

oder 

Nun  gehen  wir  zum  Grenzwert  über  und  benutxen  den  Satz,  daß 
der  Grenzwert  eiasr  Summe  gleich  ist  der  Summe  deac  Grenzwerte  der 
einzelnen  Summanden  und  ebenso  den  analogen  Satz  über  dss  Produkt 
und  erhalten  damit  das  Resultat: 

lim(  lim(l)  .  limf  hmiCJx) 

*»l-|-lim(  I^lVciimJ» 

Nach  dem  Satze  über  4pn  Grenzwert  der  ganzzshligen  endhchen 
Potenz  folgt  weiter: 

]\nx(  I^H+CIim  (x 

In  diesem  Grenzübergang  bis  zum  Grenzwert  Jx  =  0  werden  nun 
die  Differenzen  Jx,  Ay  und  Jb  zu  den  oben  erwähnten  Differential- 
Nullen,  die  wir  im  allgemein  endliclien,  von  Null  verschieden  blei- 
l)€ndcn  (irenzwert  des  Differenzenquotienten  bckannthch  nicht 
mit  ü  schreiben,  sondern  mit  dx,  dy^  db  andeuten. 


•* 

lim( 

'Ml 

Ix' 

1  -i- 

Ix  <» 
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£b  wäre  hieniAch  also  auch  lim  Jd?  als  Differential  dx  zu  sobveiben 
und  somit  ergäbe  sicli: 


In  diesem  Zusammenhang,  also  nach  Nolifuhrtem  Gretizübeigang,  wo 
dem  letzteren  aber  nicht  mehr  die  rein  .symbolisrhe  Bedeutung  zii- 
koinint,  wie  bei  der  Ableitung  des  Differentiiüs  aus  dem  Mittelwert- 
iUitz,  sondern  wo  die  durch  ihn  tatsächlich  erhaltenen  Zuhlenwerte  iu 
Betracht  kommen,  ist  daim  auch  für  dx  sein  tatsächlicher  Grenzwert 
zu  setzen,  der  eben  Null  ist.  Baim  ist  auch  Cdx^O^). 
Es  bleibt  uns  somit  noch  als  Resultat  die  Beziehung: 

dx f  \dx! 

woraus  weiter  folgt:   

db 


Und  das  ist  der  gewünschte  Zusammenhang  von  der  Ver- 
änderung der  Bogenlänge  mit  der  Abszissenlänge. 

Wir  haben  damit  auch  streng  nachgewiesen,  daß  beim  Grenz- 
übergang tatsächlich  zu  Null  wird,  also  auf  die  Beziehung 
von  6  zu  z  keinen  Einfluß  hat. 

Mit  Hilfe  dieses  Resultates,  de««  Differentialquotienten, 

leiten  wir  jetzt  die  eutsprecheude  Gleich uag  in  den  Differen- 
tialen ab: 

Es  ist  (6-'-  1x2  I 

Indem  wir  wieder  e'  -  C  Jx'^  setzen,  folgt: 

J6*  = /l.r2  r  Ayi^CJx^ 
Gehen  wir  nun  zur  Grenze  über,  so  ergibt  sieh: 

Um  (i6«)  =  Um  ( Jä«)  4  Hm  (Jy«)  +  üm  (C  Jä») 

[  Um  J6J2     [  Um  J»]2  4-  [  Um  JyJ^  +  Ct  Hm  Ja?]» 
J«=o  Ijr=r0  Ax^o  Jjr=0 

Wie  aber  aus  obigem  Resultat,  der  Ableitung  des  DÜferential- 
4  u  otienten  folgt,  hat  e'  bzw.  Cdx^  keinen  Einfluß  auf  den  Zusammen- 
hang der  drei  Quadrate.  Nur  in  Vernachlässigung  dieses  letzten  Gliedes 
stimmt  die  eben  erhaltene  Beziehung  in  den  Differentialen  mit  der- 

')  Man  dl  iikt'  sich  aueh  fiu  vinvu  Aujzfiiblick  statt  der  Differentiale  die  Nullen 
geschrieben  uod  erkennt  danu,  daß  in  der  UK  i.  Imng:  |  ^  j  ii.  l  -f  |  ^  j  _|-  .  q  nur 
die  beiden  Quotienten  eine  von  Null  venchi«deae  Zahl  aein  können  (TgL  S.  306  a.  0.), 
wähnend  das  Olied:  C  •  0  Terarhwinden  m  u  fi. 
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jenigen  in  den  XMffenntiAlquotienten,  so  daß  wir  bereohtigt  sind,  ge- 
statzt  anf  das  Besultat  in  den  Quotienten»  anch  hier  die  GiOfie 
C  dx^  wegznlaaeen'),  womit  dann  folgt: 

eine  Benehnng,  die  mit  der  oben  eiluiltenen 


▼Ollig  übereinstimint. 

Wir  erkennen  darauft,  daß  man  für  diese  Unterschit'de,  wie  hier  e', 
zunächst  einmal  nachweisen  muß,  daß  sie  indertat  auf  das  Resultat 
ohne  Einfluß  bleiben  müssen,  ehe  man  in  der  Gleichung  der  Differenzen 
{-ix  usw.)  sagen  kann,  als  nnendlicb  klcitu'  Größe  III.  Ordnung  ver- 
schwinde gegenüber  den  (  Irölien  /.weiter  (Mdnuiig  (  l;r-  usw.)  und  dies^'r 
Nachweis  ist  mögUch  in  (ier  Aufstellung  des  Quotienten  der  Differenzen 


flo  k(Siinen  wir  aUerding^  sagen»  man  erhalte  die  letztere  aus  der  enteren, 
indem  man  erklärt: 

g'  ab  unendlich  kleine  Größe  HI.  Ordnung  ist  gegenüber  den  un- 
endlich kleinen  Großen  II.  Ordnung  zu  vemachlSssigen,  womit  dann 

resultiert,  welche  Gleichung  in  ihrer  Form  völlig  ideutisck  ist  mit: 

db*  «  d«»  +  dy* 

woraus  sieh  auch  «  rkliirt.  daß  man  „praktisch"  mit  den  Differentialen 
direkt  rechnen  kann,  ohne  auf  den  Differentialquotienten  zurück- 


'1  ^tit  Hilfe  der  Ableitung:  itiii  I)iff(i<iiti,ilrjui>titn(tn  «imh*  gezeigt,  daß  das 
Glied  mit  e'  auf  die  su  suchende  Beziehung  keinen  Einfluß  haben  kann  und  da  die 
Badehimg  swtedieii  den  IXfferentiaten  auf  dem  Wege  über  den  Ifittelwerteat«  avs 
jener  der  Differentialquotit'jif<  i»  abgeleitet  int,  ho  inuU  dieses  Resultat  der  Diffei-ential- 
quotienten  auch  für  äk-  Diffrrfiili.tlr  -elli-t  f(>-.f L'fTiiltcn  w^nlen.  -  Ks  i«t  hirmnch 
nicht  nur  Zufall,  daU  Scvlon  und  Leilnttz,  dte  Entdecker  der  Uifferentmlrfchnung,  nicht 
Tom  Differential  ausgegangen  eind,  sondern  eigentlich  vom  Diffeientialquotienten« 

Das  Differential  hat  ohne  den  Diffrt  <  titialipioticntcti  gar  keinen 
Sinn;  es  isfc  eine  aus  dem  Quotienten  in  rein  mechaui.sehe m  Au.sbau 
gewonnene  6r$ße  und  als  Grenzwert  für  tnch  ohne  dieeen  Werdegang  eigentlich 
nicht  denkbar. 


Betrachten  wir  jedoch  die  Anfangsgleichung: 
und  die  Endgleichung 

db*  =  dx^  +  dy^ 


zugehen. 
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Wie  9B  damit  zu  halten  ist,  haben  wir  bereits  erklart  und  verweisen 
hier  noohmsls  nachdrücklich  darauf: 

Uber  den  Dilferentialquotienten,  durch  Schlußfolgerungen 
ausdcssen  Grenzwertbildung,  kann  man  korrekt  in  solchen  allgemeineren 
Fällen  zur  Aufstellung  des  Differentials  (und  zu  Beziehungen 
unter  Differentialen  überhaupt)  gelangen,  dessen  Formel  sich  auch  als 
rein  mechanische  Erweiterung  aus  der  Darstellung  des  DifferentiaJ- 
quotienten  ergibt.  Immeriiin  sind  trotzdem  die  oft  ge  hörten  Aussprüche: 
„Wir  multiplizieren  bzw .  dividieren  die  ganze  Gleichung  mit  (Lr''  oder: 
„Wir  multiplizieren  mit  dx  hinauf"  bzw.  , .dividieren  durch  oder  mit 
(f.v*'  oder  ,,imt  dx  hinunter''  nach  dem  Gesagten  mit  Vorsicht  auf- 
zunehmen. 

ühnhchM  gilt  auch  noch  für  andere  Auslegungen,  welche  diese  Verhältniaw 
dnrRtellen  sollen»  die  wuk  an  Betrachtungen  der  (;>«omett^,  Moohanik,  Phyäk  imt*. 

aaachheßeu. 

Wenn  mau  z.  B.  das  Differentialdreieck  als  reehtuinklig^  mit  den  drei 
„Seitmi**  dxt  dy,  dt  zeichnet  und  ansohreibt,  so  kann  dies  natfiilioh  niemab 

der  \^'irk]ic•hkeit,  d.  h.  dem  gedachten  Begriff,  entsprechen,  in  welcher  ja  diese 
Seiten  keine  Ausdehnung,  die  „Länee"  tuiII  besitzen,  \u  i]  sieh  das  Avirklichc  Bild 
des  „Dreieoks''  der  drei  i:>eiteu  in  der  Grenze  überhaupt  nicht  mehr  zeichnen  läßt. 
Es  kann  nur  als  unTollkommener  Notbdielf  zur  Erieichterang  der  Beurteilung, 
UnterBuehnng  und  Hitteilung  an  andere  von  VoKhandeoein  dienlich  sein,  iR«nn 
es  anch  einem  Zustande  unmittelbar  vor  dem  (rrenzzustand  entspricht  und 
dafür  —  selbet  bei  noch  so  klemer  Zeichnung  des  Dreiecks  —  immer  noch  viel 
zu  groß  ist. 

Auch  der  oft  gehörte  Aiu^pmch,  der  sich  nur  zu  leicht  auch  aus  einer  falschen 
Interpietation  der  eben  berOhrten  Widmung  des  »,Differentialdieieciui**  ergibt, 

daß  „vriT  auf  eine  äußerst,  »unendlich'  kleine  Differenz  des  Arguments,  d.  h.  auf 
die  Onsre  r! x  den  zur  Sehne  ds  gehörenden  Kurvenbogen  dh  auch  geradlinig 
annehmen  dürfen  '  und  also  die  Hypotenuse  des  rechtwinkligen  Dreiecks»  ,,diu 
Bc^ensdme  d9  zusammenfallend  mit  dem  Bogen  dh  betnohtra**,  also  aodi  die 
Tangentenneigung  und  den  Differentialquotienten  konstant  ansehen  dütfen'S 
muß  als  durchaus  unkorrekte  Auslegung  des  im  Geiste  vorschwebenden  Zustand»  s 
erkannt  werden.  Kine  solche  Redensart  darf  niemals  als  völliger  und  rieiitiger 
Ersatz  der  tatsächlich  vorliegenden  Verhältnisse  i  n  der  Grenze  gelten,  da  ja, 
selbst  bei  noch  so  kleiner  Differenz  der  Aigumentwerte,  der  Bogen  sieh  niemals 
mit  der  zugeh()rig(>n  Sehne  decken  kann  und  die  Tangeute  im  allgemeinen  an  eine 
Knn'e  iH-standi^  ilire  llielifun*;  ändert. 

Analoges  gilt  £iur  dio  Kiiiiüiu-uuL:  j«  d\mlrr  veränderlichen  Fuuktion.sirröße, 
die  man  iiber  ein  uncndUch  kleines  Argunteui-iiitervuU  uis  konstant,  unveränder- 
lich auszusprechen  pflegt. 

In  t 'heil  ragung  »olcher  Betrachtungen  in  die  Bewegungslehre,  wo  man  den 
Weg  :ils  Funktion  der  Zeit  daistellt,  kann  mnn  den  (  benso  unkorrekten  Ausspruch 
h<')ren:  „Wir  köimen  die  Geschwindigkeit  de.-^  sich  (t»elicbig)  ungleichförmig  be- 
wegenden Körpers  in  einem  sehr  (unendUch)  kleinen  Zeitinter\all  ab  konstant 
bleibend  annehmen  und  erhalten  damit  die  Änderung  des  Weges  in  diesem  Zeit- 
teilchen  als  ^Wegditfenntial'  nach  dem  Gesetz,  welches  für  die  Bew^jODg  mit 
konstanter  (icsehwiudigkeit  gilt  (für  gleichförmige)  durch  Multiplikatioa  dieses 
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Jtonstanten'  Wertes   und   dem   Zeitdifferential   (als  unendlich  kJeine  Ciöfio) 

((/.•?  r-r?/)"  T>if>«f  Aii'^lruung  rührt  von  fifier  Anff^ussun<^  her,  (li<'  den  Diffe- 
reiitiali^uolicntcn  als  (,iu  'i  M  iit  zweier  unendlich  klnm-n  Grolicn  hin»tellt,  gemäß 

der  man  die  Geschwindigkeit    —  ^  <^uoh  findet^  »ändern  man  amümmt»  daß 

tich  der  Körper  in  einem  , unendlich  kleinen  Zeitraum'  gleidifSmig  bewegen 
würde",  iils  Quotient  aus  Wog  und  Zeit.  I>a8  damit  erreicht  •  vi-nn  auch  gleiche 
bzw.  nchtigo  Uesultat  ist  uIhm-  künatliclu  auf  falscher  Gnnuilago  gewonnen  und 
darf  nicht  ulä  iicwei»  für  die  Richtigkeit  der  gemachten  Annahme  bzw.  eineü 
wörtlich  genommenen  Auaspniohee  gelten. 

In  allen  solchen  FttUen  hat  man  es  stets  nur  mit  dnor  mehr  oder  weniger 
guten,  meist  unvollkommenen  Darstellung  zu  tun,  die  in  erster  Linie  aus  nicht 
strengster  Auseinanderhaltung  vom  Zustande  vor  und  in  der  Grenze  und  sonstiger 
mangelnder  Prftzisienmg  entsteht,  indem  man  —  um  nur  ein  Beispiel  zu  nennen  — 
s.  R  «och,  nie  beteita  angedentet,  in  den  ,,/4"  denkt>  aber  dabei  die  „tf**  achieibt 
und  omgekehrt. 

Mit  Bücksicht  auf  das  Folgende  sei  hier  noch  erwähnt: 

Das  Differential  einer  Konstanten  ist  gleich  Null, 

was  übrigeiLs  uhno  weiteres  einzusehen  ist,  wenn  mau  überlegt,  (laU 
wenn  y  =  konst  =  C ,  auch  keine  Differenz  Jy  verschieden  von  2sull 
möglich  ibl,  also 

^  y  y  -  kuast 


und  dies  auch  bei  noch  so  kleiner  Biffeseinz,  an  der  Grenze  der  Fall 
aein  muß,  so  daß: 

itdst  kürzer  für  |/  —  C7: 

dCa-O 

Das  nämliche  llesultat  folgt  auch  aus  der  geometrischen  An- 
schauung einer  solchen  Funktion: 

welche  nacli  Fig.  189  S.  365  durch  eine  zur  x- Achse  parallele  Gerade 
dargestellt  wird,  aus  welchem  Bilde  deutlich  folgt,  daß  stets  ^  0, 
also  auch  in  kleinsten  Punktdistanzen,  für  zusammenfallende  Kunren- 
punkto:  dy  =^  0. 

Und  schließlich  sagt  es  auch  der  Mittelwertsatz,  wonach  aus  seiner 
Orenzformel: 

dy  =  f*{x)  dx 

für 

y^f{x)  =  0 

mit  dem  früheren  Kesultat : 
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folgt: 
d.h. 

d{0)  «0 

Betrachten  wir  das  Differential  einer  Stiiniiir  oder  Diffen  n/..  fK3- 
stehcnd  aus  einer  allgemelneu  Funktion  und  einer  Konstanten,  eo  folgt 
aus  ihrer  Darstellung: 

y  -  A«)  X  C  -  F{x) 
nach  dem  Mittel wertsatz : 

dY  =  F\x)'dx 

Nach  dem  Satz  über  den  Diffeientialquotienten  eiiier  aokhen 
Summe  folgt  aber 

so  daß  daher 
oder 

d[f(x)-^_a]^d\f{x)] 

d.  h.: 

Das  Differential  einer  um  eine  Konstante  vermehrten 
(oder  verminderten)  Funktion  ist  gleieli  dem  Differential 
der  Funktion  ohne  Berücksichtigung  der  Konstanten, 
oder: 

Bei  der  Bildung  des  Dif ferentiaiö  ist  eine  additive  (oder 
subtraktive)  Konstante  nicht  in  Betracht  zu  ziehen. 


Verfolgt  man  überblickend  den  bisher  zurückgelegten  Weg  bis  zum 
Differential,  so  rieht  man»  wie  wir  in  unserem  VerUeinem  der  end- 
lichen Zahl  (Gröfie)»  von  der  wir  ausgegangen  waien,  eigentlich  bis  zur 
Null  gelangt  sind. 

Aber  dies  ist  nur  die  eine  Seite  der  Sache. 

Bisher  haben  wir  immer  nur  zerlegt.  Nun  wollen  wir  auob  zu- 
sammensetzen und  7.^^  ar  innerlialb  des  stetigen  Gebietes.  —  Man  flieht 
leicht  ein,        n       hei  einander  die  diesbezüghchen  Fragen  liegen. 

Wenn  der  Diüerentialquotient  in  bestimmter  Weise  mit  dbt  Tan- 
gente einer  Kurve  zusammenhängt  und  wir  dadurch  aus  der  gegebene 
Funktion  die  Taugente  konstruieren  können,  diese  also  in  eigentüm- 
licher Weise  von  der  Funktion  der  Kurve  abhängt  und  durch  sie  fest 
bestimmt  ist,  daiui  müssen  wir  uns  fragen,  ob  wir  nicht  auch  das  Um- 
gekehrte leisten  könnten. 
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Prinzipiell  muß  t's  inöirlicb  sein,  eben  wegen  dieser  fest  bestimmten 
Abhängigkeit,  aua  der  Kii^f  nsehaft  der  Tangente,  speziell,  daß  ihre 
Neigung  mit  dem  Differt  ii t  lalquotienten  in  einfacher  Weise  zusammen- 
hängt, auf  diejenige  der  Kurve  zu  schließen. 

Die  Aufgabe  wäre  also: 

Geu  metrisch:  In  jedem  Punkt  einer  gesuchten  Kurve  kennt 
mau  die  Taugente.  Wie  lautet  das  Konstruktionsgesetz  der  zugehörigen 
Kurve  ? 

Analytisch:  In  einem  bestimmten  IntervaUe  ist  für  jeden  Wert 
des  Arguments  der  Differentialc^uotient  bekannt.  Wie  lautet  die  zu- 
gehörige Funktion  ?  *) 

Die  Antwort  hierauf,  wie  auch  noch  auf  andere  entsprechende 
Fragen,  gibt  uns  die  sog.  Integralrechnung, 

§  23.  Das  Integral. 

Gehen  wir  also  von  der  Existenz  des  Diffeientialquofaenten 

* 

aas,  so  wttrden  wir  daher  aus  der  Kenntnis  von 

y  als  i^'unktion  von  »  zu  bestimmen  haben,  d.  h.: 

„Es  ist  eine  Funktion  zu  suchen,  deren  Differential- 
quotient  die  Funktion  fp{x)  ist." 

Diese  Operation  lie/.eichnen  wir  zunächst  symbolisch  durch  das 
Zeichen  J  und  haben  demnach  zu  schreiben: 

Nun  wissen  wir  aber  aus  unserer  Ableitung  von  7  (x) ,  daß  diese 
hier  gesuchte  Funktion  nichts  anderes  als  f{x)  selbst  ist,  da  ja 

\m = rw  =  ?>(») 

und  somit  wäre  das  Resultat: 

Pl{xl=  fix) 

Allerdings  ist  dies  noch  nicht  die  allgemeinste  Lösung,  deim  wir 
wissen,  daß  der  Differentialquotient  einer  Konstanten  irlcich  Null  ist 

1)  la  der  Mechanik:  Wie  iiiulet  man  aus  der  für  jeden  Zeitmoment  bekannton 
CtoMbwiodigkeit  dtn  tnrückgelegten  Weg  des  PusikteAt 
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und  eine  solche  in  arklitiver  lizw.  siibtfaktiver  Heziehung  zur  Funktion 
für  die  Bildung  desselbeu  nicht  in  Betracht  fällt;  d.  h.  es  ist  auch: 

und  goüut  die  allgemeine  Lösung: 

Für  VLTiMX  angeführtes  spestelles  Zahlenbeiapiel  war: 

und 

rix)  =  ipix)  -  y 

Demnach  folgt  für  dasselbe  lüeraus: 


Nun  aber  kennen  wir  noch  einen  anderen  AusgangiBpiinkt,  nämUch 
den,  welchen  uns  der  Mittelwertaatz  gehefert  hat.  Wir  fanden  dort, 
<laß  statt  vom  Differentialquotienten  auszugehen  wir  auch  vom  Diffe- 
rential der  Funktion  ausgehen  können. 

Wir  erhalten  dann: 

oder,  da  wir 
geaetzt  haben 

dy  SS  (p(x)dz 

und  es  würde  nun  unsere  Aufgabe  lauten,  aus  diesem  Differential  bzw. 
aus  der  Differentialfunkli  mi  =  {x)dx  die  Funktion  y  von  x  zu 
finden,  welche  eben  dicscb  Differential  als  solches  besitzt  oder: 

.,£s  ist  eine  Funktion  zu  suchen,  deren  Differential  die 
Differentinlf  n  n  ktion  (/  (x)dx  ist." 

Bezeichnen  wir  nun  diese  Operation  symbolisch  mit  dem  2«eichen 

/       80  wäre  die  kurze  SchreibM'eise  ftir  unsere  Aufgabe: 


I  if{x)dx  =  ? 


1)  Eine  itiUiere  Erklärung  dieses  Symbols  folgt  später,  vgl.  8.  422. 
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Auch  dieses  ist  aber  wieder  nur  eine  spezielle  Lösung,  da  sich  nach 
früherem  auch  das  Differential  bezüglich  der  Konstanten  und  ihrem 
additiven  Verhältnis  zu  einer  Funktion  gleich  wie  der  Differential- 
quotient verhält,  also 


Und  somit  erhalten  wir  auch  hier  eine  aJlgeiDeine  Lösung  in  der 
Form: 


wie  wir  sehen,  genau  die  gleiche,  die  bereits  oben  auf  Grund  des 
Differentialquotienten  erhalten  wurde. 

Wir  erkennen  also,  daß  das  Resultat  in  beiden  Fallen  das  gleiche 
und  daß  nur  der  Ausgangspunkt  versdiieden  ist,  indem  wir  einmal 
vom  DiEfeientialquotienten»  das  andere  Bfal  vom  Differential  ausgehen. 
Diese  Unterscheidung  witd  heute  nicht  mehr  gemacht,  indem  man  still- 
schweigend übereingekommen  ist,  nur  die  zweite  Schreibweise  zu  be- 
nutzen und  dies  mit  gutem  Grund. 

Die  erste  Au^be,  welche  Leibniz  auf  die  Differentialrechnung 
gefohrt  hat  war,  wie  wir  noch  im  historischen  Schlußwort  naher  zeigen 
weiden,  die  des  sog,  umgekehrten  Tangentenproblems,  d.  h.  aus  der 
Tangente  —  analytisch  gesprochen  aus  dem  Diffezentialquotienten  — 
die  Kurve  bzw.  die  Funktion  zu  finden.  Dann  aber  ergebe  sich  als 
natürlich  die  Schreibweise: 


(4eht  man  dagegen  von  den  übrigen  Anwendungen  aus,  wie  z.  B. 
von  der  Berechnung  der  Länge  einer  Kurve  und  anderen,  so  ergibt  sich 
als  die  natürlichere  Schreibweise  diejenige,  welche  vom  Differential 
ausgeht.  Sie  ist  auch  hauptsachlich  in  den  technischen  Anwendungen 
immer  die  nächstliegende  und  daher  jetzt  ausschließlich  im  Gebrauch*). 

*)  Schon  Leibniz  hat  tiutli  für  diesen  Fall  das  jetzt  aligeaiein  gebräuchliche 
Zeichen  I  benutzt  und  z.  B.  geschrieben; 


d[l\£) CJ     d[l\x)\  —  j\x)dx  =^n  \x}dx 


ist. 


Jrpix)  =  flv)  ±  C 


>)  Vgl  auch  8.  418  u.  ff. 
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Wir  sofaieiben  daher  stets  und  aUgemein: 


I 


^(x)dx^f{x)±C 


und  beoeiohuea^)  den  Auadruck  als  unbtstinutties  IttiegmL 

Für  UDser  Beispiel  erhielten  wir  demnach: 


Die  Operation,  die  zur  Bestijiuming  eines  Integrals  führt,  ist  be- 
kannt als  die  Integration  einer  F unktion  bezüglich  einer  Vari- 
ablen lind  man  sagt  dann:  „Wir  integrieren  die  Funktion/' 

Die  Funktion,  auf  welche  sich  die  Integration  bezieht,  die  also 
unter  dem  Integralzeichen  steht»  heißt  der  InUgwtnd» 

Die  Beofanungt  «eiche  sieh  mit  der  Bildmig  und  Anwendung  des 
Int^gials  befaßt,  heißt  Integralrechnung  oder  doB  Inteffrieren» 

Um  die  hier  in  Betracht  Icommenden  Teischiedenen  Schreibweisen 
besser  zu  übersehen,  wollen  wir  dieselben  im  Ansohhisse  an  das  Gesagte 
in  Fonn  einer  scfaematiachen  Zusammenstellung  nochmals  wiederiiolen, 
wobd  wir,  wie  üblich,  die  unbestimmte  Konstante  O  im  Integral  der 
Einfachheit  halber  weglassen: 

SohreibweiB«*) 

aligemein  im  Beispiel 

1.  Zugrunde  liegende  Funktion  „  ^.^v  ^ 
oder  AuHgan^sif  unktion  .  . 

du      dfix)       d  d 

2.  Der  Dl«erenUai(iuotient  ^         ^  dx^^^dx  ^^'^^^  ** 
(„Differentialquotient-Funktbn")  -g- 

Düferential-Kurve   y'^A«)  «i>»» 

3.  Dm  Differential  ■  ''A-^*  =^  ^iu)     'HMi  ^ 
{„Dif£erential-l?\inktion").  .  .      y'dx  ^  f\x)dx  ^  D^ydx  2  ' 

4.  Das  Integral 

(„Integral-  Funktion") 

Integral-Kurve;  dy      df{x)  _j  d  d 

a)  bczf>pen  auf  den  J  dx        dx   ~J  dx        Jdx^'^'^^      /  -  = 

Üiffereutialquoticnt  .     J  y' ^  J  f\x)  =  J  D,y  ^  J  ^  ^ 

h)  bezogen  auf  das  \dy    jd/(x>  =^  \d\f[xi\         -  ,  ^, 

Differential  *  '  .        '  / ^       ~  6 

jy'dx    jf  \x)  dx    \D,  ydx  ^ \r{^)dx 

^)  Vgl  S.  417.  428. 

*)  Dgy  iBt  nammtlich  in  der  englischen  litentur  beimiacli. 
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Ans  obig^i  BetrachtiiDgen  erimmeo  wir  deutlich»  daB  das  Intiegnl 
«ne  iVinktion  daistellt,  die  auf  einem  der  BÜdimg  dea  Differential- 
qootlenten  bzw.  den  I^eientiala  entgegengeaetsten  Weg»  gefwoimen 
wild,  oder  kun: 

Die  lutegratioQ  ist  dio  Umkehr ung  der  Dilferentiation. 

In  dieBem  Sinne  tritt  aie  una  namentlich  in  der  ersten  DaxateHnnga' 
weiae  entgegen,  die  dnroh  daa  Zeichen  /  gdcennceiehnet  iat. 

Unsere  Betraclitungen  beziehen  sich  gewöhnlich  auf  die  Unter- 
suchimg einer  Funktion  innerhalb  eine'?  abgeschiosseiicii  latervallee, 
wodurcli  brdin L^t  ist,  daß  dio  Variable  x  nur  zwischen  zwei  Grenzwerten 
variieren  darf.  In  fliesein  Falle  gelangen  wir  zum  Be<]rriff  des  be- 
stimm Uri  Integrale  im  G^ensatz  zum  obigen  sog.  unbeatimmten 
Integral^). 

Sind  a  und  6  die  mg.  iri'enzeM>  de»  beMimmtfn  Integrale/t,  innerhalb 
welcher  Werte  sich  also  die  Werte  des  Argumentes  bewegen,  so  dafi: 

wo  gibt  man  daaaelbe  an  in  der  Sohieibweiae: 


Nun  iat  f{9)  diejenige  Funktion,  die  ala  Abkitong  der  Ftanktkm 
f(x)  enefaeint,  wdoh  letstere  nach  SteUnog  nnaerar  Angabe  diejfemge 
S^mktion  iat,  welche  wir  dnroh  daa  Intagrieten  anehain: 

und  man  definiert  nun  alä  besiinunies  Integral: 

j.»  -  fn»)  ox  -      -  m  -  /(«) 

Ist  im  allgemeinen  Falle  eine  beliebige  Funktion  f{x)  zu  integrieren, 
ao  itAgb  ala  allgemeine  Definition  dea  beatimmten  Integrftla: 

1.  =  j /W     "  ^(^^  - 

a 

Auf  Bezoicbnung  and  Bedeotoiig  beider  Begriffe  konuneB  wir  nooh  anenhr- 
U«he«  mnUdc  (vgL  8.  428). 

Koaetl«r'TrftA«r,  Difrerenttal-  ii.  lQt««mi«duun|;  T.  27 


Digitized  by  Google 


418 


l>ifferenüal  uuii  Iiitegnil. 


worin  und  F{a)  diejenigen  Werte  ron  Fix)  wären,  welche 
man  durch  Sinseteen  von  X'^b  bzw.  x^aiik  diese  Funktion 
erh&lt  und  wobei  F{x)  die  Bedingung  erfüllt,  daß 

ist. 

Die  oben  gegebene  Ein! ührang  und  Definition  des  Integrals  besitzt 
den  großen  Nachteil,  daß  sie  keinen  eigentlichen  Einblick  in  das  ge- 
wahrt, was  das  Integralzeichen  j  symbolisch  darstellen  soll;  sie  er- 
laubt nicht  gleichkam  die  Struktur  die.ser  neuen  Rechinrngsart  zu  er 
kennen.  Ebenso  ist  das  Entstellen  der  Funktion,  die  als  1  ntegral  definiert 
wurde,  auf  Gmnd  obiger  Darstellungen  im  einzelnen  nu  lit  zu  verfolgen, 
da  sie  das  Operieren  mit  der  noch  unbekannten  Integral-Funktion  zur 
Voraussetzung  machen.  Damit  wird  es  aber  ancli  schwer,  in  dieser 
Form  der  Definition  anzageben,  welches  die  Bedingungen  sind,  die  eine 
Funktion  erfüllen  muß,  damit  sie  integriert  werden  könne,  damit  sie 
itUegrabd  sei. 

Im  folgenden  bringen  wir  daher  noch  eine 

andere  Darstellung  des  bestimmten  Integrals, 

welche  —  hauptsächlich  durch  Cauchy,  Dirichlel  und  Riemann 
eingeführt  —  uns  den  gewünschten  Einhli(!k  gestattet,  uns  vor  allen» 
erkennen  lülit,  unter  welchen  Bedingungen  das  Integral  eine  bestimmte 
und  exakte  Bedeutung  hat  und  die  Ermittlung  desselben  von  Opera- 
tionen mit  der  zu  integrierenden  Funktion  unter  dem  Integralzeichen 
abhängig  macht. 

Wir  teilen  das  Intervall  a  •  •  •  6,  worin  o  <  6  sein  möge,  in  behebiger 
Weise  in  n  Teile  ein,  sodaß  die  verschiedenen  Endpunkte  der  Teil 
Intervalle  seien: 

~t  :  ,  ,  i- 

^        X,     ^      <9j  • 

Die  Intervalle  selbst  sind  dann: 

Xi  ~  a  =       ,   Xg    -  rr,  =  Ix^ ,  •  •  •  • ,  6     x„  _ ,  ^   Ix«    vgl.  Fig.  210. 

Ist  nun  F{x)  dif*  Funktion,  welche  f{x)  zum  Differentialquotienteu 
hat,  die  wir  im  betrachteten  Int/ervallc  a  •  •  •  6,  wie  es  f{x)  ist,  als  stetig 
voraussetzen,  so  folgt  mit  Anwendung  de(>  ]Vlitt<*lwertsatzes  auf  die^^e 
Funktion : 

F{x  -t  Jz)  -  F{xi  -  AxF\x  -t  ^  J«)  =  .ixf{x  +  Jx) 
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indem  wir  Jx  der  lieihe  nach  mit  jedem  der  TeiliutervaUd  identifizieren: 

1.  Teiüntervall : 

oder:  +  ^«i)  =  F(a)     +  J«,  f(asb  +  6,  Jx,) 

2.  TeüintervaU:        if'Ca;^)     -  /  (j-,  )     +  ij-J'ix^  +  Jxg) 


woraus  durch  Addition: 


oder: 


•'S  1 


Fib)  -  F{a)  =21^*'-* 


Darin  bedeaten  die  bestimmte,  im  allgemeinen  nicht  gleiche, 
beliebig  gewäiilte  Teile  des  IntenraUes  a  •  •  •  6  nnd  B,  jeweils  eine  (nicht 
immergldche)zwi< 
sehen  0  und  1  lie- 
gende bestimmte, 
aber  uns  unbe- 
kannte Zahl,  wel- 
che in  ihrer  Größe 
abhängt  von  den 
Intervallteilen  ix 
(durch  die  Art  der 
Einteilung)  und 
den  Ei  «je  n.sc  haften 

.1,  ,  1.  Miktion  f(x)         ^j^^     jj  I     I  I 

u.ier/-(r)  (Verlauf        ^^jj'     ^1  '     I     j  'T^ 


der  Kurve). 


X^l     S,  t  Xj 


Fig.  211. 


Aber  unsere 
f rdhece  Definition 
des  Integrals  khrte  uns  die  Differenz  —  P(a)  als  das  bestimmte 
Integral  der  Funktion  J*(«)  kennen,  so  daß  wir  an  Stelle  derselben 
auch  den  oben  erhaltenen  Snmmenausdruck  für  das  bestimmte  Integral 
einführen  können  nnd  daher  erhalten: 

Jab  =  I  f{x)dx  -    >7(ar,  i  -f  ,\x,) 

27* 
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Um  die  Unbestimmtiieit  dieaer  Summe,  wdche  infolge  der  be- 
liebigen Art  der  Eintdlimg  in  den  av-i  •  vnd  den  Eegt,  aue- 
smofaalten»  mtaen  w  zur  Grenze  gehen.  Wir  laesen  die  Jdv  immer 
kkiner  und  BcfalieBliefa,  cu  Null  werden»  wobei  dann  auch  mit  ihnen 
die  {B9  •  Jav)  in  der  Summe  zu  den  av.i  yerBchwinden  tmd  ebenso 
die  ünbestlmmthmt  der  f{Xf.\  +  Bp  •  äx^Ax,  überhaupt  wegfillt^ 

IGt  dem  Übergang  zur  Grenze,  den  wir  daher  etatxeben  mtaen, 
tritt  aber  die  wettere  SVage  auf,  ob  und  wann  eon  aolcfaer  Grenzwert 
der  ganzen  Sunmie,  die  auch  eine  Funktion  ihiee  Argumentes  x  ist, 
existiert,  welcher  Grenzwert  durchaus  nicht  selbstvemtKndMßh  ist,  wie 
das  Frühere  über  die  fg™*«*'*«  eines  F^olchen  bereits  zur  Genüge  ^Idirt 
hat.  Mit  der  Beantwortung  dieser  Frag©  ist  aber  auch  die  Bedingung 
ftlr  die  Integrabilität  oder  Integrierbar keit  (Integrations- 
föbigkeit)  der  Funktion  f(x)  gegeben. 

Um  obige  Schwierigkeiten,  die  in  der  Anwendung  der  Definition 
des  bestimmten  Integrals  durch  genannte  Summe  —  welche  daiiu 
indertat  die  innere  Struktur  der  Integralbildung  im  einzelnen  klar- 
legt —  entatehen,  zu  umgehen,  wollen  wir  diese  neue  au%eeteUte  De- 
finition umformen. 

Eh  läßt  sich  nämlich  nachweisen,  daß  für  die  Grenz wertbUdung 
die  Zaiüen  O  völlig  beliebige  Zahlen  zwischen  0  nnd  1  sein  können 
und  also  auch  bei  der  GrenzwertbiUiung  nicht  alä  bestimmte  Zahlen 
in  Betracht  fallen,  womit  dann  obige  Seins  ipi-igkei tan  behoben  sind. 

Es  seien  Ci »  1  C3  •  •  •  Ch  je  ein  beliebiger  Wert  von  x  in  dem  je- 
weiligen Interralle  Az^ ,  Ax^,  Jz^  •  •  •  Az^  (vgl.  Fig.  212);  dann setxen 
wir: 


Nun  ist  nach  Voraussetzung  f(z)  im  abgeschlossenen  Intecvalls 
a-^z^b  stetig  und  damit  nach  einem  uns  bekannten  Satae  aneh 
gleichmäßig  stetig.  Daraus  aber  folgt  nach  frtüisrem,  dafi  sich  zu  einer 
beliebig  kleinen  positiven  Zahl  e  eine  bestimmte  von  x  anabhiogigs 
Zahl  ö  finden  läßt,  daß  stets 


ist,  wobei  die  Diffeceos  \x  —  irgendwo  im  Intervall  a  •  -  *  6  gewählt 
werden  kann. 


n 


wenn  nur 


1«  —  ai^l  <h 
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Denken  wir 
uns  nun  sämtliche 
Intervalle  Jx,.  klei- 
ner als  d ,  waa 
durch  entspre- 
chende Wahl  ihrer 
Anzahl  n  jeder- 
zeit erreichbar  ist, 
8o  folgt,  weunirir 
z.  B.  im  enteil  In- 
terrall  ä  Xg  die 
beiden  Teisdiiede* 
nen  «-Werte  als 

wählen  (ygl.  Vi- 
gor    212),  weil 

Jar,  <A  und  um  so  mdir      —  (as^^i  +  ÖJaSr)!,,.,  < 


1  1 


Xy^.Jz,)     .r,'<?^^    ^j)./**^^  •^.V*^* 


FIc.  2I& 


und 


I 


Eine  analoge  Beeiehung  folgt  fOn  eweite  Intervall  J^e^  und  schließ- 
Uob  für  alle  IntenraUe,  so  daß  durch  Summation  sich  efgibt: 


r-1 


Nun  kann  al3<*r  f  laut  der  Definition  beliebig  klein  gemacht  werden, 
wemi  wir  zuvor  dio  Jxy  entsprechend  klein  wählen,  also  auch  £(6  —  a) 
und  daher  die  JJiffei*enz  der  beiden  Summen  Unks. 

An  der  Grenze  ist  letztere  gleich  Null  und  daliet  folgt  dann: 

n  n 

^       fiCr)^^=^  lim  ^f{Xr-t-\-OyJx,)Ax, 


•»=»00 
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Nach  früher  Entwickeltem  ist  aber,  unter  yorl&iifiger  Annahme 
der  Existenz  eines  Integrals  der  Torli^nden  Fnnktion,  ihrer  Integrier- 

» 

^fix,,i^eJz,)Jxr^  F{b)  -  F{a)  -  f  fix)  dx 

■welche  Beziehung  sich  ohne  Einschränkung  für  die  Wahl  der 
Teile  ix,,  ergeben  hat,  also  auch  für  den  Grenzfall  {Jxr  —  0)  gilt,  so 
daß  hiernach: 

lim   y^f(Xr-i  +  Ix,  -  F{b)     F{a)  =  l  f{x)dx 

wmit  dann  aber  folgt: 


Wie  deicht  lieh,  sind  die  Zalden  f)  verschwunden  und  gelangen  wir 
damit  zu  einer  bestimmten,  unzweideutigen,  leicht  iaßl)aren  Form  und 
neuen  Definition  des  bestimmten  Integrals  als  Grenzwert 
einer  iSumme: 


Ist  f{x)  eine  im  Intervall  a  •  ■  ■  6  stetige  Fttpktiön,  so  ist 
da.8  beBtimmte  Integral  derselben:  j f{x)dx  gleich  dem  Grenz- 

n  m 

wert  der  Summe:  ^V(J:,)  Ix, ,  gebildet  ans  Produkten,  deren 

zweiter  Faktor  die  durch  beliebige  Teilung  gewählten  Teü- 
intervalle  des  Gesamtintervalles  a  » *  ■  6  sind  und  deren 
erster  Faktor  jeweils  ein  beliebiger  Wert  dieser  Funktion 
im  betreffenden  Teilintervall  ist. 


Berücksichtigt  man,  daß  das  Leibuizsche  Zeichen  j  nichts  anderes 

ist,  als  der  stilisierte,  langgezogene  Buchstabe  der  Anfangnbuchstabe 
vom  Wort  „Summe",  so  liegt  nun  wohl  tU?r  Grund  für  seine  sjrmbolische 
Verwendung  als  Integralzeichen  auf  der  Hand. 
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Kri  Iriichtet  ein,  daß  dem  fo  <)ffiniorten  Integral  nur  in  dem  Fall 
eine  Bedeutung  zukommen  kanii,  (Ik  sc  1 'cfinition  nur  brauchbar  wird, 
wenn  sich  danach  tür  dasselbe  ein  beötjniniter  unzweideutiger  Wert 
ergibt,  also  der  Gn  n/wert  der  Summe  unter  allen  Umständen  einen 
und  nur  einen  bestiniuiteu  Wert  besitzt  urui  damit  vor  allem  unabhängig 
davon  sein  muß,  w  io,  naeh  welchem  Cksetz,  die  Einteilung  in  Teil- 
intervalic  ei folgt  und  wikhe  i  unktionswerte  man  in  diesen  wählt. 
M.  a.  W.:  Wliie  dieser  Grenzwert  vom  Gesetz,  wie  die  Differenzen  Axr 
KU  Null  werden,  abhängig,  so  könnten  wir  hier  nicht  von  einem  Integral 
der  SVinktion  spceohen. 

Daher  wollen  wir  definieren: 

Das  Integral  existiert  dann  und  nur  dann,  wenn  dieser 
Grenzwert  der  Summe  nicht  nur  von  Cr»  sondern  auch  von 
der  Art  der  Einteilung  in  die  Teilintervalle  Jav  völlig  un- 
abhängig und  damit  eindeutig  bestimmt  ist. 

Und  damit  gelangen  wir  zur  weiteren,  schon  oben  erwähnten  Auf- 
gabe, zu  untersuchen,  unter  welchen  notwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  eine  Funktion  integriert  werden 
kann,  also  obiger  Grenzwert  eindeutig  eziatiert. 

Zu  dem  Zweck  wollen  wir  zvetst  festzustellen  yenneheii»  WM  filr 

eine  Funktion  f(x)  folgt,  wenn  sie  integrabel  ist.  Wir  erhalten  damit 
eine  Bedingung,  die  für  die  Integrabilitat  der  Funktion  vorhanden, 
notwendig  erfüllt  sein  muß.  Es  bleibt  dann  noch  festzustellen,  ob  dieee 
JBedingung  hinreichend  ist,  was  aber  leicht  zu  machen  sein  wild. 

Da  die  /'(C.  )  beliebige  Werte  in  den  Intervallen  Axr  ^  die 
Grenzen  eingeschlossen  —  sind,  so  können  an  ihre  Stelle  auch  die 
oberen  und  unteren  Grenzen  der  Funktion  in  diesen  Intervallen  ge- 
setzt werden,  welche  mit  (>',.  und  A",  bezeichnet  seien.  Weil  nach  Vor- 
aussetzung die  Funkt inii  f'{x)  inte^'rahel  nein  soll,  also  ein  bestimmtes 
Integral,  in  diesem  einen  bestimmten,  endlichen  Wert  besitzen  soll,  sc. 
müssen  naeh  obigem  alle  dafür  aufzustellenden  Ausdrücke  einander 
gleich  sein,  insbesonden  müssen  die  so  entstehenden  Summenausdrückc 
im  Grenzwert  gleich  weiden  und  vom  Gesetz  der  Einteilung  in  die 
Teilintervalie  unabhängig  sein.  Damit  folgt: 


lim  1».  =  Um  2^0,Jxr^  lim  ^  Kr 


=  bestimmte,  endüohe  Gr6ße 
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lim   y  Jay 


lim  yiC,Jav-0 


n 

d,  h.  die  Summe  ^{0,  ~  Kr)        muß  kleiner  als  jede  beliebige. 


y  =  l 


nodi  80  kkine  Zabl  acufallQii  und  scUwßlioh  amn  venohwinden  ge- 

bmcht  werden  kOmien. 

Nim  ist  die  Differenz  Op  »  di» 
80g.  Schwankung  der  Funktion  im  In« 
tervall,  die  vir  kuiz  mit  D,  beseiehnen» 
womit  dum  fOr  die  eindeutige  Exietens 
dee  Int^giab  folgt,   daß  die  Sunmie 

y  Dr  A X,  deu  Greuzwert  Null  haben  muß. 

Die  Bedingung  der  Integrabili« 
tat  der  Funktion  iat  somit: 

lim^D,.  Jav-0 


ohne  Rfleksioht  auf  Art  und  Weise 
der  Unterteilung  des  Gesamt! nter- 
valles. 


Hieraus  können  wir  noch  eine  andere  Bedingung  ableiten. 
Solange  nämlich  sämtUche  Intervalle  Axp  ihren  Zahlen  werten  nach 
unteifaalb  einer  bestimmten,  sehr  kleinen  Zahl  d  bleiben,  möge  der  gr50te 

n 

Wert»  den  die  Summe  ^J>räxr  erreichen  kann,  gleich  d  sein.  Es 

r-l 

ist  dann  nalurlich  d  von  4xy  abhängig,  eine  Funktion  von  4z,  und 
zwar  derart,  daß  d  mit    ix  abnimmt  und  der  2s'uli  zustrebt. 

Ferm  1  sei  die  JSurnine  der  Inlervaüängen,«  in  denen  die  Schwan- 
kungen Dy  größer  als  die  gegebene  behebig  kleine  Zahl  e  seien,  gleieh  s ; 
als  Teil  des  Ganzen  wird  für  diese  letzteren  der  Ausdruck      Dy  ix, 

n 

kJeiner  ausfallen  ab  ^D^Jxr  und  da  für  diese  Intervalle  alle  JO,  >  e., 

1-1 

»o  folgt,  daü  für  diese  Tcilsunuue 

>  f$ 
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und  damit: 


n 


$9  < 


•  •  ■ 


Baihfir  wiid  Mich: 


€4<d 


Nun  ist  e  eioie  beliebig  Ueine  gegebene  Zahl  und,  da  der  Qnns- 
wert  der  fikunme  als  existent  vorausgeaetst  wird»  so  hann  auch  d,  «n* 
abhängig  toii  e,  beliebig  klein  ansfaflen  und  damit»  eben  wegen  der 

Unabhängigkeit  von  d  und     auch  ^ ,  also  um  so  mehr  auch  s. 
Dieses  Besultat  sagt  uns  aber: 

Damit  die  Funktion  integrabel  sei,  also  der  Grensweri 


dei  Summe  ^  /"(t»)  Jx,  existiere,  muß  noch  die  gesamte 


GrAfie  der  Intervalle,  in  denen  die  Schwankungen  der  Funk- 
tion grdOer  als  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  e  sind, 
durch  geeignete  Wahl  der  Teilintervalle  Axr  beliebig  klein 
gemacht  werden  können. 

Um  nun  noch  diese  Bedingung  als  hinreichende  nachzuweisen, 
wollen  wir  zeigen,  daß  auch  die  Umkehrung  des  eben  aufgestellten 
Satzes  gilt,  also: 

Wenn  die  Funktion  f{x)  im  abgeschlossenen  Intervall 
a  s  6  stetig  und  damit  auch  endlich  ist  und  mit  kleiner 
werdenden,  der  Null  zustrebenden  Teilintervallen  Ax^  auch 
die  Gesamtgröße  der j  enigen  Intervalle,  in  denen  die  Schwan- 
ku  ngen  der  Funktion  größer  als  eine  gegebene ,  beliebig  kleine 
Zahl  e  sind,  gegen  Null  abnimmt,  so  existiert  ein  und  aur 


ein  Grenzwert  obiger  Summe  S  —  ^.  fiCt)  und  damit  das 
bestimmte  Integral  der  Funktion. 

Fassen  wir  nämlich  diejenigen  Inter\'alle  zusammen,  in  denen  die 
Schwankungen  größer  als  f  sind  und  ist  ihre  Gesamtsumme  wieder 


gleich     so  hefem  dieselben  dalicr  zur  Totalsunuue  Jav  einen 


Beitrag,  der  iedenfaUs  kleiner  ist  als  jt),  wenn  ((7  —  £)  die 


II 


n 


N 
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Differ»ntaal  und  Integml. 


I 


'I 


il 


I 


I  1 


I : 


Schwankung  der 
Funktion  im  ganzen 
Intervall  a  •  •  •  6  be- 
deutet. Da  die  Funk- 
tion endlich  ist,  kenn 
diese  Schwankiiiig 
anoh  nur  endlich  sein 
und  wild  dann  offen- 
bar der  Ülvrige  Teil  der 
Intervalle  zur  ganzen 
Summe  einen  Beitrag 
liefeni,  welcher  klei- 
ner sein  muß  als 
(6  — o)f,  da  ja  in 
jedem  Intervall  der- 
selben  die  Schwan- 
knng  kleiner  als 

höchstens  gleich  e  ist  und  wir  zu  dessen  Büdnng  noch  a  Ton  (6  —  a) 
abzuziehen  hätten. 
Es  gilt  also: 

»«1 


■  I  '  '  ' 

I  i  :  ' 

<    "    I  :  Ii  I 

!  I  I;  I  I  in  I: 


Ol  Ii  j    i   I  ^  

Fig.  214. 


«I>  H-  (6  —  a)t 


Nun  kann  aber,  der  gleichmäßigen  Stetigkeit  halber,  £  beliebig 
klein  gewählt  werden,  also  auch  (6  —  a)  f  . 

Und  da  nach  Voraussetzung  mit  kleiner  werdendoi  Intervallen  Jav 
auch  9  beUebig  klein  wird,  so  muß  demzufolge  die  ganze  rechte  Seite 
obiger  Ungleichung  unter  jeden  beliebigen  Betrag  sinken,  also  der  Aus- 

druck  ^  D^JXf  eine  Grenze,  0,  besitzen.  Damit  ist  aber  die  Be- 

hauptung  obigen  Satzes,  daß  ilie  Funktion  unter  genannten  Bedingungen 
ein  bestimmtes  Integral  besitze»  bewiesen. 

Wir  haben  mm  also  gefunden,  daß  die  Bedingung,  die  Summe: 

^DyJx,  werde  mit  kleiner  werdenden  Jx,  zu  Null,  jedenfalls  not- 

wendig  ist.  Indem  wir  diese  voraussetzten,  folgte  aus  ihr  eine  zweite 
Bedingung,  von  welcher  wir  bewiesen,  daß  sie  hinreichend  ist,  und  zwar 
ergab  sich  aus  ihrw  Annahme  audi  wieder  die  erstere.  Daraus  aber 
erkennt  man,  daß  auch  die  erste  Bedingung  hinreichend  sein  muß,  da 
aus  dieser  ja  stets  die  hinreichende  zweite  Bedingung  folgt. 
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Zmammen&aflend  ktanen  wir  daher  sagen: 

AU  Bedingung  dafür^  daß  eine  Funktion  f{x)  zur  be« 

'b  ' 

stimmten  Integration:  jf{x)dx  im  abgeschlossenen  Inter- 

a 

vall  a  -  X-  h  geeignet  sei,  ist  neben  der  gleichmäßigen 
Stetigkeit  der  Funktion  in  diesem  Intervall  notwendig  und 

n 

hinreichend,  dali  entweder  die  Summe  ^Dr^x,  mit  waoh- 

aendem  n  der  Null  zustrebt  und  sich  Jhr  ohne  Ende  nfthert, 
sie  erreichend,  wenn  Jx,  zu  Null  wird,  oder»  daß  die  Summe« 
der  Intervalle,  ans  einer  beliebig  gewonnenen  Einteilung 
des  Gesamtintervalls  a«"6,  in  welchen  die  Fu n ktions' 
Schwankungen  g r ö ß er  als  eine  beliebig  kleine  gegebene , 
positive  Zahl  e  ist,  mit  Jay  selbst  zu  Null  wird> 

Da  sich  bei  einer  endlichen  und  stetigen  Funktion  das  JiitervaU 
stets  in  so  kleine  Teilintervalle  Jxr  zerlegen  läßt,  daß  in  (^esen  die 
Ftmktioiissidiwankang  kleiner  als  eine  beliebig  kleine  Zahl  e  aus- 
fallt, also  die  obige  Summe  9  ganz  verschwindet,  so  folgt: 

Eine  in  einem  abgeschlossenen  Intervall  stetige  Funk- 
tion ist  stets  integrierbar. 

Sie  bleibt  auch  noch  integrierbar,  wenn  sie  im  Intervall 
als  immer,  endliche  Funktion  in  einzelnen  Punkten  Un- 
stetigkeit  durch  Sprung  aufweist,  so  lange  die  Anzahl 
solcher  Unstet  igkeitspunkte,  in  denen  Sprünge  stattfinden, 
die  eine  Funktionsschwankung  im  umgebenden  Intervall 
Axr  zur  Folge  haben,  welche  größer  als  eine  beliebig  kleine 
Zahl  F  ist,  stets  eine  endliche  bleibt. 

Nur  in  dem  Falle  also,  der  sog.  totalen  ünstetigkeit,  wo  in  jedem 
beliebig  kleinen  Teilintervall,  überall  oder  nur  zum  Teil,  Sprünge  und 
daher  Funktionsschwankungen  auftreten,  die  immer  größer  sind  als 
eine  beliebig  kleine  positive  Zahl,  wird  im  Intervall  a  •  •  •  6  die  Funk- 
tion sich  zur  Integration  nicht  eignen. 

Da  in  der  Technik  bzw.  Physik  Funktionen,  die  m  allen 
Punkten  eines  IntervuUtJS  unstetig,  zufolge  der  allgemeinen  Aiinolune 
der  Stetigkeit  aller  Naturvorgänge ^)  unmö^-lieh  sind,  kommen  In  -r 
integrations unfähige  Funktionen  im  allgemeinen  nicht  vor. 

*)  CfDie  Katar  macht  keine  Sprünge.**) 
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IMereutial  und  Xuiegrd. 


Haben  wir  min  in  erwihnftw  Weiae  das  beetimmte  Iht^gial 


auf  völlig  unabhängigem  lioilen  entwickelt  und  begründet,  so  läßt  sich 
daraus  auch  wiederum  der  Begriff  des  „uubcstimmteii  lutegralb" 
herleiten,  der  oft,  ja  meistens,  als  der  erste  verwendet  wird,  um 
von  ihm  aus  zum  „bestimmten  Integral*'  zu  gelangen. 

Beceiohnen  wir  idimfioli  i^(a)  mit  C,  einer  Konetaniea,  «> 
können  vir,  taHa  wir  die  untere  Grenze  des  Integrala  noch  unbestimmt 
Ussen,  O  einen  beliebigen ')  Wert  beilegen,  indem  wir  eine  Fnnktiaxi  f{x) 
▼omnsBetcen,  die  nach  unten,  d.  h.  gegen  s  »  a  hin  unbesehrSnkt  gültig 
ist.  Denn,  ist  F{z),  das  Integral  der  integrablen  Funktion  gefanden, 
deren  Integial  nach  obigem  daher  im  gtoiohen  unbeschrankten  Berekh 
gültig  ist,  so  gibt  es  stets  einen  Wert  «  =  a,  fOr  den  l'(a)  ±.0  ist^ 
weil  der  ja  noch  innerhalb  des  unbeechi&nkten  Ofiltij^tsbeveiches  der 
Funktion  F{x)  Hegt. 

Ebenso  wollen  wir  nach  oben  die  Grenze  nioht  mit  x^b  sieben» 
sondern  dafür  einen  beliebigen  Wert  von  x  zulassen,  der  innerhalb  dea 
Gültigkeitsbereiches  liegt,  den  Endpunkt  desselben  mit  eingeschlosssQ. 

Dann  folgt  für  das  Integcal  die  neue  Fonn: 


woraus  man  ersieht,  daß  das  sog.  unbestimmte  Integral  einfach 
alä  das  bestimmte  Integral  betrachtet  werden  kann  mit 
einer  variablen  oberen  Grenze  und  statt  der  unteren  Grenze 
behaftet  mit  einer  additiven  oder  subtraktiven,  zu  nächst  u  n be- 
stimmten KonstantenO,  die  sich  jetlocli  sofort  als  beslnnuit  ergibt, 
wenn  wir  die  untere  Grenze  des  Integrals  in  bestimmter  Weise  festlegen. 

Damit  aber  gelangen  wir  in  Übereinstimmung  mit  der  ersteren 
Auffassung  des  Integrals  als  unbestimmtes. 

Indem  wir  noch  die  obeie  Grenze  x  als  selbstveistandUoh  auwlaosen» 
können  wir  schließlich  auch  schreiben; 


womit  wir  die  völlige  Übweinstünmung  mit  der  gewohnten  Schreibart 
des  unbestimmten  Integcab  errachen. 

positiven  oder  negativen. 


...... ^le 
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Aus  dieser  Form  läßt  sich  dann  rückwärts  wieder  bei  gegebenen 
Grenzen  das  bestimmte  Integral 

b 


ableiten. 

Anflohliftßend  woUeii  wir  dartuD,  wie  «noh 

die  geometrische  Ableitung  und  Interpretation 
des  bestimmten  Integrals 

uuiiittelliar  daiaiif  fuhrt,  ee  als  einen  Orenfwert  einer  Svinme 
anfznfaBsen,  wobei  aidh  dann  anöh  die  erwilinte  Integrabilit&ta- 
bedingnng  in  ihrer  geometriBohen  Bedeutung  und  damit  auch 
die  praktiaohe  Anwendbarkeit  des  Integrals  erweisen  wird. 

Wir  betrachten  die  Funktion  f{x)  wieder  im  Intervall  a  x 
welches  wir  in  n  Teile  Jxy  nach  beliebigem  Teilung^gesetz  zerlegen, 
und  suchen  den  obigen  Summenausdruck: 


geometrisoh  aazn^eben. 


Flg.  21& 


Da  Cp  nach  frOheKsm  ab  beliehiger  Argomentwert  von  x  im  Ihter- 
vaU  A»r  eingeführt  wurde,  so  bedeutet  f{0  ein  belleUger,  in  diesem 
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DtHeiential  und  Integral 


Intervall  auftretender  Fuiiktionswert  der  vorliegenden  Funktion  /"(«), 
repräsentiert  durch  eine  beliebige  Ordinate  zur  Funktionakurve  über 
dem  Abszisseuteil  Jx^. 

Das  Produkt  /*(Cy)  •  I  Xy  gibt  also  den  Inhalt  eines  Kechteckes  an 
von  der  Breite  Jxp  und  der  Höhe  fi^r)-  Die  Summe 

stdUt  daher  im  geometrischen  Bilde  eine  Fläche  dar,  die  sich  aus  lauter 
aneinander  gereihten  Rechtecken  zusammensetzt;  als  Breite  dieser 
schmalen  Rechteckstreifen  treten  die  frei  gewählten  Teihntervalle  auf, 
als  Höhen  eine  beliebige  Funktionsordinate  im  betreffenden  Teil- 
intervall. Gehen  wir  nun  mit  dieser  Summe  zur  Grenze,  indem  wir 
die  Teihntervalle  an  Zahl  immer  größer  (an  Ausdehnung  immer  kleiner) 
werden  lassen,  so  leuchtet  ein.  daß  an  der  Grenze,  wo  die  Brcite  der 
Rechtecke  auf  Null  hcrabcresunken  i.st,  die  Willkür  der  im  Teil- 
intervall  gewählten  Ordinate  ganz  außer  Betracht  fallen  muß. 
Die  Summe  der  Rechtecke  wird  dann  zu  der  durch  die  Kurve  AB 
begrenzten  Gesamtfläche  abBA  F,^,, ,  indem  die  durch  die  Recht- 
ecke verursachte  oIkmc,  treppenfönnige  B^renzung  zu  einer  stetigen, 
kontinuierlichen  K.urve  wird. 


Wie  aus  Fig.  216  ersichtlich  ist,  bleibt,  wie  klein  auch  die  Intor- 

n 

valle  iXy  ausfallen  mögen,  die  fcJumme  ^  /'(Cr)  -ix,.  einei"seits  immer 
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UoiDier  ab  die  Summe  der  mit  der  größeren  Begrenzungsordinate  der 
IntenraUe  ab  Hti&e  gebikieton  Beohteoke,  anderendts  immer  grOOer 
als  die  Samme  der  mit  der  Unneren  Begrenzungsordiiiate  ab  Hfttie  ge» 
bildeten  Rediteoke,  abo: 

s.  B.  im  anlateigenden  Teil  der  Kurve,  d.  h.  wenn  mit  su- 
nehmenden  9  auch  y  wächst: 

^«i+y«  Ja^-f  |-y„  ^./'(C,)  Ja?i  'j-f{Ci)Jx^  4- AC3)^«s  H  

oder: 

tt  •  n  n 

f{X,)  JX,^^  fiCr)  J  aV  ^  ^  f{X,  .  1)  J 

Bei  nach  rechte  faUender  Kurve  iet  ^  etatt  ^  su  setaen. 

Da  aber  die  finks  und  rechts  stehenden  Summen  der  Rechtecke  f  fir 
noch  80  kleine  Breiten  der  Rechtecke  nicht  yersohwinden  können,  volil 
aber  sksh  einem  gleichen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  nahem,  nSm«' 
Uch  dem  Inhalt  der  dureh  die  Kurve  oben  begrenzten  Flache  ABba, 
so  muß  dies  anoh  mit  der  von  ihnen  dugesohlcflsenen  Summe: 

n 

y /(Cr)^agr  an  der  Grenze  der  Fall  sein,  was  uns  wiederum  darauf 

BchlieBen  läßt,  daß  der  Grenzwert  dieser  Sunmie  eine  bestimmte  end 
liehe  Große  hat,  die  sich  ab  Zahlenwert  dunsh  den  Inhalt  der  Flache 
ABba  ausdrückt. 

Bs  geht  abo  auch  aus  der  rein  geometrischen  Betrachtung 
des  Problems  die  völlige  Eindeutigkeit  der  obigen  Summe  her- 
vor« sobald  wir  sie  ab  Grenzwert  für  eine  unbegrenzt  große  Zahl  von 
venohwindend  kleinen,  im  übrigen  beliebig,  gleich  oder  ungleich,  ge- 
wählten Teilintervallen  (Rechtecken)  betrachten,  in  welchem  Falle 
sie  einen  ganz  bestimmten,  im  allgemeinen  von  Null  verschiedenen 
Fiächenwert  annimmt,  der  dann  nach  obigem  die  geometrische  Ver- 
ansohaulichung  des  bestimmten  Integrab  ist. 

Wir  finden  somit: 

n 

oder: 

h 

j  f{x)  dx 
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^  lim  |Summe  aller  Rechtecke  Ax,  •  f{Cv)} 

n  s  00 
-0 
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Diffeimtwl  iiod  inlegitl. 


oder: 

I  f{x) dx  ™  lim  |Reohtook  axidc-^  Beohteek  x^x^fe  -H 
•  jaC +  Beohteek  x^x^hg-\-  •  •  •  +  Beehteok  x^^tx^wt^ 

«  lim  [Jfj     J/;  4-  Jfj  4-  . . .  -I-  Jf^j 


n  >  OO 


—  lim  [äz^yi  +  laraya  4-  Jxjyj  H  h  ix^y*  H  f  Ja;,yJ 

n 

R  II 

lf{x)dx—  lim  ^'Jx„  y,  -   lim  ^y,,  Ja;»,  ^  Flächeninhalt 

t  fl  =  OO    ml  fl  —  OO   y  s\ 


Diese  geometrische  Interpretation  des  bestimmten  Inte- 
grals führt  hiemaoh  zur  Deutung  desselben  als  Inhaiidiutf  ebenen 
fliehe,  die  begrenst  iet  von  der  Funktionskurve  der  guter 
dem  Integralzeiohen  neben  dem  Differential  des  Arguments 
dx  als  Faktor  «tehendeo  Pnnktion  f{x)  (von  der  Differential- 
kurve  des  Integrals,  der  Integnüfonktion),  von  der  Abszisaen- 
aohae  and  von  den  beiden  Endordinaten  des  InterTallea. 


Kurz: 


8.  J^^^jf(x)dx^F^^ 


Im  Bilde  seiner  DifferentitUkurve  bedeutet  das  bestimmte 
Integral  die  swiflchen  dieser  und  der  Ahssissenaehse  liegende 
riAcbe. 

Wie  beteite  ans  obiger  BetKaohtangeweiae  folgt«  etgibl  anh  daa 
beafeimmte  Integral  in  geometarieoher  Ihteipietation  ab  Qxenzweit  einer 
Summe  tob  nnbegieiuEft  vielen  Beohteeken. 

Bs  ist  ja: 

fmdx=^  lim  i^ü^Ja,) 

J  MSOO  ysl 

oder:  n 

f«»  «■  lim  V  JFp 

•  ■OD 

Die  Rechtecke,  die  bei  beständig  \\  a<  h>iriider  Zahl  der  Teiimter- 
vailo,  Az,,  immer  schmaler  ausfallen,  werden  au  der  Grenze  die  Breite 
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null  erhalten,  angedeutet  dmoh  das  Düferential  dx,  und  ihr  FHiAum» 
iubalt  sinkt  dann  ebenfalb  rar  OrGfie  ebw  Differaatial-Null  hmb; 
•wir  braeichDen  es  dann  als  m^mdiffer«nilat,  dcBseii  allgeiiidiwir 
Ausdrack  und  allgemeine  Schreibiraise,  weil  es  als  EOement  der  IlSolie  F 
auftritt,  hier  ist: 

lim  (.  lim  {y^  Jxy)  =  yrdXr  ~  dfr 

6o  daU  wir  für  das  bebtimmte  Integral  in  geometrischer  Deutung  auch 
sohieibeQ  können: 

6  6  fr 

«  M 

I  f{x)dx=^  I  ydx--^  \dF^  lim  ^{AF^) 

J  J  ^  «soo 

Da  aber,  wie  oben  bewiesen: 

fr 

f{x)  dz  -  f.» 


so  erhalten  wir  die  Darsteäung: 

Fab^ldF 


In  der  Deutung  des  Integrals  als  Summe  sagt  zunächst  dieses 
Resultat  nichts  neues,  daß  nämlich  die  gesamte  Flu/lie  F^f,  sich  als 
Grenzwert  einer  unendlichen  Summe  voa  Fiuchendifferen- 
tialen,  von  Teilen  derselben,  die  durch  Grenzübergang  aus  Kecht- 
ecken  bestimmter  Gestaltung  entstanden  sind,  darstellt. 

Dao  Neue  bemerken  wir  aber  darin,  daß  uun  links  und  rechte 
auch  unter  dem  Integralzeichen  die  nämliche  Größe  als  \  aiiable  auf- 
tritt, auf  beiden  Seiten  steht  ,,F'\  und  zwar  links  als  solches,  als  In- 
tegralfunktion, rechts  einzig  als  Differential,  als  Differentialfunktion 
miteor  dem  Integnüzeiohen. 

In  Übertragung  auf  die  allgemein  gebnucbliohe  Sohraibweiss  er- 
halten wir: 

fr 

4.     [Fixn'  =  fdF(x)  =  lim  2* ^^^ix) 

welche  Fcurm  sich  auch  sofort  aus  der  oben  geometrisch  interpvetierten 
ajpbfc,  wenn  wir  b»ficksichtigen,  daB 

fix)  dz  -  dF(x) 

gesetat  werdm  kann. 

Ko«*tUr-Trftmer,  DUTvKntiiil-  «.  Iniegntlfefibnotis.  I.  28 


Digitized  by  Google 


434 


Differential  und  Integral. 


Das  heißt: 

Eine  Mlebige  Fanktton  kann  stets  ils  Intflgral  dargestellt  weMen, 
genommen  fiber  ttur  Differential  ab  Integrand;  natüiiieh  unter  der  stiU- 
len  VoKanaaetziiiig  der  LitegratioiiamOglichkeit^). 


Je  nachdem  wir  die  Grenzen  als  bestimmte  oder  unbestimmte  ein- 
führen, erhalten  wir  daraus  die  Daisteliung  einer  be^^renzten  Größe,  wie 
im  bestimmten  Integral: 


oder  einer  aUgemeinen  Funktion: 

s  j  dJP{x) 

Und  hieraas  ergibt  sich  unter  Voraussetzong  des  T^lrannf^na 
der  Int^graUtonktion  eine 

andere  geometrisolie  Interpretation 
des  bestimmten  Integrals, 

welche  zufolge  seiner  Bedeutung  als  iSuiume  die  eigentlich  näher* 

Upende  ist. 

Zeiclmen  wir  die  Funktionskurvo  zur  Iiitegralfunktion  F{x)y  die 
sog.  Jntt'gml/citrve  der  Funktion  F\x)  ^  f\x),  so  entspricht  der  Än- 
derung lar  des  Argumentes  auf  iler  Ab8^&is»enach8e  die  Fimktions- 
änderung  ^^F{x)  auf  der  Ordiuuteuachse. 

N 

bedeutet  daher  die  Summe  aUer  Ordmatenänderungen, 

die  zu  dm    f  r- Änderungen  gehöreu. 

Ti  lien  wir  da,s  Intervall  x  =  a  -  •  -  r  —  h  w  wdrv  in  n  Teile,  so 
firidrii  sicli  die  711  den  Ax,.  gehörii/eu  i  uiiktionsaiiderungen  in  den  ent- 
sprechundun  XJiftereiizen  der  Ordiuaten  und  man  sieht  nun  leicht  aus 
der  Fig.  217,  daß: 

V  Ji^^x)     AF,{x)  ^  JF,{x)  -r  •  •  •  +  -IF.ix)  -r  •  •  •  +  JF^{x) 

»  StteckaBU'=  J(6)  -  F(a) 

Nehmen  wir  immer  mehr  Teüpunkte  oe^  an,  so  werden  die  Teil- 
interralle  A»,  immer  kleiner  und  ebenso  —  unter  Vorauseetaung  einer 
stetigen  Fünktion  —  aueh  die  AF,.{x);  ihre  Summe  bleibt  dabei  aber 

was  übrigtinä  aus  der  allgemeinen  Einffihruug  und  Definitioa  dM  Integrals 
und  aeines  ZusammenlMages  mit  dem  Differential  ftueb  direkt  fotgti 
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onTWinderfc  gleich  der  Strecke  6  —  a  bei  den  Ax  und  gleich  der  Differenz 
der  Endordinateii  7^  —  Ya  =-  BC  bei  deii  AF{x). 


Wir  erhalten  somit  an  der  Grenze: 


lim  ^äF^{x)  ^BC^  F{b)  -  F{a) 

b 

jdFix)  =  F{b)  -  F{a)  =  Strecke 


d.  h.: 

Im  geometrischen  Bi Ide  der  Integralfnnktion,  die  als 

Differentialfunktion,  gleich  dem  ganzen  Integranden  unter 


bedeutet  das  bestimmte  Integral  eine  gerade  Strecke,  die 
gleich  ist  der  Differenz  der  zum  Intervall  gehörenden 
Endordinaten. 


Kurz: 
5. 


I  j fix)  ««i«  -  J äF(x)  «  St^ 


Im  Bilde  seiner  InieffraiJ{urve  bedeutet  das  bestimmte  In- 
tegral die  der  Difteienz  seiner  Grenzwertordinaten  entsprechende 

28* 
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liBieht  eieht'man,  auch  anluuid  des  folgenden  Beispieles,  eai,  daß, 
wenn  flowohl  die  FunkCkmB*  als  Integralkurve  [f{x)  und  F(x)]  vom 
Koovdmatenanfaugspunkfe  aus  gehen»  die  Oidinaten  der  IntegnUknrve 
und  deren  Differmsen  dem  ZahlenmaO  nach  gleich  sind  den  Inhalten 
der  durch  das  bestimmte  Integral  gegebenen,  zu  gleichen  Abszissen* 
werten  gehörenden  Bliche, 

Im  speziellen  gibt  die  Ordinatenlänge  der  Integralkurve 
den  Inhalt  der  bis  zu  ihr  reichenden  Flache  der  Funktionshurve 
an  (vgl.  Fig.  221»  S.  448>, 

In  Boftohfamg  deg  frflhgy  einmal  Geaagten»),  daß  die  ttnendüdi  kkioen  Grüßen 

auolh  als  Vertreter  von  Differentialen  betrachtet  werden  können  —  wenn  wir  foe 
nämlich  nach  der  Auffassung  der  zweiten  häufigsten  Art  als  Variable  mit  dem 
Haben  des  Grenzwertes  Null  auffassen  — ,  können  wir  das  Integral  auch  als 
Summe  von  unendlich  Udoen  Großen  hinateHeii  und  zwar  ab  Qrensvert  einer 
Summe  von  unendlich  vielen  unendlich  kleinen  Summanden.  Ihre 
unendliche  Anzahl  entsteht  notwendig  aus  der  endlichen,  l>eim  Übergang  zur 
Grenze  infolge  der  unendlich  klein  werdenden  zu  Null  herabsinkenden  Summanden. 

Das  beätuumte  Integral  (und  auch  das  unbeeiinimte)  ergibt  sich  damit  als 
tnffendes  Beispiel  dafür,  daß  der  Grenzwert  einer  Smuine  von  nnendlich 
vielen  Summanden  nicht  immer  gleich  der  Summe  der  Gienswcrfce  der  8um> 
maoden  zu  sein  brauclit,  welch  1rt7.tr»re  liier  alle  null  sind. 

Wohl  ist  die  algi'br!ii'5rhe  Simime,  seihst  ^>ri  nnendlich  großer  8ummanden- 
zaWI,  die  sämtlich  gleich  2suii  bind,  auvli  gleich  Aull;  äie  braucht  es  aber  uicht  für 
^nMrfüffh  vi«3e  unendlich  kleine  Großen  (Differentiale)  m  sein,  auch  nicht  nn- 
endlieh  Uein,  kann  vielmehr  jeden  endlichen  Wert  annehmen,  unter  Umetfnden 
selbst  unendlich  gruU  ausfallen  oder  auch  unbestimmt  sein  (wenn  Inin  Giemwert 
existiert»  alao  auch  kein  Integral). 

Nun  wollen  wir  unsere  Ausfübrungeu  auch  noch  an  einem 

Beispiel 

«ilintem  und  vablen  dazu  die  Funktion:  . 

welche  g(x>metiisch  bekanutlich  eine  Parabel  darstellt. 

Die  fflr  daa  TeUintervall  J»r  aulgeetellte  Schwankung  der  Funk' 
tion,  das  ist  die  Differenz  zwiacfaen  größtem  und  kkinatem  Wert  der 

ITunktioii  im  Intervall,  wird  für  vorliegende  Funktion  y  «  ^  : 

2p       2.  p       2p  ^ 

>)  Vgl.  404. 
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uod  daher: 

n  n      -  n 

^ i),  Jav  - ^  2         ~      i)       =  2^  ^      -  aä.i)  Ja;.  ^ 

fwl  ral*  '^»'.-•1 

Nun  Ist  (flv  +  jCr-t)  stots  endJich  im  abg^aohloMenen  IntervaU  und 
ferner  x,-i<Xr*  Setcea  wir  daher  statt  jedem  9t  dereo  gföBteo  Wert 
im  IntervaD,  der  gleich  6  sei»  so  folgt: 

Für  unbeschränkt  zunehmendes  n  kann  man  den  Zahlenwert  des 

größten  Teilintervalles  {:l«M*'h  der  Tjcliebii:  kleinen  Znbl     se  zen.  Setzt 

man  diese  für  den  einen  Faktor  Ja;,  iix  obiger  Summe  ein,  so  folgt 

» 

dafür  der  grOfiere  Ausdruck       Jo^;  man  hat  damit  alle  Ueineren 

y  1 

Intervallwerte  Ax^  durch  das  gröüere  £  ersetzt. 
Es  wird  dann: 

n  .  n 

Die  rechte  Seite  mit  der  im  allgemeinen  endlichen  Summe,  aber 
der  beliebig  kleinen  Zahl  besitzt  (für  f»  =  oo)  die  Grenze  0,  womit 
folgt:  .  „ 

lim^^D,  Jav  =  0 
und  also  di« Bedingung  der  Integrabilitat  deiselben  als  erfüllt d&rgetan  ist. 

der  Grenzwert  existiert.  Würden  wir  auch  die  oiialoL:!-  geometrische 
Betrachtune:  durchführen,  so  würde  er  sich  im  geometriöchen  Bilde 
dieser  Funklion  wieder  als  Flächcnstiick  präsentieren. 

Um  dicöen  Grenzwert  zu  bestimmen,  können  wir,  gestützt  auf  die 
bisherigen  Betrachtungen,  von  einer  ganz  beliebigen  Einteilung 
des  Intervalies  ausgehen,  deren  TeiHntervalle  wir  <lann  kleiner  und 
kleiner  werden,  Rchließlich  in  Null  iil)erfTehen  lassen,  nm  bei  jeder 
beliebigen  Einteilung  zum  namliehcn  Kesultat  zu  gelangen, 
dem  Flächeninhalt  des  zwischen  Kurve  und  Abszissenachse  und  den 
Grenzordinaten  gelegenen  Flächenstückes.  -  ^ 
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l)a  hier  die  Fuiiklion,  deren  Differentialquotient  gleich  der  ge- 


bekannt  ist  — 


ttjBbeaem  Funktion  ■= —  ist,  ohne  weiteres  uns  als  . 

2p  6p 

wie  sich  zur  Probe  durch  Bildung  des  Differeiizenquotient-en  und  folgen- 
dem Übergang  zum  Differentialquotienten  in  früher  angegebener  Art 
leicht  einsehen  läßt  —  so  können  wir  das  den  Grenzen  bzw.  dem  Inter- 
Tall  a  •  •  •  6  entsprechende  bestimmte  Integral,  den  Inhalt  der  FlSche 

abBA  leicht  angeben  als: 

»  b 


6» 

6  p 

(ds  +  g6H-ft^)(6-a) 
6p 


•Jak 


1 


6p  6p 


Um  auf  direktem  Wege,  auf  Grund  <ler  Definition  aLs  .Suiiiiiie, 
diesen  Wert  des  bestimmten  Integrals  zu  finden,  benutzen  wir  z.  B. 
eine  Kintialnng  des  Intervalles  a  •  •  •  6  in  lauter  gleiche  Teüintervalle 
ÄXpt  etwa  n  an  der  Zahl,  so  daß: 


Die  inneihalb  dieser  TeilintenraUe  auch  beliebig  m  wählenden 
Werte  Ci ,  C2  '  *  *  wählen  wir  jeweils  so,  daß  die  ihnen  entsprechende 

Ordinate  bzw.  Funktionsgröße  gerade  halb  so  groß  ist,  wie  die  Summe 

der  beiden  für  das  Intervall  in  Betracht    fallenden   größten  und 
kleinsten  Werte  bzw.  Ordinaten,  wekhe  bei  dies^'r  speziellen  Funktion 
stets  zugleich  die  äußersten  Ordinaten  des  TeiiintervaUes  sind. 
Ks  wird  daim  also: 

f{Xy^)  -f  fix,) 
2 


Wir  versuchen  nun  den  Ausdruck  für  die  Summe 


r-l 


in  diesem  qiezieUen  Falle  aufzustellen. 

Anhand  der  umstehenden  Fig.  219  (S.  440)  sieht  man  leicht 
ein,  daß: 


i  23.  Das  Integral.  439 


fix,)  + 

m  » 

=/•(«  + (n  l)-^) 


2p 

(  _,b~aV 


2p 
2p 


2p 

6« 


2  p 


/^t«)  2^ 


2 

~  2  4j; 


4p 


Digitized  by  Google 


440 


Düferential  and  lotesrnJ. 


I  23.  Das  lutegnl.  441 

und  68  wüd: 


-j-  .  .  .  . 
+  .    .    .  . 


6-« 
n 

+  2 

n 

4-  8 

6  o 
n 

+  18 

+  32 

6  —  o 
n 

+  2v« 

(':•-)■ 

+  2a«  +  4(n  -  l)a  ^-^^  +  2(n  - 

y^(:J  '^i^r  --  ^      |{2«~l)««+4a^  [1  4-  2  +  3  +  4  +  • .  H  («  -  1)] 

+2(^")'[  1' -f  2H- 3M  4*  +      i  {n  - 1)«] + 

Nun  ifit  bekanntlich: 

•  I  3-,-  ...  l-„_'''»  +  ^> 

und 


V  -  - 1. + 2» + 3. +...+«.  -  ±    tA). .) 

^fi— '  1  *  2  *  O 

«=1 

')  (arithmetische  Pm^rcKsion). 

^)  Mit  (n  —  1)^  =  —  3  -f  3  n  —  1  findet  sich,  wenn  man  der  Reihe  naoh 
für  «  die  ganzen  ZaUea  1  bia  n  einaetsli^  eiii  j^yetom  Ton  n  Qleiehnngen,  «na  denn 
Addition  rieh  kioht  dieae  Summe  doroh  Auaaondernng  aigibt. 
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Somit  wild: 

"ifi^»"'  -  »•  +  2(«6  -  «•)  (»  -  1)  +  (6  -  «)■<*" +  Ä 

-ifs  -  + ^^-^  -  ^»  -  + '''"""+'',^r'-^''+" + »■} 


Somit: 


Womit  wir  also  erhalten; 


/ 


fr 


In  Fig.  21^  ist  dies  alles  yeransohanliclit  für  die  speziellen  Zahlen- 

e: 

also  auch: 


p«10    ;    a-4    ;    6  =  9    ;    n  =  10 


Axi^/ix^=  ...»  JjKr  »  ...  ^  Jas^,  «  -^ll  =  0,5 

Es  wird  dann: 

^  0,8 

^  ''''''>a:j  =  !^^25  ^  ^^^3^^  ^    ^  ^^^^^^ 

«  1,26 

\^/>v     1,25  +  1.5125     ..Ol«.  * 
.  1,6126-^  ^ 


^  3  Ü125 


=  4.0  ; 

4* 

'^2.10 

*l 

-  4.5  ;  fix,) 

4.5» 
"  2 .  10 

*t 

5* 
2.  10 

«» 

6,6  ;  f{x^j 

->.r>-' 

• 

8,5  ;  /X^,  ,) 

8.5' 
"  2T|Ö 

9.0  ;  /  (rj 

0« 
2 . 10 
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Und  alh  Wert  für  das  Integral  findet  man  i  m  Bilde  dieaer  Funk- 

X-  SB*  X* 

tion  fix)  •=       den  iDluUt  der  fläche  zwiflchen  der  Kurve       =  - 

2p  2p  20 

der  X-Achse  und  den  OrdiaaLen  zu  a;  —  4  und  a:  =  9: 


9 


Aooh  die  Interpretation  im  Bilde  der  Integraliunktion 

lälit  sich  leicht  veranschaulichen,  wie  Fig.  220  8.  444  erkennen  läßt. 
Es  ist  hierfür: 

^F,lx)  -  FM  -  Fix,)  =  ^0») 


.<i',(*)  =  -  Fix,)  =  (V  - 


6p 
6p 


»So  mit: 

^  äF,{x)        -  ^   (V  -  ab*)  =  Strecke 


und  ebenso: 


6» 


V  O  V 

Um  y  dF^ix)  I  dFix)     /  di^)  =  (f-dx  =  IC? 


^  bis  «»4  a 


oder  also: 


1 

a 

I 


rf«  -  50  -       -  Fla) 
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-f-TT"  i^^^ 


'  T  I  i  I  F 

>      s     s     r  9^9^ 

^x,  Jx,  Axy  Tri 


Für  die  oben  schon  augegcbeaeu  speziellen  Zahlenwerto  folgt: 


Xo  «4,0 

-^^,5;  Fix,) 

X3  =  ö,ö  ;  Fix^) 


4»  _ 

6^10 

1»0666.... 

> 

4,5-* 
6  10  ~ 

1,518;, 

X 

6» 
6.10" 

2,083^3. . . 

/ 
\ 

5,53 

y 

/ 

)>Ji'i(x)  =  0,45W.. 

J  i',(a;)  =  0,6645833..  . 
;.if's(a:)  =  0,089««,... 
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.  )>Ji'„(*)  =  1,914^,... 

^«    -  a^io  =  9>0  ;  ^  W    =  ^  12,16 

und  «ettor  wixd: 

4  4 

9 

BC^I  ^dx  11,083^... 


Um  dio  tTQabh&QgiglBeit  von  der  Lai^e  der  Reohteckhöhe  Cr  (zwiadieii 
Kurve  und  ÄbsziMeiiadue)  innwlialb  dee  InteraBes  Ja;,  aadi  am 
Beispiel  za  demonstrieren,  fOhxea  wir  die  Berechnung  iQr  die  ersteie 
BaxBteUung  als  Fläche  nocbmab  dnxch,  wobei  wir  aber  diefonal  die 
C-r-Pnnkto  in  der  Hitte  der  TeOintervalle  wShIen.  Es  wird  dann: 


6  —  a 

2n 

b—a  ,  b—a 
u  2n 

,  «6  — a 

> 

6  -  a     6  —  a 
n  2n 

=  a4-6— ^  ■ 
2» 

• 

■ 

♦ 

=               ^  a  -f  (>•  —  1) 

b—a  ,  b—a 

'»   +  2«  -*  + 

m 

b~^a 

• 

=               =a  +  (n— 2) 

V  +  + 

t 

'     ^  2n 

C« 

,    +  2»  =»+^2» 

,  b—a 
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Somit  folgt: 


2p 


(a  +  (2«-l)i=-^) 


2p 


Also: 


. . .  +       (2^  - 1)-^^  j  -h  •  •  •  +  (a+ (2»- 1)  —  j 


6  —  a  /  ,       a(b  ■■■  a)  (b  — 

2^n:r"+        ,7  2»  .) 

n  \    2»  / 

a(6  -a)  . 


.,«.+  ^2«-^l)-i^^  +  ((2«^lK^-)} 
-  Wn  I    -  i       ^     |1  +  3  .  5  +  . . .  +  (2  n  -  1)]  -f 

(^^2\rT     -t-  3^       +  •  •  •  +  (2»  -1)=*]} 
Nun  ist  die  Samme  der  n  ersten  ungeraden  Zahlen: 

N 

^(22  -1)  =  1  +  3-f  5-r7+  ...  -^(2n-l)  =  n*  (uttiL  PrognüiMi) 
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und  die  Summe  der  Quadrate  derselben: 

12  j 

womit  dami  weiter  folgt: 

^)  Die  Ableitung  der  lotxteren,  Heltener  getroffenen  Summe  sei  hier  kurs  angegeben: 
Ea  ist  die  Summe  der  Quadrate  aUer  ganzen  Zahlen  (vgl.  S.  441): 

Ä,.  -~  =  1^  i  2«  i-  3*  H  4*  -r  5«  -i   •  •  •  +  (»     1)^  |  n*  =  *<!L±iy?*-"^ 

c=l 

Somit  für  eine  gerade  Zahl  ahi  Endzahl: 

'    y  3'  - +  2«  +  3*  +  4M     +  •  ■  +  (52  n  - 1)  -  -r  (2  »)*  =  ^- i'^'^o'*'^ 

1  •  SS  •  S 

2-1 

Nun  teilen  wir  diese  Summe  in  zwei  Hälften,  von  dcTun  \\v  eine  die  Quadrate 
aller  geraden  Zahlen  hat»  von  denen  sich  2'  absondern  läiit.  ü«iüe  Summen  erhalten 
dann  nur  halb  bo  ^el  Gfieder  ab  die  obige,  eo  daO  dann  folgt: 

1«  +  2»  +  3*  +  4»  +     +  •  ■  -  +  (2»  - 1)«  +  <2  n)*  = 

«P  +  3«4-ß'  +     +<2n-l)»4-2«[l'+*2»  +  3*  +  ■  •  -f««| 

i  _ 


V(2«-l)»  +  2^^*^ 


Somit  erhalten  wir  für  die  geeuobte  Summe: 

I^l  z  =  l  x=I 


^  2  »(2»  +  1)  (4  n  -M)  _     n(n  -{-  1)^2»  -f  1) 
1-2 -3  1-2.3 

2n(2»  4-  1)  K  n  -r  I  -  2(11  +  1)] 
~ '  1-2.3 


V/2  .     n.  -       »  ^     <-  »  -  1)  ^  -  ») 
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lün  =  Um  {     ^»  |a*  +  («  -  a).  (4  -  -  J^) j } 


b  —  a 
6-a 


(6  -  a)2 


[a2  +  a6  +  6-J 


flo  dafi  auch  hienmoh: 


Auoh  Jueiftkr  findet  num  leicht  wieder 
gmpliisolie  Vegannchanliehiing  in  dnem  mit  Bpe> 
aeOen  ZaUenwerten  graeifliineten 
Blide. 


Rg.  221. 

In  ISig,  221  ist  dieselbe  für  die  nämlichen  Zahienwerte,  welche 
oben  schon  genannt  wurden,  versucht;  doch  sind  die  Differenzen  der 
Einteilungen  und  ihrer  Folgen  zur  früheren  Darstellung  der  unzu- 
reichenden Größe  der  Figur  halber  kaum  ersichtlich. 

Hingegen  stehen  sich  hier  die  beiden  Interpretationen  des  Inte- 
grals an  den  in  gleichem  Maßstabe  gezeichneten  Kurven  von 


2  p 


X- 
20 
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und 

Fix)  ^  ^  =  ^ 

in  direktester  und  deutlichster  Weiae  gegenüber. 

In  analoger  Weise  ]&Bt  «kslh  auch  die  völlige  BelangloBig^eit  der 
Wahl  der  einseliieii  Inteiyalle  Ax,  —  ob  unter  skli  gleioh  oder  im- 
gleioh,  welcher  Art  die  Einteiluiig  auch  eei  —  lahtenmaflig  nach- 
weisen. 

Es  leuchtet  aus  all  diesem  wiederam  ein,  daß  die  Integration, 
wie  die  Differentiation,  nichts  anderes  ist  als  Bestimmnng 

eines  Grenzwertes,  für  den  das  ^«Zeichen  die  abgekflrEte 

♦Schreibweise,  wie  das  rf-Zeichen  in  der  Differentiation  ist*). 
Differential-  und  Intejgralrechjuing  können  daher  mit  einem  Namen 
auch  gaiiz  gut  und  treffend  als  eine  Grenzwertreclmung  bezeichnet 
werden. 

In  welcher  Weise  man  den  Düferentialquotienteu  und  das  Integral 
auf  elementarem  Wege  erreichen  und  damit  in  gewisser  Weise  diese 
ersteren  beiden  durch  den  letzteren  ersetzen  kann,  erheUt  aus  den  ge- 
gebenen Ableituno^en  und  Beispielen  zur  Genüge.  Man  erkennt  daraus* 
deutlich,  daLi  ciic  Einfüiirung  der  Differenzierongs-  und  Integrations- 
inethoden  mit  neuen  Sjonbolen  einen  unschätzbaren  Vorteil  liefert  und 
ein  Abgehen  von  ihnen,  wenn  es  überhaupt  in  Frage  käme,  hieße  un- 
nötige, riesige  Umwege  statt  elementarer,  einfacher  Methoden  ein- 
schlagen. 

Bm  d  »U  Grens Wert-Symbol  einer  sur  Grenze  Null  heraUinkendflO,' durah 
'voigesetztrn  f  anppdentntcn  Diffi-ronz;  z.  B.  von  derVaiiaUea  (Funktion)  y  =  f^)i 

als  (endliche)  l>ifferenz  vor  der  (hetvze: 

ala  aolch»  in  der  CkeuM  unter  dem  Namen  Differential: 
l{y  »  ({ lim  (JA»)):' 

des  j  als  Qrenswert'Symbol  einer  ane  unbegranrt  «adkeender  Summanden- 

zahl,  die  ihrerseits  als  Differenzen  der  Grenze  Null  suatreben,  bestehenden  Summe, 
angedeutet  diircb  TorgeaeizteB  £  oder  hier  beeaer  8;  x.  B.  von  der  Variablen  (Funk- 
tion) y  = 

als  (endliche)  Summe  vor  der  Grenze: 

i'Jy»  SAfix)  ;  8Av  =  SAfix} 

als  solche  in  der  Grenze  unter  dem  Xamen  Integral: 

(dy  =  (dfix)  :  =  />'(») rf»  =  Km[S(.V(*))]  =  Uml2(J A«))]: 
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Kurzer  Abriß  über  den  Eutwieklungsgaug 
der  Bifferenüal-  und  Ikitegralreehniiiig.O 

So  wie  wir  die  Sache  der  Infimtesimalieohnuiig  bis  hierher  dar- 
ge8t<»llt  haben»  erscheint  sie  uns  als  geschlossenes,  systematisch  auf- 
gebautes Ganzes.  Logische  Entwicklung  ist  das  verknüpfende  Band 
und  dem  entsprechenddw  fertige  Zustand.  Andm  gestaltete  sich  das  ge- 
schieh tUche  Werden  unseres  Gebietes,  insbesondere  der  Differential-  und 
Integralrechnung.  Auch  dieses  kennen  zu  lernen  i?:t  von  großem  Inter- 
esse. Ja  man  hätte  vielleicht  erwartet,  daß  wir  die  historische  Be- 
trarhtiinij  an  die  »Spit/X'  des  Buches  stellen  werden.  Es  gcschaii  mit 
Absicht  nicht,  weil  wir  der  Überzeugung  sind,  daß  ein  kiirzrr.  j;?'- 
schichtücher  Abriß  —  und  um  einen  solchei^  kann  es  ^idi  hier  nur 
handeln  —  nur  dann  mit  vollem  Verständnis  aufgenonmu  ii  ^\er(len 
kann,  wenn  seine  Begriffe  sclion  mclir  oder  weniger  geläufig  Lr»nvonien 
sind.  Man  verlange  doch  von  einem  Nichtmal  hematiker,  daü  er  die 
Geschichte  der  Mathematik  studiere;  er  winl  sie  bald  trocken  und  un- 
genicübiu  finden,  weil  er  ihre  Begriffe  ni('ht  in  ein  lebendiges  Ganze 
einzuordnen  vermag.  Gewiß  ist  oft  der  historische  Weg  der  elemen- 
tarere, alx^r  er  ist  auch  nur  gar  zu  oft  ein  Umweg  und  kann  nur  von 
dem  gefordert  werden,  der  sich  ihm  ansschließfich  widmet. 

*)  Für  NiiheroM  vgl.: 

MorÜz  Caniur:  „Vorlesungen  über  die  Gescliichte  der  Matliemaük.*'  Leipzig.    I.  Bd. 

2.  Aufl.  1894.  II.  Bd.  1.  Aua  1892»  m.  Bd.  1.  Aufl.  3  Abteilgn. 

1804,  1S90,  X'Äm. 

0.  J.  Oerhardt:  „Die  Entdeckung  der  Differeutialrecbnuug  durch  Leibnix."  Halle 

—  „Die  EnUleokung  der  höheren  AnalyBis."    Httllf  18.").' 

Jf.  Tratner:  „Die  KntdeckunK  und  Beffrün<lunp  Her  Differential-  uw\  lutegrnl- 
recbnung  durch  Leibniz  im  Zusammenhange  mit  seinen  Anschauungen 
in  Logik  und  ErlumBtiüstheorie.^  Bern  1908.  Ii»ug.-Di8S.»  vmh. 
als  T^l  XLVII  der  „Bpmer  Studien  der  Philosophie  und  ihrer  Ge- 
schichte". 


Digitized  by  Google 


Abrül  Uber  den  ii^ntwicklungsgai)^  der  iUfterenüai-  imd  lot^pAlreciuiong.  451 


Vomtelliuigen,  welche  wir  in  der  DiHerentUl-  und  Integralrechnung 
gefondeii  hftbeii,  b^egnen  wir  sehoii  hei  den  alten  Grieohen,  denn  sie 
traten  natuigem&B  auf,  aohald  ee  sieh  um  Untenuchungen  an  krumm- 
linig  begrenzten  Figuren  in  der  Geometrie,  insbesondere  um  Fliehen- 
bestimmungen  an  solchen  handelte.  Mannigfache  Wege  wurden  Ter« 
sucht  und  die  Bahn,  die  man  schließlich  einschlug,  war  die  denkbar 
natürlichste. 

Man  kannte  aus  der  klassischen  Geometrie  —  deren  bekannteste 
Vertreter  uns  m  Pffihagofa»  (um  582—607  t.  Chr.),  Euüid  (um  900 y.  Oa,) 
inAAnhimedta  (um  287 — ^212  v.Chr.)  bekannt  sind  — die  Berechnung  der 
geradlinig  begrenzten  Figuren  der  Ebene  und  ebenflächig  begrenzter 
Körper  im  Räume.  Wollte  man  also  krummlinig  begrenzte  Figuren, 
z.  B.  ihrem  Flächeninhalte  nach,  bestimmen,  so  hatte  der  Weg  nach 
altbewährter,  geometriBcher  Mi  tluxle  vom  Bekannten  zum  Unbekannten 
zu  gehen.  Es  mußtr-n  also  die  krummlinig  begrenzten  Figuren  durch 
geradlinig  begrenzte  bei  gesetzmäßiger  Annäherung  zu  eireichen  ge- 
sucht werden. 

Deutlich  erkennen  wir  dies  an  der  viel  zitierten  Bestimmung  des 
Flächeninhaltes  eines  Parabel >;e(:rniente9  bei  Archimedes  von  Syrakus. 
Auf  zwei  Wegen  gelangt  er  /.um  Ziel : 

Erstens  mittels  ein-  und  umfi^eschriebeiier  Trajjeze  bzw.  Drei- 
ecke, mit  lÜife  deren  8urame  er  beweist,  daß  der  l'lächeninhalt  <\cs 
Parabelsegmentes  dem  '  |-faehen  des  Fläoheninhaltes  eines  fre\vi.s.sen 
Dreiecke«  sich  nähert.  Kr  geiil  dabei  Norsiehtig  /.u  Werke,  indem  er 
zeigt,  daß  jener  j)aral)()li.seh(*  Abschnitt  weder  kleiner  noeh  größer  st^n 
kann  als  ^/j  jenes  Dreieckes.  Kvai  <lann.  naeluiein  sonnt  in  trewisser 
Weise  die  Existenz  de»  Flächeninhaltes  nachgewiesen  wenden  war, 
folgt  seine  Bestiniumiig  als  "  .  ehies  Dreiecks,  welches  mit  ihm  gleielie 
Sehne  und  gleiche  Höhe  hat. 

Zweitens  konstruierte  er  ein  Polygon,  dessen  leiten  sich  immer 
mehr  dem  Parabclbogcn  anschmiegen  und  zwar  so,  daß  sich  zeigen 
läßt,  daß  die  Summe  der  übrig  bleibenden  Abschnitte  des  Psiabel- 
s^gmentes  über  jenes  Pölygon  kleiner  gemacht  weiden  kann,  als  jedes 
beliebig  kleine  £1achenstück,  d.  h.  daß  man  also  den  Fehler  beliebig 
klein  machen  kann  oder  mit  unserer  Bezeichnungsweise,  daß  der 
Flächeninhalt  jenes  Parabelsegmentes  die  Grenze  des  Flächeninhaltes 
jenesPolygons  ist  bei  in  bestimmter  Weise  gesetzmäßig  vermehrter  Seiten- 
anzahl (hier  Verdoppelung).  Indem  nun  Archimedes  eme  geometrische 
Beihe  au&tellt,  deren  neue  hinzugefügte  Glieder  die  Vergrößerung  des 
Flächeninhaltes  bei  Vermehrung  der  SeitenzaJil  des  Polygons  angeben, 
vermag  er  schließlich  den  Wert  zu  bestimmen. 

Im  vierten  Jahrhimdert  n.  Chr.  hat  Pa  ppu«  von  Alexandria,  wenn 
auch  nicht  neue  Wege  gezeigt,  so  doch  die  Reihe  bekannter  Sätze  durch 
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Anwendung  des  Enklidiaolien  und  Aiehimeduoheii  Verffthiens  erweitert, 
wenn  auch»  wie  wir  bei  CMardl  feeen,  Schilfe  der  Beweiflffihmng  bei 
Sxm  feUt. 

Spätere  Gelehrton  haben  die  Sache  vid&oh  nur  kommentiert,  oft 
nur  in  philoeophiflohera  Sinne,  wobei  dann  mathematisch  niehte  Neues 
resultierte. 

„Brat  ak  mit  Einbruch  der  türloBchen  Hocden  in  Europa  die  ge* 
lehrten  Gnechen  eine  Zufluehtsst&tte  im  westUehen  Europa  suchten 
und  zugleich  die  Kenntnis  der  griechischen  Sprache  verbrnteten,  wurde 
die  Aufmerksamheit  der  Abendlander  auf  die  Meisterwerke  ihier  Lite- 
ratur gdenkt  und  es  begann  das  Studium  der  Geometer  des  gciechiscfaen 
Altertums  unmittelbar  aus  den  Quellen." 

J)cr  Weg,  den  diese  Mathematiker  benutzten,  war  der  der  Griechen, 
aber  die  mathematische  Strenge  eines  Ärchimedes  wurde  nicht  mehr 
eingehalten.  Immerhin  hatte  sich  so  das  ursprünglich  nur  ganz  spezielle 
Verfahren  zu  einem  allgemeinen,  einer  Methode  umgewandelt,  welcher 
man  bezeichnenderweise  den  ^saaeaExhaußtionsmethode,  zu  deutsch 
Ausschöpfungsmethode')  gab. 

Selbst  Ix'i  Kepler  ')  (1571 — 1630),  der  von  der  Notwendi^rkoit,  den 
Inlialt  von  Weinfässern')  zu  Ix'rechnen,  zu  diesem  Problem  geführt 
wurde  sehen  wir  nicht  die  von  den  Griechen  geforderte  Exaktheit. 
AUenlnigs  verweist  Kepler  für  die  strenge  Beweisführung  nui  Archimcdeji . 
Es  scheint  immerhin  auch  gut  gewesen  zu  sein,  daß  der  Phantasie  ein 
wenig  Spielraum  gegeben  worden  war,  \\enn  auch  dabei  Fehler  unter- 
liefen; denn  durcK  erstere  wurde  das  ühuiigsleld  erweitert  und  die  Not- 
wendigkeit, eine  sicher  fundierte  allgemeine  Methode  zu  schaffen,  mußte 
sich  nur  mehr  aufdrängen. 

Das  Verfahren,  welches  Kepler  einschlug,  zeigen  die  folgenden 
Ausführungen: 

Um  z.  B.  den  Fl&cheninhalt  des  Kreises  zu  beetinunen»  belaschteto 
er  ihn  als  die  Summe  sehr  vieler,  sehr  sohsialer,  gleichschenkliger  Brei- 
ecke, deren  Spitzen  alle  im  Mittelpunkt  des  Kreises  liegen  umd  deren' 
auf  der  Peripherie  befindliche,  immer  krumme  Grundlinien  er  sich  neben- 
einander aufgetragen  dachte.  Nimmt  man  diese  krummlinigen  Stfioke 

Au»8chöpfung  drr  l<rummlinig  Ijogrenzton  Linien,  Flüchen  rnler  KöqKT  durch 
geradlinig  begrenzte,  indem  man  sie  in  immer  weitergehender  Annäherung  bis  zu  be- 
liebig kleinem  Best  durah  in  ihren  Grenzen  erforschte  geradlitiige  Gebilde  „ausschöpfte**. 

•)  Johannes  K  epleriat  uns  als  Entdecker  der  Planetengesetze,  durch  die  noch  viel 
Inxlcutendercn  Leistungen  auf  astronomischem  Gebiet  bekannt,  noboren  in  Weil  (Würt- 
temberg), studierte  in  Tübingen  Theologie,  wirkte  als  Lehrer  für  Mathematik  und  Mond 
nm  Gjrmnasium  zu  Graz,  später,  zuerst  als  Grehilfc  des  Astronomen  Tffdio  Brahe,  in 
Prag:  un verschuldet  und  diircli  politische  Verbiilf nisso  in  Coldnot  geraten,  nahm  er 
eine  i/chrstcUe  in  Ldtiz  an,  flüchtete  als  Protestant  nach  Ulm  und  starb  in  Kegensbutg, 

Ifovo  Oerwmetria  dolwrum  vinarionm  („neue  Stereometrie  der  Weinliner**), 
Um  lOlü. 
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genügend  klein,  so  kann  mau  sie  durch  geradlinige  ersetzt  denken  und 
dann  ergab  sich  für  Kepler  als  Resultat  dieser  Zu.saiuiuensetzung  eine 
gt^rade  Linie,  deren  Lange  gleich  dem  Umfange  des  Krei«es  war.  Er 
konnte  so  den  Inhalt  desselben  gleich  demjenigen  eines  Dreiecks,  dessen 
Basis  gleich  dem  Umfang  und  dessen  Höhe  gleich  dem  Radius  des 
Ivxeises  war,  setzen. 

Analog  setzte  Kepler  den  Kagelinhall  am  selir  vielen  Kegeln  zu- 
saanmni»  deren  GnmdflSchen,  vri»  er  aidi  avsdraokte,  „Funkte  ver- 
treten**, wodurch  jedoch  die  krumme  FUiobe  derselben  wjederum  stets 
nur  angenähert  durch  die  ebene  ersetzt  werden  kann.  Schon  bei  ihm 
tritt  gelegentlich  der  Gedanke  auf,  daß  man  eigentliob  dieser  Dreiecke 
bzw.  Kegel  unbegrenzt  viele  nehmen  muß. 

Den  Gedanken  der  Zerlegung  f Ohrte  dann  der  Italiener  Cavalieri  ^) 
(1608 — 1647)  in  seiner  „Methode  der  Unteilbaren'* aus,  ja,  wie  schon 
der  Name  seiner  Methode  angibt,  geht  er  bewußt  noch  weiter  als  Kepler, 
indem  er  die  Kotwmdigkmt  des  Zurückgehen«  bei  der  Zerlegung  in 
kleine  Teile  bis  auf  in  einer  (Linie)  oder  zwei  (Elaohe)  Dimensionen 
unausgedehnte  Gebilde  erkennt  und  verbindet  bereits  damit  die  Idee 
der  Bewegung,  des  ,, Fließens",  um  aus  den  so  erhaltenen  letzten 
Zerlegungselementen  wieder  rückwärts  die  Fläche  oder  den  Körper  zu 
erhalten.  Aber  Cavalieri  vermochte,  als  an  ihn  insbesondere  im  Streite 
mit  QvMin  die  Notwendigkeit  herantrat,  seine  Methode  zu  begründen, 
dies  nicht  restlos  zu  leisten. 

Von  einer  andeiXTi  Seite  nähorte  sich  der  Metiiode  der  Differential- 
rechnung der  Franzose  Fermnf'^)  (1601 — 1665).  Er  l)eschäftigte  sieh 
mit  Maxima-  und  Mitiinia-1 'ragen.  Dabei  wejidf't  er  IxT^^its  ein  Ver- 
fahren an,  welches  Im  im  Durchlesen  uns  an  manche  lux-h  heute  ver- 
wendeten VorstellufigaweiBeii  erinnert.  Damit  dies  erhelle,  zitien'u  wir 
aus  Cantors  ,,Ge^hichte  der  Matiieniafcik"  "*)  die  nachfolLrende  »SteUe, 
nach  welcher  Fermit  seine  Methode  etwa  fulL'eadermußen  schildert: 

,,Man  setze  in  dem  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zn  machen- 
den Ausdrucke  statt  der  Unbekannten  A  die  Summe  zweier  Unl>ekaimten 
A  -\-  E  und  Ijetrachtc  die  Ijeiden  Formen  als  annähernd  gleich,  wie 

HoHuvcaturn  Oavalitri,  von  lt)29  an  Professor  der  Muthematik  in  Bologna. 
')  „Gtometria  itidivüibüibus  coniinuorum  nom  quoiam  ratimte  promata**  [Oben.: 

..Ein«*  rtpup,  )>U*ich8am  diircli  die  Vernunft  L'efördcrfe  Gleometrie  durch  die  Unttilbaren 
der  Zusammenhängenden"  (des  Kontinuuma)J  kun  auch  ,fdie  Inäiviäibilitn^' 

')  Picrr (  de  Ftrmat,  auch  gerne  als  erster  ErschlieOer  dieser  Rechnungsmethode 
genannt»  einer  der  enteu  Mathematiker  Fraakreichs,  ist  in  Beaumont  de  Lomagno 
bei  Touloofle  ab  Sohn  eines  I^ederhändlers  geboren;  widmete  sich  zuerst  Rechts- 
Studien,  wurde  163L  Parlamcntsrat  in  Toulouse,  1638  geadelt,  starb  in  Caatns. 
Er  ist  uns  auch  bekannt  durch  den  von  ihm  aufgestellten,  naeh  ihm  benanaten  Fecmat' 
sehen  Satz. 

«)  Cünim:  loc.  cit.  II.  Bd.  1892,  S.  783. 
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Diophniit  sagte  [adarquatur.  iit  loqiiitur  ])iophantu,'<^)  ].  Ist  die  an- 
HÜherndo  Glcichsctzimg  vollzogen,  so  streicht  man  auf  beiden  leiten, 
waa  zu  streichen  ist  und  behält  dadurch  lauter  mit  E  behaftete  Glieder. 
Teilt  man  durch  E  and  streicht  iiJndMin  wiederholt  [eZscKafilifr*)]  die  E 
noch  enthaltenden  Glieder,  so  hleibt  endlich  die  Gleichung  übrig,  welche 
den  Wert  von  A  liefert,  der  das  Maximum  oder  Minimum  hervorbringt/* 
In  Zeichen  geschrieben,  welche  Fermai  und  seine  Zeit  noch  nicht 
kannten,  sagt  Oantor,  heißt  die  Vorschrift,  man  solle  A  aus 


«0 
jjr»o 


l        "E  ' 
suchen,  oder  also  besser  aus: 

dF{A)  ^ 
dA 

Im  ersten  Beispiel  von  Fermat  soll  B  in  zwei  Teile  zeriegt  weiden, 

welche  das  größte  Produkt  geben,  oder  wie  dieses  Beispiel  in  den  heutigen 
Lehrbüchem  der  Differentialrechnung  lautet:  Unter  allen  Bechteehen 
mit  gleichem  Umfange  9(M  daqenige  mit  größtem  Flächeninhalt  gesnoht 

werden." 

Die  erste  Annahme  wählt,  heißt  es  bei  Cnntor,  die  Teile  A  und 
ii^  —  ^;  die  zweite  A  -\-  E  und  K  —  A  —  E,  Man  muß  also  nach  der 
allgemeinen  Vorschiift  FermaU  setzen: 

A{B-  A)=^{A+E){B^  A-E) 

odet 

AB  -  A*  ^  AB  -  Ai  -  AB     BB  -  AE  -  E» 
Was  zu  streichen  ist,  gestrichen,  gibt: 

Nach  Division  durch  B  bleibt: 

0^B-2A-E 
Nun  wird  E  gestrichen  und  man  erhält  als  Resultat: 

0^  B-  2A 

oder: 

"-1 

Aueh  auf  die  Rektifikation  (Rofrenlängenbestimmuug)  von  Ivurven 
wendet  Fernml  diesen  GeUaukcugaug  an. 

>)  Cliei>.  „gleichgestellt  (vergUchea)  wiid,  wie  DiupJtant  sagt'". 
-)  rbpTM.  .^terauflgoütoßpn,  hprau»gi't rieben". 
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Neben  Fermat  sind  es  namentlich  noch  zwei  Franzosen  Roher- 
val^)  und  PascaU),  welche  in  jener  Zeit  viel  zur  Elrkenntnis der höheinn 
Analysis  iHMtnijjen,  von  'Iriien  crsterer  schrieb: 

Par  tont  ce  dimourn  on  }H  ut  comprendre  que  la  multiiudf  iiijtnie 
fi*>  jx)irits  ae  preiid  povr  unc  iniinitf'  de  peiites  ligrirs,  et  compose  ia  ligne 
mutiere.   L^injiniW  de  lignes  represfvte  Vinjinilf  de  jxtitefi  f^^rperjicies 
campofiivt  Ifi  suju  rficic  totale.  Uinfinitt  de  snper/icies  represenU  TinjiniU 
de  jxtits  .sulidis  qui  composcni  en.'fdnble  le  solide  totale''*. 

Seine  Auffajsüung  wich  von  derjenigen  Cavalieris  insofern  ab, 
als  er  sich  dagegen  verwahrte,  wie  jener,  TJngleichartiges  in  direkten 
Vergleich  zu  bringen,  indem  num  die  Linie  aus  Punkten  (statt  aus 
kJeinstcii  Linien),  die  Fläche  aus  Linien  (statt  aus  kleinsten  Flächen), 
den  Körper  aus  Flächen  (statt  aus  kleinsten  Körperteilchen)  entstehe 
lasae.  Dies  stand  aach  in  gewiami  Wideraprach  zu  Paacalt  vebfaer, 
ohne  sie  za  veiandem,  Punkte  m  Strecken,  Linien  zu  Flachen,  Fladien 
zu  Körpern  hinzulQgen  zu  können  glaubte.  In  seinen  Schriften  gab 
letzterer  viel  Anregung  zu  neuen  Gesichtspunkten  und  ist  ihm  u.  a.  d«r 
unbewußte  Hinweis  auf  das  chaiakteristiBche  Dreieck,  das  wir  noeh 
heute  im  „Differentialdreieck"  Tiel  verwenden,  zu  danken. 

Es  wurde  also  schon  zu  jenen  Zeiten  mit  Größen  geiechnet,  die 
so  klein  sind,  daß  sie  gegen  endliche  Größen  vernachlässigt  weiden 
können.  Auch  die  Zerlegung  der  krummlinig  begrenzten  Hache  in 
aftbniAlA  Streifen  und  dee  krummlinig  begrenzten  Körpers  in  dflnnste 
Scheiben  kegelförmiger  oder  zylindrischer  Gestalt  war  b^annt.  Wohl 
8ah  man,  insbesondere  CawUteri,  ein,  daß  die  Bestimmung  der  LSiige 
einer  krummen  Linie,  Kurve,  o<ler  des  Flächeninhaltes  einer  krummen 
fläche,  indem  man  sie  aus  geradlinigen  bzw.  ebenen  Elementen  durch 
.Summierung  zusammengesetzt  gedacht  hat  —  wobei  die  geradlinigen 
Elemente  kleine  Bogenstücke  und  die  ebenen  JBlemente  kleine  iStücke 
einer  krummen  Fläche  ersetzen  sollten  —  bis  auf  unbegrenzt  kleine 
.solche  Elemente  ziinickf^ehen  mfisse,*  weil  sonst  ein  Fehler  begangen 
werde.  Ja,  man  erkannte,  daß  dieses'  Zurückgehen  bis  auf  den  aus- 
dehnungslosen  Punkt  sich  fortsetzen  musstv  aber  man  konnte  nicht 
einsehen,  wie  aun  einer  solehen  Summe  von  a  u sdch nungs- 
losen  Elementen  wieder  eine  ausgedehnte  Liaie  oder  Fläche 
werden  könne. 

*)  Seiu  eigentlicher  Name  ist  Gile»  Pcrsont  {Perwnkr)  (1602 — lt)7ö),  in  einem 
Dorfe  RobemU  im  noidwestUcheii  FmücKidi  geboren,  nach  dem  «r  Ftrsone  de  Robenal 
•  "der  spüfcr  kurz  Robprinl  rrcnannt  wurde;  war  in  PnrtA  zuerst  am  Colligo  St»  Ctoffttis 
Professor  der  Philosophie,  dann  am  Coli  ge  Royal  für  Mathematik. 

*)  Blaite  Pa«ea^  (1023 — 1662),  bekannt  auch  ab  Exfinder  einer  Rechenmaadiine, 
durch  das  Pa.scnta^e  Dreieck  und  den  P;is(  hI'^<  lu  n  Satz  (Pawcalsches  Sechseck);  Bchricb 
schon  mit  16  Jahren  ein  Werk  über  Kegelttcluütte,  kam  1631  von  Clermoot  in  der  Au- 
Teigne  nach  Paria. 
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80  ist  eö  denn  die  Zeit  der  ersten  Hälfte  des  17.  JahrhiuidertB, 
welche  als  das  Zeitalter  der  frucht))  ust^n  Förderung  der  Idee  einer 
lufmitesinialn  c  liHuim  /-u  gelten  hat,  in  welcher  Geburtszeit  zuerst  Auf- 
gaben aus  (U  r  la  ute  als  Integralrechnung  bekannten  Disziplin  behandelt 
wurden  {Quadratur,  Kuöalur),  denen  sich  alsdann  solche  aus  der  Diffe- 
rentialrechnung {Maxima  und  Minima,  auch  vielseiLigc  Beschäftigung 
mit  dem  Tangentenproblem)  anschlössen. 

AUe  diese  Ideen  haben  nnn  yewtan  und  I/eibni»  snsamiiien- 
ge&hBt  und  eine  etnoge  Grundlage  für  die  in  difleen  Keimen  enthaltene 
dgentKohe  Differential-  und  Integralrechnung  geschaffen^). 

tßaak  Xeiüttm-)  (1643—1727).  der  große  Astronom  und  Mathe- 
matiker, vor  allem  bekannt  durch  seine  Entdeckung  tles  Gravitations- 
gcsctzes,  kam  sowohl  durch  das  Studium  des  Werkes  von  Wallis^): 
„Arithmetica  Infiuiiorum"  ')  (1655)  als  auch  durch  seinen  sieh  fjanz 
besonders  Bewegungsbetraciilungen  widmenden  Lehrer  Barrow  ')  auf 
die  Methode  Cavalieris,  wobei  zu  beachten  ist,  daß  Barrow  ein  Ver- 
ehrer der  Methode  Cavalieris  war.   Wir  begreifen  daher  auch,  daß 
Ntwton  von  der  Bew^ung  ausging  und  sich  als  Au^be  stellte, 
aus  den  bekannten  in  verschiedenen  Zeiten  durchlaufenen 
Wegen  die  Geschwindigkeit  und  umgekehrt  aus  der  Ge- 
schwindigkeit zu  verschiedeneu  Zeitmomenten  die  Bewe- 
gungsbahn eines  Punktes,  die  in  einer  gewissen  Zeit  durch- 
laufen wurde,  zu  bestimmen.  Biese  der  seinen  Bew^gun^eine 
entnommenen  Begriffe  übertrug  er  dann  auf  alle  mathematisehen 

VorharKh-rtp  Schriftoii  lasHcn  Ntuton  mit  dem  Jahre  1606/66  (in  Cambridm  ), 
Leibnil  mit  dem  Jakrc  1Ü7^  zur  Zeit  »etue«  Pariser  Aufenthaltes  alti  Erfinder  dieser 
Redumiig  deuten,  deren  Prinzipien  Newton  anno  1687  in  der  Schrift  „Phüoaophiae 
naturalis  principia  mathematica"  [Übers.:  ..Di«-  mathem.i(ischf»n  Anfäns^e  d»»r  Philosophie 
der  Natur  (Naturphiloeophie)"]  nur  andeutuugaweiae,  Leibniz  dagegen  nach  Wort  und 
Sdi^  klar  und  d«irtBoh  festgelegt  mit  den  Omiidregeln  bereite  in  der  Abbaiid- 
iung:  „Nova  methodm  pro  maximis  ei  miniwi^,  Ut  mquf  Intufi  ufihufi.  quac  nec  fractag 
nee  irrationale«  quantitaiea  moratur,  et  singulare  pro  iiiis  calctdi  geniu^'  (Übors. :  ..Eine 
neue  Methode  für  die  Maxima  und  Minima  und  ebenao  für  die  Tangenten«  welche  sich 
veder  aus  den  gebrochenen  noch  aus  den  irrationalen  Quantitäten  etwas  macht  und 
welche  für  jene  die  eigentümliche  (ausgezeichnete)  Art  der  Rechnung  ist**)  in  aiw^ 
gesprocbeuster,  ausführlicher  und  allgemeiner  Weise  veröffenUichte. 

*)  In  WodaChorpe  bei  Gruilluun  in  En^and  geboren,  bezog  er  1860  das  "Mnity- 
College in  Cambridge,  wo  er  seit  1663  canz  iintor  dciti  Kirflnt'  von  Barrow  etnnf?,  rlr-  t  ti 
Nachfolger  er  anno  1669  wurde.  Von  1696  in  politischen  Ämtern  tätig,  wo  er  üi^erdics 
▼id  in  HiBhelligkciten  TerwioheH  war»  gab  er  «eine  Lehitäti^nt  1701  auf,  wuide 
Mänzmeiater,  Pariamentamitglied,  Vonitiender  der  Royal  Society,  1706  in  den  RitCer- 
■tand  erhoben. 

John  WaltiJi  (1616—1703).  seit  1646  Profeesor  der  Geometrie  an  der  Vni- 
TewitJit  Oxford. 

•)  rix  rs.:  ..Arithmetik  der  Unendlidien". 

•)  leaac  ß'irrow  (1630—1677),  von  ltW3  bis  i6«it>  Professsor  der  Mathematik 
am  Trinity  College  in  Cbnibridge. 
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Orößen  oder  Quantitäten»  um  auch  auf  sie  die  Prinzipien  der  anhand 
r!er  Bewegung  gefundenen  sog.  Fkucionsrechnwt^  anwenden  zu  können. 
Wie  dies  gemeint  ist,  charakterisieren  wohl  am  besten  die  Worte 
^adauriius  ^) ,  die  in  deutscher  übersetzunc^  folgendermaßen  hinten: 

,,L'm  a6er  in  der  Oeometrie  (im  Gregensatz  zur  gemeinen  Arithmetik» 
mit  Addition  imd  Division  von  Zahlen  nnter  sich)  alle  Abstufungen 
(ler  Größe  erzeugen  zu  können  und  dadurch  eine  Methode  zu  finden,  ihre 
Rigeiischajitn  aus  ihrer  EnlMehunq  herzuleifpn,  nehmen  tvir  a»,  daß 
(überhaupt)  die  malhenuitischen  Großen  durch  Bewegui\g  vergrößert 
oder  verklemert  oder  ganzlieh  erzetigt  imrden,  oder  durch  ein  beständiges 
Fließen,  das  der  Bewegung  gleichkommt.  Die  so  erzeugte  Ckößt 
Jließ  und  heißt  Fluente  (Fließende). 

So  ujerden,  immer  unter  Animhme  ei?ie^  ghichjoT/iugen  Fließ' ns  ' 
der  Zeit,  FAnien  erzeugt  durch  die  Beioegung  von  Punkten,  Flachen  durrji 
die  Bewegung  von  Linien,  feste  Körper  durch  die  Beuxgung  von  Flächen, 
Winkel  durch  die  Drehung  ihrer  Schenkel.  Die  Oeschwindigkeit,  mit  der 
eiu4'  Linie  ,,f ließt' \  ist  die  nämliche,  toie  diejenige  des  Punktes,  voji  dem 
angenominen  wird,  daß  er  sie  erzeuge  oder  beschreibe.  Die  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  die  Fläche  „fließt'',  ist  die  gleiche,  wie  diejenige  einer 
gegebenen  gemden  Linie,  die,  indem  sie  sich  parallel  xu  aieh  sdbH  bewegt, 
einen  nehkn  Winhd  eneugt,  der  immer  gikieh  mI  dieeer  Fläche.  Dm  Oe^ 
eehwindigkeH,  mü  todeher  ein  Körper  „fließt,  iel  der  ufeieke,  wie  die- 
jenige einer  gegebenen  ebenen  Fläche,  wkhe  eieh  pairaUd  2U  ei^  etXbet 
bewegend  naeh  Anmakme  ein  gerodet  Prima  enseugt  oder  einen  ZuUndert 
der  immer  dem  feeten  Körper  gkieh  ist"  vaw. 

„Die  Oeeehwindigkeii,  mit  welcher  eine  Größe  (llberiiaiipt) 
in  federn  ZeUmomenl,  in  wekAem  man  sie  enieleken  läßt,  ,JließV\  heißt 
Flvxion  *);  eie  wird  mmimI.  immer  durch  die  Zu-  oder  Abnahme  gc' 
meeeen,  wdche  dieee  Bewegung  in  einer  Zeit  erzeugt  hätUt  wenn  eie  eeü 
dieeem  Moment  gleichförmig  ohne  Beechkunigung  oder  Verzögerung  fort' 
gesetzt  worden  wäre"  usw. 

Um  anzudeuten,  daß  von  einer  Gr&ße  die  Fluxion  genommen 
wertlen  soll,  setzt  Newton  über  dieselbe  einen  Punkt;  so  bedeutet  z.  B. 
y  die  Fluxion  von  y.  Soll  die  Fluxion  von  der  Fluxion  genommen 
weiden,  bo  gibt  er  dieses  an  durch  zwei  Punkte:  yi  in  Fortsetzung  be- 

zeichnet  er  als  dritte  Fluxion  von  y  und  als  die  erste  von  y  die  OrOOey  , 

•• 

und  schreibt  weiter  y  ,  'y^)  usw. 

^)  Entnommen  iiu.«<:  „Tratte  des  Fluxion«;  par  M.  Colin  Maclaurin,  Professtur 
de  Mathimatique  daM  V  Univtrsite  d'' Edinbowrg.  Traduit  de.  rAnglois,  par  Ic  R.  P,  Pt- 
Zenas,  Jesuite,  ProfetHw  Jloyof  i'H^ogrofkie  ä  ManeilU.  Parit  MDOOXLIX  Tome 
Premier"  p.  6.  7. 

')  Dieses  Wort  wurtie  zum  erstenmal  uuno  it}87  aus  deu  „Prinzipien''  öffentlich 
bekannt 

*)  Diene  Schreibweise«  in  der  er  lange  »chwankte,  wurde  erst  anno  1698  bekannt. 
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In  gleicheiii  .siünf  spricht  sich  eine  noch  etwas  weiter  zurück- 
geheiido,  ebunfallK  fraii/rsi'^chf»  f^bersetzung  nach  der  1736  von  John 
Colson  erschienenen  englischen  t^bersetzung  des  Newtonst  hen,  in  latei- 
nischer Sprache  abgefaßten  Miinuskriptes*)  aus,  welch  letzteres,  ver- 
mutlich von  1671,  mit  wahrscheinlicher  nachträglicher,  teilweiser  l'm- 
arbeitiHig,  al.s  die  eigentlieho  Grundlage  der  diesbezüglichen  Forschungen 
Newtons  zu  betrachten  ist. 

Wir  lesen  in  dieser  französischen  Übersetzung*): 

„. . . .  et  c'e/t  de-lä  que  fai  dans  et  qni  juit  confidere  Ua  QuatUiUa  comme  ^hj- 
duüe»  par  ime  att^mcfifattbi»  oonlmiielle  d  Ja  moMurt.i^  PEppaee  que  dierü  wn  corpA 
«n  mouvement. 

Mais  comm>:  noris  narons  jxi.^  bcsoiti  dt  mn.'fiffrrcr  iri  le  trws  niitrcmrnt  qve 
commr  rxj^rimc  et  me/'ure  par  tin  mouvement  loral  uniforme,  et  quoutre  ceia  novs 
ne  pouvoHs  jamais  comparer  enfembU  que  dts  QuatUüea  de  rniim  genrt,  non-plus 
que  teure  vüeffee  d^aeeroiffemeiU  4t  de  d/mmuHai^  je  n*aurai  deme  ee  qui  fvü  enteun 
egard  au  teme  con/idtre  proprement  eonme  td;  maie  je  suppoferai  que  Vune  dee 
Quantitea  projxffe.es  <fc  mittle  gmrc  doit  augmetiter  par  vnr  Flurton  niii forme;  ä  la- 
qttelle  QuarUite  je  rapfMtrterai  Und  U  reße  comme  fi  c'etoü  au  tems;  dorn  par  Ana- 
logie cette  quaniite  peut  avec  rai/'on  recevoir  U  not»  de  tems;  ainfi  quand  dane  la  fuüe 
pour  dtmmer  dee  itUee  fäne  dcdree  cf  jbIim  di/tencteet  je  nte  fenkai  du  mot  „Teme^,  je 
n'erUend«  jamais  le  tems  proprement  ptie  eomme  tel,  maie  fetdement  une  autre  Quan- 
tüe  par  VaugmerUation  mt  Fluxion  de  laqvrUp,  Ic  teme  peut  Ure  exprime  et  mesure. 

Tappellerai  „Quaniitie  Fluentes",  au  eimplanent  ^^Fluentes"  cee  Quan- 
HUe  que  je  con/iden  eomme  mugmetnUu  gmthuUemeiU  ei  nut^viuniemt,  je  U»  reiprUen- 
Ured  pair  lee  demiene  h^bm  de  PÄlpluibd  VtX,pdz  four  iee  dißittgwr  dee  mitree 
qtiarüUU  qui  dans  les  Equations  font  confsiderees  comme  connuee  et  determinees  qü'&n 
reprefsenfe  par  le.'i  Lettrcs  initiales  a,  b.  c  efc  et  je  rcpresenterai  par  Ics  7tien}fA  dcrnierrs 
Lettres  furmontees  dun  point  v,  x,  y  d  z  Icji  inte  ff  es  dont  les  FlucrUes  stnU  auffm^ntees 
par  le  mouvemeni  qui  lee  produü,  et  qm  par  confequent  on  pexä  appeller  ^tFlnxione**. 
Amfi  pour  la  Vüesse  ou  Fteaeitm  de  v  je  nuUrai  et  pour  lee  vUeffee  dex,  ff^  z  je 
meUnU  if  ff,  z  refpeeUvement,*' 

Oitttfried,  Wmefm  wm  Leitniz*)  (1646—1716),  berOhmter 
Mathematiker  und  ^ülosopli,  einer  der  größten  und  umiBssendflten 
Gelehrten,  ging  dag^;en  von  dem  geometrischen  Problem  aus,  daa  da- 

')  ,,M>thodus  fluxionum  et  «enervm  tit/«näar»m"  (Methode  der  Fliuionen  und 
uneod liehen  Reihen). 

2)  Vgl.  „La  Methode  dts  Fluxions  et  des  Suites  infinies.  Par  AI.  leChevalier  Newton. 
A  Parte  ehee  De  Bure  Faiui  MDOCZV  p.  21. 

Stammend  nti«  oincr  n\\9.  Polen  eingewanderten  Familie,  war  er  8ohn 
eiue»  Jurittten  imd  Profetiäors  der  Aloralphilosopkie  in  Leijoig»  wo  er  als  frühreifer 
Student  sdion  mit  16  Jahren,  1661»  die  Univenit&t  besogr  und  eich  mnfti^t  philo» 
sophischen  Studien  widimlv;  L'ini:  fi.ild  kiir/.e  Z<i(  nacli  Jcnn.  um  dort  bereiti» 
üelbständig  begonnene  mAhematiächc  Studien  fortzufietzcn;  erwarb  sich  1664  in 
Leii)7.ig  die  philosoiihisehe  Hngisterwüide  und  promovierte  16iB6  in  Altdorf  (b.  Nfim- 
Vtcrg)  zum  Doctor  beider  Bechie*  aftohdem  er  in  Leipzig  ToAer  wegen  zu  jugend- 
lichen Alter»  abgewiesen  worden  war.  Im  Jahre  1072  kam  er  in  |x>!itischen  Auf- 
trägen nach  Puriä,  wo  er  mit  den  damahgen  dortigen  berühmten  Mathematikern  in 
Berührung  kam«  auih  Iluyijciis  kennen  lernt«,  welche  alle  von  größter  Bedeutung 
für  seine  daran  ansehlieUenden  neu  angeregten  mathemati.sehen  Stinlicn  und  l.ei- 
i«tungcn  wurden,  kam  Hil'i  zum  erstenmal,  nach  Bückkebr  von  Pan-s  und  Aufenthalt 
in  Amuterdam.  im  Haag,  in  Delft  und  Hannover  zum  kweitenmal,  1676,  auf  kurze 
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mals  die  Mathematiker  besondere  beschäftigte  und  welche«  die  Aufgalie 
enthielt,  zu  einer  bekanutca  Kur ve  die  Tangente  zu  bestimmen 
und  vor  alloni  die  Umkehmng  zu  lösen,  d.  h.  aus  bekannten  Eigen- 
schaften der  Tangeilte  die  Kurve  zu  finden.  Die  Untersuchung 
dieser  Aufgabe  fühi-te  Leihniz  zur  Conception  eines  allgemeinea 
mathematischen  Calcüls,  indem  er  sich  über  die  rein  geometrische 
Grundlage  dieser  speziellen  Aufgabe  erhob,  durch  die  Einführung  eines 
allgemeinen,  beBtimmten  Begehi  ttnimrcncfenm  ReolmungBveifaiiiens, 
eines  sog.  Algorithmu9,  Diesej  Calcfll  ist  nun  die  Infinitesimal' 
reehnung,  unter  welchem  Namen  wir  Differential-  und  Integral' 
rechnung  auch  zusammenfassen*).  Er  gal»  uns  fi-mer  alle  die  Zeichen 
und  Grundformein  derselben,  die  wir  heute  ausnahmHlos  veruciidcn; 
an  ihn  knüpft  die  moderne  Entwicklung  der  höhercii  Mathematik. 

Eis  würde  uns  hier  zu  weit  führen,  alle  seine  überaus  zahlreichen 
maßgebenden  weiteren  Schriften,  unter  die  auch  sehr  viele  Briefe  an 
befreandete  Geehrte  zu  nlhlen  sind,  su  erwähnen,  die,  in  stetw  Auf- 
einanderfolge, einen  ▼oUstandigen  Einblick  in  die  von  Leihniz  ange- 
stxebte  Aus^^estaltung  dieser  Rechnungsart  zu  geben  vermögen,  oder 
anch  nur  besonders  wichtige  Stellen  daraus  naher  bekannt  zu  geben. 

Wir  beschränken  uns  auf  die  Zitation  von  Jahreszahlen,  die  sich 
auf  das  Eischeinen  von  Schriften  mit  diesbezügUch  hervoiiagendem 
Inhalt  beziehen:  . 

1674,  1675  [fiinfOhrung  des  d-  und  (-Zeichens),  1676,  1684  (Ver- 
öffentlich ung  einer  Abhandlung  ül>er  Dif ferentialreeh  n  ii  m<:, 
die  noch  houte  nach  Sprache  und  Schieil )\vei.se  als  erste  Grundlage 
maßgebend  ist-)].  KiSG  (/-Zeichen  im  Druck),  1687,  1C88— 89,  1690 
(Begründung  und  Verteidigung  des  einfachen  und  höheren  Differential- 
Zeichens),  1692  (Flächenbestimmung  einer  gekrümmten  Obeiflaohe 
mittels  Inf.*Beohng.)i  1693  (Integration  und  viedeiholte  Differentiation 
von  Differentialgleichungen  in  Eeihengestalt),  1694,  1695  (Zahknzdger 
höherer  Differentiation,  am  Produkt  gezeigt),  1696  (Einigung  mit  Joh. 
BemoM  über  die  Benutzimg  des  Zeichens  /),  1697  (Differentiation 
nach  einem  Parameter),  1701  (logische  Grundlage  der  Ihfinitesimal- 

Zeit  nach  London,  ohne  jedoch  Newton  penonlich  können  su  kmen,  um  dann  in 

Hannover  auf  11  .laliif  dir  schon  beim  ersten  Besuch  nngenommenen  Wnlil  mm 
Bibliotheksvoretand  und  Uofrat  nachzukommen.  In  weiteren  hiatomcken  und  ^ki- 
Utisdien  Arbeiten  bemiste  er  Deutochlftnid  und  Italien,  kam  nadi  Berlin,  wo  er  1700 
<li»"  ..Akack-iiiie  der  Wissenschaften"  pründete,  auch  nat  h  Wien;  wurde  1709  gra(Ult  hU 
Freiherr  vonLetbniz.  Nach  stet«  ongestrengtestvr  lie»chäftigungduxobeiDenau8gQdehnten 
BrtefwecbHel,  staatsrechtliche  und  politische  Fragen,  die  oft  durch  kleinere  und 
grofieie  Reisen  unterbrochen  wurde,  beschloU  er  still  sein  Ix*Ik'ii  in  seinem  stets  wieder 
auf  länerre  Z<  it  Hezoifenen  Hannover  im  Jahre  I71('>,  Im  Auslände  hochverehrt. 

^)  Dieser  zusammeufaijscnde  Name  entstand  datlurch,  daii  ui  dieser  Rechnung»- 
BkaHiode  die  unendlich  klonen  (infinit«8imalen)  &hlen  biiw.  OrOfien  «dion  in  ihren 
Anfängen  eine  grundlegende  Rolle  Spielten  (vgl.  S.  247,  404). 
Vgl.  S.  45ti  Anm. 
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reebnung),  1702  (PartiaUinBchseilegung,  noch  deatUobm  Aussprache 
als  aono  1687  lllwr  die  Gvenzbetnuditongea  in  den  Grundlagen  zum 
Infinitwtimaloatettl),  1705  (Kritik  einer  1704  enofaienenen  Newtonaohen 
Dmelmofarift  Uber  die  Quadratur  der  Kurven),  1706  (Leibiiia  aelbet 
Bohreilyt  bezQgl.  „deix  großen  Erfindung  aeinea  Jalirhunderta*':  „Leib« 
Dizaohe  Tnfinitemmalanalyaia",  „jener  analytiache  OaJcül,  den  man 
Differentialreohnnng  und  seine  Umkehmng  summatoriaobe  oder  Inte- 
gralroohnuDg  nennt'*),  1712  {„Ofrwnofio  . . . .;  et  ife  vero  wmu  Metkodi 
inßniieaimaUa**  (übers.:  „Beobachtung . . . und  die  wahre  Art  der 
Methode  des  Unendlichkleinen**),  1713  (Verteidigiuig  gegen  das  Com- 
mereiuni  Epistclicum,  welche  von  einer  englischen  PrüfungskommiBSton 
veifaßte  Druckschrift  ihn  des  Diebstahls  an  Newton  bezichtigt,  wogegen 
er  das  Umgekehrte  behauptet),  1714 — 16  {„Historia  et  origo  cäienU 
differetUiaUa''  [„Gesohiohte  und  Unprung  der  Differentialrechnung*']). 

Da  Leüfmiz  nicht  nur  Mathematiker,  sondern  auch  ebensosehr 
Philosoph  war,  ao  hat  er  nidit  nur  die  run  mathematJsohe  Seite  dieaer 
neuen  Rechnung  behanddt,  sondem  er  hat  auch  aU  die  Vorstellungen 
und  Begriffe,  auf  denen  sie  ruht,  streng  und  tief  erfaßt,  wie  aus  dem 
Studiinn  seiner  fielen  mathematiBchen  als  auch  seinex-  philosophischen 
Schriften  henroigeht. 

Die  ernten  Voriesungen  von  Bedeutung  Aber  Infinitesimalreohnung 
hielten  die  beiden  Basier  Brdder  Jacob  und  Johann  Bernoulii 
(1664—1705,  1667—1748),  von  denen  der  letatere  auch  dem  Pariser 
Marqnid  de  V Hospital  Anregung  gab  sur  Verfassung  des  ersten 
Lehrbuches*)  (nur)  über  Differentialrechnung  im  Jahre  1696  und  spater 
seine  Vorlesungen^)  über  Integralrechnung  anno  1742  im  Druck  herausgab. 

Von  den  späteren  Förderern  dieser  Disziplin  sind  vor  allem  noch 
zu  nennen  Christian  Wolff^)  in  Halle  (1679 — 1754),  der  Basler  Leon- 
hard Euler*)  (1707—1783)  und  die  ebenfalls  bedeutenden  französischen 
Mathematiker  Joseph,  Louis  Lagrange^)  (1736 — 1813),  Silvestre, 
Frangois  Lacroix^)  (1765 — 1843),  Augustin,  Louis  Cauchy"^)  (1709 
bis  1857)  und  Simeon,  Denis  Pois.son^}  (1781—1840). 

„Analyse  des  infiniment  jittUm  ptmr  VitUeUigoicc  dts  Lignes  erturhes." 
')  „LeetioMS  mathcmaticae  de  tmliuxio  iniegraiiam  aUiüique.''  (Matheiaatisulio  V  ur- 
Imunfen  über  die  Methode  der  Integrale  und  Mideres). 

3)  ,,Elt  metiIa  mathrseos  universae".  Vorlef«nng,  erschienen  1710,  2.  Aufl.  174'-' 
f,Introductio  in  analysU  in^initorum."  Iiausanne  1748,  2  Bde.  —  „IndtitvOotat 
eakvU  üffenniiati»",  Beriin  1765,  2  Bd«.  —  „InttUutimie»  eakmli  integratUt\  Fttten- 
butg  1768—70. 

')  Vgl.  S.  364,  Anm.  —  Auch  ,,Mfmniqm  analytique",  Paris  1788. 

•)  Vgl.  S.  405,  Aum.  —  Auch  „Truite  äementaire  du  oalcul  diff^rentid  et  integral"^ 
(„Dt  r  kleine  LftOoix"  genannt)  Paris  1797,  *2  Bde. 

" )  „LefoftJf  avr  If^  nfjtliealiom  du  mlctd  in finiUsimal  ä  la giomilrie^*,  Piaris  1826—28, 
2  Bde.  —  „Le/foM  sur  ie  calcul  difftrentiel",  Paris  1829, 

8)  „Traäi  de  micanique'\  Pwris  1811.  2  Bde.  —  ,,Tkione  nwihemaHtut  de  la 
ehttUur*\  Paris  1835. 


Digitized  by  Google 


Sacli-  und  Namenregister. 

<Die  Zahlen  bedeuten  die  Selteo.  »af  denen  das  betreffende  Wort  zu  flnden  Ut  ;  die  fettgedruckten 
Zahlen  die  der  Definition  bzw.  Einführung  des  Begriffet.) 


.4 

Abblldunisr  der  Zahlenreihe  3, 

Abbildungsort  

Ableitung  35L  3«4.  3M 

endliche   396^  2fiS 

unendliche   396»  3fl8 

Abssisse  145.  150.  162.  163. 166.  171.  173.  177.  tÜfL 

201.  227,  277.  :?42.  370.  371.  393.  39xi 

Abszißsenachse(n)   44/46.  U6,  141^  144^  173^  174,  177/83,  UML 

233/35,  .383.  393.  396.  432.  434.  437.  AAh 
-differenz,  unendlich  kleine  .  .  24S 

..     -kreis  ISÖ 

.,     -linie   177.  178.  IfiQ 

-raaßatiib  145,  140,  llfi 

Abso!uter(fl)  Betrag  106.  III 

Wert  3.4,45,46,48,58,TI,  79.8ß 

„  Zahlfinkontinuum 

Abstand,  beliebig  kleiner  34S 

AbzÄhlbarkeit  von  Mengen  Mi 

Achse  135,164,169,111190,  200/03,  207.  211. 

229.  23Q 

..     erste,  zweit**,  dritte  S2 

imaginäre   47,  247  Anm. 

reelle  41 

Achsendiagramm  ISO,  lül 

-einteilung   233  Anni. 

-koordinatensytttem   144,  234 

-kreuz,  rechtwinkliges  Läl 

..    -richtung  84.  102 

Addition    4,  305,  343,  393,  457 

algebraisclie  22  Anra. 

geometrische  Tg.  83 

Quatemionen,  von     ....  ST  52,  52 

Vektoren,  von  TS.  83 

Zahlen,  zweier  komplexen    .  41 
Zalilenwerte,  absoluter  ...  4,  48 
Änderung  Argumentes,  des,  beliebig 

kleine  3il 

„        Funktion,  der,  beliebig  kleine  34g 
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ÄuSeres  Produkt  73/80 

Affinität   m  20L  202.  ■2fM> 

Affimtatsverhältnis  

Aktionslinie   70,  22 

Aktuell- Unendlichkleine9  

Algorithmus   45^ 

Amplitude,  komplexer  Zahlen  .  .  .  .  41^  48^  äa 

Analysl8,  höhere  III.^üü 

Annäherungskurve  |£| 

ApproxiniationsDiathematik  n,  28^  38,  23«,  231 

ArchimefleJt  451.^52"* 

Argument  |M,136,my4,145,152,180.mm 

19L  205/07.  289.  290,  293  07,  3Q1  Anm.. 
379,  4Ü3  Anm..  41^  iM 

Funktion,  der  115,126,128,132,150,173,2111  279.  28' > 

284.  ML  326.  303 
(Jrenze.  «eine   287 

Argumentonwert  |35,23L2M,29LM.m337,3iL34« 

.     ^  ^         .  349,  365,  380,  410,  42Ö 

Auadehnun^slehre  ßa  Anm. 

Aufdruck,  analytischer  i»5,  196.  370,  321 

Ausgleichung  233 

Ausgleichungskurve  151^  166,  m 

,     "   I«.  168.  172,  183 

axialer  Vektor   8«.  8L  98  107,  113 

Axioni(e),  Anordnung,  der   2^ 

Cantorschcs  ^  2fi 

„      Rechnung,  der  

Verknüpfung,  der  29 

Axonometrie   207.  tll 


Barroxc   456 

BaHis,  Briggsclien  Systems,  des    .   .   .  2t»0 
„     Logarithmensystems,  des    .   .   .         331i  Anm. 

natürlichen  U>g.-System.s,  des    .  1^  ttj,  225 

Bedingung,  hinreichende   4%^^  405.  426 

IntegnibiUtät.  für  die    .  .  4Ii,  i3I 

notwendige   4*43.  426 

 33/35 

BernovUi,  Jacob  460 

BernouUi,  Johann  459^ 

BesselfMihe  Funktion   X27 

 45,  s;i  Anm.,  LU 

Vektor«,  de.  T|,  74  79.  84,  85,  94.  95,  lOL  IM 

skalarer  j| 

Beziehung,  funktioimU-  |t3.  >24 

lineare  195 

quudratisclie  145 

Bild,  Funktion,  einer  fJtrtigeu  .... 

..    geometriM-hes  135,  207.  218.  284,  2iK).  349,  3.W.  361.  39.3, 

m  43L  443.13ä 


Sacli-  und  Namenregister. 


463 


Bild,  graphisches  143,  161.  163.  m  m  201,  200,  207, 

218/23.  227.  234.  230.  280.  31iL  32ßs 
328/30,  U5.  3üa 

der  Integralfunktion   iSS 

Bildort  ^  im 

„  -punkt  4S.  135,  143.  199.  207.  208,  aU 

Bogenlänge    407.  4Ö8 

BuchstAben,  gotiHche  70,  22 

„  lateinische  2fi 

Bruch,  echter  A 

.,      dyadischer  2SS 

rationaler  1 

unechter  4 

C 

C'ulcül,  mathematischer   459.  ifiÖ 

Cantor,  0  10,  25,  36,  20  Anm. 

Cantor,  M  45Q  Anm..  453,  4M 

(  'ardano  3fi  Anm. 

Carititim  liifi 

rauchy  418,  iüÜ 

Cavalieri   453,  4üä 

„        seine  .Vlethotle  4511 

Cayley  ül  Anm. 

CoUon  45S 

Cosinus- Funktion  ÜiÜK 

..     -Kurve  37L  322  Anm. 

-Linie  aiL  372 

D 

Daratelluug,  analytische  IM.  IM,  liiÖ 

J^inktion,  der  134.  IM  liU 

geometrisclie  109 

der  Kimktion  ISS.  136,  154 
graphische     ..        ..  135,142,144,169,172,LZ3.11LLim 

198.  204,  2lifi 
,,    komplexer  Zahlen  44 

Maßstab,  ihr  144 

„  tabellarische,  der  Funktion  IM         \^  ^ 

„  vermittelst  Punkt  reihe    .  1^ 

Z(v)\len,  unendlich  kleiner. 


unendlich  großer  ' ^^'^ 

Dedekind   2L  22,  25 

Definition,  arithmetisch«'    32Q  . 

Definitionsgleichung   3911 

„       -Vektor   98 

De  VHonpUal,  Manjuis   4fiü 

Derlvlerte   357.  2&i 

DeMartes   üiS 

neilmalbrueh   5,  6/lL  U,  264,  213 

begrenzter   2S 

-darstellung    264.  Mi 

echter   S. 
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Dezimalbruch,  endlicher  97 

„  unechter  5 

unbegrenzter  I8il4^15,19,2g,26,27i  33,  35.  38. 264, 

unendlicher  J265,  272,         310,  386^  392,  395 

unendlich  periodiflcher  .  5,  9,  38,  2ß5 

Dezimalhvstem  10/13,  140 

-teüung  115i  113 

..     -zahl  10/13 

IHagramm   14t,  2Qfi 

„         Achäen-   !»•,  IM 

„         Glocken-  2ti 

Polar-   2Q1 

„         Vektor-  144,  iM 

Dtrrorential    352. 384. 400. 4%%.  403/1 L433/36, 449  Anm. 

,.         Ai-guiuentes,  de»   ....  432 

Konstanten,  der    .  .  .  .  411.  413 
Ordnung,  verschiedener  .  404 

-dreieck   405.  410^  4M 

-funktion  414^  416,  433,  435 

-kurve  3*4,  416,  432 

-nuU   404j  405,  433 

BirrerenUalquotieut   26L  319. 356. 357/59,S<f,361/69,372Anm.. 

377/84,  397/99.  401,  4»3. -^»H^l?,  438.445 


einneitiger  .  .  -j^^^^^ 


hinterer 

schlechtweg    .  .  31?,  380,  382 


•» 


Zl^hU  -  ::}«».  380/82 


vorderer  ....  379  Anm. 

Differentialquotientfunktion  38f,  381,  Üfi 

,.  -kur\'e  2fi4 

Differentialrechnung   308  Anm.,  384,  4$4,  4Qd  Anm.,  415. 

449/53,  456.  450.  460 

Dirferentiatton   449 

„  einer  Funktion  nach 

einer  Variablen    .  .  4i4 

DiHerenz    73,  325,  353,  354,  362,  363,  38^  391i  397, 

401.  403  Anm.,  4Öfi  Anm.,  411^  420/24. 
434.  436.  448.  4411 

„        unendlich  kleine   406  Anm.,  410 

„        variable  3M 

„        verschwindende  3.56.  367 

Differenzondreieck  34t 

Bifferenzenquotient  *  |5t  357,  36».  ML  363/81.  396;  IH).  406. 

408.  iM 

geometrische  Be- 
deutung, seine  .  338.  liüö 
Grenzwort,  des  .  384 

Differenzieren  4i4 

I>iinen!»ion   2Ö 

geuuietrisohe  70 

physikalische  70 

l>ini   3fia  Anm. 
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I>iopfiant   AM 

Dirkmt   llü 

Diskontinuität,  durch  iSprung  ....  12i 

Diflloriminante,  der  quadrat.  Gleicluing  22 

l)i8tAnz,  unendlich  kleine   3fil 

Division    4  305»  310i  343^  363^  4Dfi  Anm..  iäl 

,.        Definition,  ilire   I#T,  111^  112 

durch  Null   30L  4üa  Anm. 

komplexer  Zahlen   4X 

Vektoren,  von   10«.  IIÖ 

lyOcatpip   232  Anm. 

Dreh  regel   ÖQ 

..  -richtung   79.98,130 

..  -sinn   79/81.  98.  ISl 

-Streckung   58.59.6Lß2 

Drehung,  positive   8t 

J^reifiügerregel   8t 

Dreiflach    81 

Dreikant   Sl 

Du  Bois-Reymond    369.  320  Anm. 

Duodezi  malsy  st  em   11/13 

l)urchdringung8kur\'e   211 

E 

Eckenkurve   164 

Eigenschaft,  gerichtete   Ö8 

meßbare   Ufi.  12Q 

quantitative   »m.  08^  1  H)/18 

skalare   8Q 

Einheit    87.  litt.  118.  LLÜ 

CJausssche   39,  40.  44,  45.  49.  8fi 

(Jrüße,  der   115 

imaginäre   39.40,44.45,49,80 

negativ  reelle    40.  tti 

„       Quaternionen,  tier   öO.  51 

reelle   40,  40.  49.  50.  Sü 

Zahlen,  der  imaginären   .  .  .  39.  40.  44.  45,  49,  8fi 

der  reellen   40.  45.  49.  50,  Sfi 

Etnheitspunkt   & 

-qiuU«miun   81  Anm. 

strecke   «.8.2LiL45.  118,  200,  200.  207.  211. 

21.5.  225.  226.  227  Anm. 

.,     -Vektor   58.59.1L74^  75.  84i8«i5I  Anm.,  90^ 

iM.  95,  löü 

Eltnsetzbestimmung   2^ 

Einschachtelung  der  Intervalle,  Satz .  3ä  Anm.,  384.  387,  392 

Elenient(e).  Abzählbarkoit,  der    .  .  .  ÜÜ 

aus^delmungslose-s  ....  455 

Kuklid,  dos   I 

„  Fläche,  der  

Kurvenbogen.s,  des     .   .  .  407 

.Menge,  der   30.  35 

K  of  s  1 1  er  •  T  ra  III  er ,  Differential-  ii.  IiitedralreclitiiiDK-   L  ''0 
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Element(e),  Raumes,  des  

„  unendlich  ferne«    ....  23 

ElementArbeäehung   155,  IM 

EUipae   202,  2ü3 

EndkurYe   3TI.  m  222 

Weieretraßsche   372,  020 

Entwicklonf,  binomische  Anui. 

„  endliche   311 

Euklid    20.  4M 

„      Elemente  des   2 

Euler   39,  4fiQ 

Exhaustionsmethode   iSi 

Exlsteni,  Grenzwertes,  des   l«8.m2e.299.301,325,m3KL3&i 

Differentialquotieaten,  des  .  3C8.  383.  il2 

Existenzbedingung   282 

„     -beweis,  des  Grenzwertes  .  .  .  221 

Exponenüalfunktion    »M,  228,  235 

Flxtrapolation   158 

F 

Fahrplan,  grapliischer   U*,  ITL  122 

Feld,  elektrisches    133 

magnetisches   132 

physikalisches   132 

„     skalares   133 

Feldkurve   168 

Feldstärke    1^ 

„         elektrische   133 

„         magnetische   132 

Fermat    4ö:i;55 

Pl&che,  kninime   IM,  210/21 

FlÄchendiffon'iitial   4M 

„    -projektion   80 

Fluente   45T,  458 

Fluxlon   45T,  458 

Fluxionsrechnnng   4SI 

Folge,  unbegrenzte   390.  3Ö4 

Föjypl   24  Anm..  8Ü 

Form,  algebraische  l   ^^  ^^1,  193,  im,  IM 

analytische  j 

besondere   122 

empirische   235 

expücite   I»5.  L3Q 

„      iraplicite   ItS,  127.  IM 

speziellere   Iii 

unbestimmte   308/ 10>  403  Anm. 

vieldeutige   MS 

Fraktur   2Ü 

FmdÄmentalreIhe   lt.  14/19.  24,  2Ü.  313 

Funktion    Ui,  122,  m,  124/138,  147.  150.  153.  15L 

159,  173.  175,  176,  188  91.  \m,  UhL 
200/10,  217^39.  257.  27(),  270/300.  3hL 
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314,  319,  320,  322/38,  343/53.  300,  3W/70, 
373.  378  ^92,  31HV404.  411^  434.  430/38. 
449  Anm. 

Funktion  algebraische  iX<.  23ß 

analytische  194,  m  m  202,  m  2iL  213.  222, 

236.  23L  MI 
Bild,  graphisches,  der  .  .  .  12&  IM.  208,  22ä 
Darstellung,  analytische,  der  LH 

„       geometrische  derl 

„       graplusche,  der  j 

tabellarische,  der  |XL  149.  152,  152 

Definition,  der  123.  It4,  125 

Differential,  ihr  4it.  iia 

diskontinuierliche  3X5».  328/30 

dreier  Veränderüchen  .  .  .  «dT,  XII,  ^  lüL  219.  22ä 
dreifach  zusammengesetzte    1X5.  13Q 

Kinfülming  der  122 

endliche  324,3iL392,  425/27 

ganze  llfi 

echt  gebrochene  1 
unecht     „  j 

goniometrische  126,  X33.  2911  296.  3öfl 

,.        irrationale  ISA 

kontinuierliche  321 

KurvendarsttUung  14Q 

lineare  Uffi 

mittelbare  !Xf.  13L  152 

i>sci  liieren  de  29fi 

„        periodische  L44 

Polygondarstellung,  ihre  .  .  13fi 

rationale  IXC.  305 

,.        statistische  181 

«tetige  2M.        322,  324,  327,  328,  342,  350Anm. 

352,372,mm>392,maiii422^  4^ 

427,  4M 
„      abteilungsweis(;    .  .  2&1 
„     gleichmäßig  ....  m  331 
„  ..      ungleichmäßig  .  .  .  2^ 

„        technische  Hill 

transzendente  12ß 

trigonometrische  126,  XSa.  220.  296.  302 

„        unstetige  3X5.  328/30 

„  ..       durch  endlichen 

Sprung    ....  dZl.  aüü 
„  ,.       durch  Unendlich - 

werden  ....  32fi 
V'eränderliclien,  der  reellen  .  32Q 
Voranschaulichung.  ihre  .  .  133,  149.  170.  liäi 

Verhalten,  ihr  LH 

Verlauf,  ihr  147 

von  einer  Funktion  ....  131 
von  einer  Funktion  von  einer  ^ 
Funktion*'  t3& 

30* 
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Funktion,  Weierstraßsche  .  .  .  . 

S<9, 

370.  371,  3/;>.  377.  37ft.  382 

zusammengeHsetzte     .  . 

.  .  129, 

131,  132 

1 1)8.  1  (•»!•,  iRfl 

434 

-aiuidruck  

.   .  3(K). 

30«  > 

1-        -  '  er 

-bild  

159, 

174,  175,  190.  233,  3^ 

-darstellung  

.  .  149. 

173.  181,  187,  188,  Ifll 

.  .  218. 

234: 

-große  

.  .  152, 

1/0,  l£a 

151,  153.  159,  165.  175.  180/83,  359. 

364, 

380.  382.  383.  393.  396.  430.  432. 

434, 

43ft 

„  mittlere  

.    .    1  nit 

•punkt  

.  .  169, 

IflS 

•aoh  wankung  

■  .  4tY 

•streifen  

.  .  153, 

156,  186,  221 

-verliältnif*  

.  .  130, 

132 

-wert  

.  .  147 

155.  158,  169,  175,  187/90,  234,  282. 

284, 

287/91,  293.  295/97,  309.  321.  326. 

32(). 

344,  347,  349.  352.  3üß  Anra..  363. 

371, 

375.  380.  388,  396,  397.  423,  i3ß 

131. 

aul  Anm.,  303»  3M 

<>ammafunktion    121 

6'a(w«   39,4L44 

Geometrie,  analv-tische   63 

.,         mehrdimensionale  .  .  .  .  tS.  2Ü 

Oerade,  unbegrenzte   ISl 

tkrhai-dt   45Ü  Anm.,  ^ 

<  iesamtfunktion    305 

<tesetz,  Aasoziation,  der    4,  29,  51,  13 

Distribution,  der   4,29,42,5L75,7ü  Anm.,       88,  89,  95^ 

96,  llJÖ 

imaginären  Zahlen,  der   ...  43 

irrationalen  Zahlen,  der  ...  2a 

kommutatives   4»l9.29»42,5L  55,72,75,I(L78,SÖ.Ill3 

rationalen  Zahlen,  der  .  .  .  .  4^  14.  19.  25 

liewicht,  der  (^natemionen   Sl 

Olelehung    38,  227,  23L  232,  23£  364,  365.  Ml  Anm. 

algebraische   39,  127,  263 

„         (jrad,  ihr   38 

höhei'e   lÖ 

Kurve,  der   365 

„         <iuadrati>iehe   39,  40,  365 

transzendente   121 

filuckendia^ramm   SM 

(ribb.'f    .   SQ 

(t  ras s man  II   68,  70,  Ii.  Anm.,  79/80 

( ir.iH,sin;uin-<  lir  l.«'liiv   Js 
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Greme   244,  256,m  263/08,  282,  285,  288/90. 

295.  296.  305/08.  313.  316.  318.  319.  343. 
355,  m  378,  382,  40L  402,  408,  410, 
411.  420.  435.         Anm.,  inl 

Argumentes,  des  dlA. 

„       Fundamontalreilie»  der    ...  12,  Li 

Funktion,  der   278,  2fifi 

Null   380,  40L  404,  426,  Mft  Anm. 

l  375,38*,  390/92.  397.  423,  428 

„       untere  j       ^ — -     ■ 

(irenzbedingung  

-bezeiohnung,  des  A  403  Anm. 

..  -ort  

..   -punkt  33,34,35,3L  276,  205.  Ä  3fiü 

..   -«3inboi  Mö  Anm. 

„   -Übergang   300,  4Ü3  Anm.,  404;U8 

«Grenzwert   33,  239,  243,  26«,  263y68,  270.  272.  274. 

276/81.  284.  286.  290,  203^314.  317.  319. 
32^320,328,  330,  338,  340.  341.  344.  3.->2_, 
355/58,  300,  362,  363.  366.  m  m  382. 
385.  390.  403  Anm. 

-bildung  41Ü 

-bestimmung   314,  344,  34fl 

Differenzen  quotient,  des      .  3.59 
ExisttJMz,  bciiie  268,  2S1 

Funktion,  der  «16,  -278,  280,  283,  286,  287,  200,  301,  ML 

305.  307,  310.  349.  357,  -m  367,  370,  'Ml 
-form  3Üß 

-Haben  t«,  265/67,  276.  277.  321.  345.  346.  382. 

389.  404,  430 
-kriterium  274 

-Nähern  ?«,  265  07,  270/78.  32L  322.  m 

382.  aää 

rechnung   308  Anm.,  44S 

satz  312,  313,.  33Ö  343 

schlechthin   £8T 

Summe,  der   m,  423,  425,  431/33 

Unendlich  3iÖ 

Variablen,  der   «««,  2Ü8 

von  links   «80,  283,  3M»  339,  341 

von  recht.'*   «80,  283,  337/39 

Größe   59,«,  68,70,7Lm79,MLSä  Anm., 

87.  100.  101.  107.  115.  116.  117  20. 122  25. 
128.  132.  149 

allgemeine  LlÜ 

als  Zahl  114 

beUebig  kleine   277^  302,  337 

gerichtete  67,68,W,IiL8U,8Llil2 

gleichartige  152 

imaginäre   119,  247 

infinite  247 

infinitesimale  247 
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Größe,  konstant«  121 

„      mathematische  457 

negative  llä 

nicht  gerichtete  62 

noch  so  kleine   2TZ 

quantitative  68,  lAl  Anm. 

,      reelle   120.  247.  3(K).  302 

skalare  O,70,7LI4.miL8L89.  1(>*/I0 

transfinite   2il 

unbestimmte  110 

.,      unendUch  groß©  230.  tU.  310.  31L  33Q 

kleine   239,  244,  m  2öL  m  26L 

297,  298,  374^  404/07,  411.  4M 
aktuell    .  .  .  242j  %44 
L  Ordnung.  .  tSt,  258/60,  342 
..II.       ..         .  igst.  258.  259.  342.  m. 

..  III   260,  407.  m 

 IV  2fiü 

„  höherer  ..      .  .  2fiQ 

variable.  ^^^^   ^  ^  ^  jgg  268 

veränderliclip  » 

vektorielle  

(;rößenart  HS,  US 

.,    -au-sdehnunp  Llü 

„    -einheit  115,141,150 

firnndbeziehting  82 

.,    -funktion  2SÖ 

.,    -geäetze,  Vektoren,  der  II 

-Operation  3öfi 

„    -Vektor   8L  H4,  85,  87,  93,  94,  98.  101,  102.  III 

Ofildin  iül 

H 

Heamside   Ii  Anm.,  8Ö 

Hamilton    50,  68/70,  H  Anm.,  8Ö 

Hiiufungspunkt   33j  ülj  35 

Haupte  bcno  21ü 

Hilbert   2Ö 

H>'perbel    203,  Wl 

„        gleicliseitigc   225 

I 

Index   IL  211 

Indikatordiagranini  LZ6 

Indivisibilien  453  Anm. 

Inllnitesimalanalysi.s  4üQ 

-calcül   ifiö 

-rcchuung   450,  456,  455,  46U 

Inhalt,  Punktmenge,  der  32 

InkoniineDsurabel(blc,b|er,bie.s)  l'unkt  21 
„  Strecke    .  .  XI 

,^  Verliähni>  .  S 

Zahl    .  .  .  ai 
Inneres  TrcKlukt  lA 
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Integrabllltät,  Funktion,  der    .  ...  4X9,  422.  425.  421 

Infe^al   261^  ^  413,  416/18,  419,  423.  4M, 

433.  434.  430.  443.  443 
„     aU  Grenzwert  einer  Summe    .  4!8t.  433.  43fi 

„  Fl&obe  43t 

„     „   Strecke  42ft 

„     bestiramtce   417,  418/20,  4tt.  423/29,  431/38 

.,     unbestimmtes   41«,  417,  428,  laß 

-funkUon  416,  418,  432/34,  M3 

..     -kurve  416,  4M.  435.  43fi 

..     -rechnung   413,  41«,  449/51.  456.  459,  460 

„     -zeichen   418,  422,  432,  433 

lutegrand  41«,  434^  43ö 

Integration   41«.  417.  449.  m. 

^  einer  Funktion  bezüglich 

einer  Variablen  ....  411 
IntegratioQsfähigkeit,  der  Funktion  .  .  \^  ^  427 
Integrierbarkeit  „         „       .  .  /     *       '  ' 

Integrieren,  daa  41A 

Interpolation   146.  158,  194,  215 

**  graphische  1S8 

„  lineare  

„  parabolische  15S 

Interpolieren  

Interpretation,  geometrische,  des  be- 
stimmten Integrals  4Z9,  432,  434,  44fi 

InfervaU(e)   34,  35.  37,  38,  124.  128,  137.  138.  Ifl9. 

182.  226.  230.  240.  443.  271,  273.  277, 
278.  282.  285/88.  322/25.  329/34.  351.  378. 
384/401.  413.  418/30.  434/38.  445 

„  abgeschloaacnes  122,  W4,  325,  329,  332,  386/93.  396.  417. 

420.  42d.  427.  131 

beliebig  kleines  291 

ineinander  geschachtelte  .  384,  394 
nicht  abgeschh^ssenes  .  .  W4,  325,  332.  386,  389.  392 
-schritte,  endliche  ....  t4d 
Veränderlichen,  der  .  .  .  181,  122 

Wahl,  seine  444 

Inversion,  Koordinatcn83r8tems.  dos  .  98,  100 

„         Vorzeichens,  de«  144 

Jordan  31  Anm. 

Isolierte  Punkte  22 

Isoplethen  «1«,  2Iü 

-darstellung  tl« 

..      -diagramm  tl« 

K 

Kaval!erp«r8pekti?e   20L  «H,  220 

KepUr   452,  453 

Kettenlinie   130.  229 

Klein   3.  27,  39  Anni  ,  4 1  Aiun.,61  Anm.,  fi2  Anm., 

98,  23ö  Anm.,  369,  3Ili 

Knick   rjHO.  382 
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Knoten  22S 

Kommensurable  Größe  8  Anm. 

Komponente   8i85.86»b84ÜU,iJ2,ÜS,  IUI,  im.  LUi 

Bkalaro  8€,  Sä 

Komponentendarstellung,  de«  Vektors    76,  8L  88^  89^  93^  95.  lOL  102,  IM 
,»  „  Vektor- 

produktes   .  SU,  112 

-Vektor   85^  Sä 

„        -Zerlegung  86, 

Konstante     .  .  .  IX«,  204,  206,  ^  230.  232,  305,  336> 

365/67.  373.  393.  407.  412.  415.  416.  i2& 

Differential,  ihr  41L  413 

KonstruktionRgesetz  30H 

der  Funktion    .  .  3Ö2 
Kontinuität  III 

Koordinaten   59/64,  92,  108,  136,  181,  215/21.  225,  227» 

276,  aäÜ 

-achsen  5L68,8L  82.83,85,90,1^LLL  136. 

156.  178.  199.  201 
-anfangspunkt   83,  92,  ^ 

-ebene  8182,83,90.91,98,  208,  216,  III  Anm. 

■kreuz  136.  21ft 

krummlinige   177 

-netz  HL  179,  224  26.  228.  230.  232 

rechtwinklige   149,  204,  32Ö 

-System,  Kartesisches    .  .  69^  8L  83,  90,  lOL  144,  179,  181^  190. 

198,  200,  202,  203,  206,  207,  221 
2:}4/36.  320.  393 
.,  .,      räumliches  .  .  .  2tl 

„  .,      krummliniges  .  .  ttt 

Kreis  36,  98,  2(0,  203.  265/67.  374.  452. 

Kubatur  45fi 

Klirre   37,  124^  fSS,  140  42.  147  öt».  U)2/>U«. 

174/78.  183,  191,  196,  199/201.  203.  206. 
209/24.  228,  230.  233  38.  257.  276.  283. 
•i<K>.  2i>3.  295.  319.  320.  328.  334.  364. 
365,  370/72,  387.  413.  415.  418.  430.  iILL 
437.  443.  445.  448.  459 

ausgleiclu'ndc  t37 

ebene  19L  20L  209.  210,  212 

empirische  194,  233 

gewundene  21Ä 

ideale   «M,  231 

Jordanwlie  32 

kontinuierliclu«    138,  148,  M«,  43ü 

lünge,  ihre  406 

stetige  138,  143,  238.  3iÄ 

technische   S37 

VVeicrstralische  238 

wellenförmige   3?H 

Ktirvcnbild   167.  2Ül 

-dar.stellung,  Funktion,  der,  .  .  140.  147.  UM 


Sach-  und  Nttinenioifister. 


473 


Kurvendicke   ISl 

-punkt    147,I60,M,  34L  ^ 

•schar   Sfll 

-streifen   221 

-S3rstem   21A 

L 

Lacroix   4<>r>  Anm.,  4()<> 

Lagrangt   3«4,  403,  4fiü 

Län^feneinheit   llü 

.,    -maßstab   23i 

..    -profil   Iii 

Lehre,  Grassmannsche   IS 

I^ehrsatz,  binomischer   209.  214 

Uibniz   384^  403,  4iM  Anm..  415,  45«,  458  IM) 

Limes   mm       »'^.  274.  275.  277.  27 1).  283. 

28(i  3(>(i.  31(1  13.  317.  31H.  322.  3'27.  329. 
330.  335,  337,  340,  .343/46.  36(}  60.  .363. 
366,  367.  383.  .386.  394.  399.  401.  407. 
408.  411.  421  21,  431  35.  442.  443.  448 

Limnigraph   112 

Liniendiagramm   iä3 

.,    •  toil   lA  Anm. 

Linienzug   159 

,.        gebrochener   IT».  2QS 

gekrümmter    183 

kontinuierlicher   138.  173 

treppenförmiger   181 

Linkf'lmndregel   tÜ 

Link^Hcliraubung   HL  82 

..  -System   ML  82,  83,  Htf 

Logarithmenpapicr    tt!%.  228/30 

„  doppeltes  ....  233,  234,  235 

einfaclies    ....  t2l.  2.33.  235 

LogarithmuHfunktion   2Ü1 

m 

Afadaurtn  457 

Mächtigkeit  36 

Magnetisierungskurve  16S,  lüü 

Mannigfaltigkeit  3L  äii 

MaB,  gemeinsames  321 

Maßeinheit  141 

..  -große  MjTLiiI  Anm. 

,.  Stab  69^7LUfi.  UL  142,  146,  153,  184,  188. 

190.  200/04.  211.  221  Anm.,  233,  234,  448 

..     ,.    Wahl.  sein«.  .145,149,154.  IM.  186,  200.  20L  2ÜÜ 

,.      .,  -System   202 

,,  -streekc  2.35 

„  -7Jihl  CL  68/71.  115.  117/19.  141.  194.  203.  222, 

376 

MAxItniini   387.  388.  3«H,  4.54,  456 
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Meile,  geographische  LLS  , 

Menge  3^«i,30,  31/36 

„      abgeechloesene  35,  3ü 

„     abstählbare  36,  SS 

„      äquivalente  SA 

endliche  3A 

„     in  sich  dichte  15.  36 

ißolierte  15 

„      nicht  abzählbare  37,  3ä 

„      perfekte  35,  3ß 

überall  dichte  35 

unbegrenzte   3L  34/36.  38,  24ß 

unendliche  81^  34/36.  38, 

«p  Zahlen,  der  natürlichen  .  .  .  M 
„  „  „  irrationalen.  .  .  .  S& 
„         „       „   rationalen  .  .  .  .  35.  3fi 

„         „       „   reellen  2f 

Mengenlehre  t9.  21 

Meßbereich  ISA 

Meßebene  III 

messen  4,  III 

Meßpunkt  |58il39,140,  147/51.  153,  157»  158,  165. 

167/69.  183.  Ifll 

Messung  67,  116.  117.  191.  194,  2M 

Methode,  axiomatische  SS 

„         genetische  2A 

ft         graphische  1 

Mikrometer  Ui. 

Mikron   llfi 

Minkowski  fil  Anm. 

Millimeterpapier  151,  228 

Minimum   387,  388,  398,  454,  iäti 

Mittel)  arithmctitjchüs  1A2 

.,    -linie,  ausgleichende  Ifii 

-wertakurve  lÄJ 

„    -Satz  der  Differential- 
rechnung   384^  395,  3S8,  400,  405,  408,  4DÜ  Anni.. 

411/13.  41Ä 

Modul   45,  4ß 

„      des  Logarithmensystemes  .  ,  ,  339  Anm. 

Molvresehe  Formel  49,  MI 

Multiplikation    305,  343^  4116  Anm. 

algebraische  91 

skalare  T«,  89.  IM 

unbeschränkt  wieder- 
holte  3Ü8. 

Vektoren,  von  .  .  .  .  90»  2fi 
vekUirielie  8L  108 

>jiherungskurve'    372,  37L  ÜIS 

„  iK'liehig  höht'     .  .  .  376.  378 


Sach-  und  Naiuenre^fister. 


475 


Näherungskurve,  erste  2U 

„  100-te  22fi 

„  m-te   »11,  375,  32fi 

zweite  511,  2Ifi 

Nennerfunktion  377 

Newton  4üft  Anm.,  456/58.  4fiü 

Niveaulinie  tlt»  21fi 

Komoframm  ÄK,  217^  235 

Normalmeter  Ufi 

Null  3,24,29,42,107,  240/43.  246.  256.  262, 

266.  280/83.  285.  208.  327/330.  332.  333. 
336.  337.  345.  348.  349.  358.  363.  365. 
366,  368.  381/84,  380.  391.  394.  396/98. 
402/12.  420/27.  430/33,  430.  437 
..  Bedeutung,  symbolische,  ihre    .  .  408.  4liS 

spezielle   Hl 

..  -läge  19Q 

-punkt  155,  19L  233,  234^  292,  293,  324,  325. 

329.  332.  334  .  3r>0.  351.  329 
.,  -wrt  203 

O 

Ordinate  145,150,154,162,163,  170/73,  177,  181. 

183.  201,  206.  227.  277.  287.  293,  365. 
370.  371.  392,  430.  436,  438.  Ml 

Ordinatenachae  44,  4Ö,  136.  LLL  lüL  'Jl^i  HL  IMi  199. 

233/35.  320.  376.  393.  434 
•differenz,  unendlich  kloine    .  54!8. 

-linie  177/79 

,.    krummlinige  179 

-maßetab  145 

•mittel  wert  Ifi2 

-Schwankung  373 

-wert  |45,  205,  206,  226,  342,  .305,  'Mi 


Pnppiis   4.51 

Parabel   198,  200,  201,  23L  4M 

„     -segraenl   451 

Parallelogramm  Vektor   15 

Parameter   130,  2ü4 

Pascal   4.55 

Perspektive   211 

Phoronomie   3fiQ 

Physikalische(r)  Felder   122 

Zustand    132 

Poisaon   46ü 

Pol   191 

Polardiagiamm    m,  1113,  2ül 

-koordinatendar-stcllung   IM 

-systt-m   144,  ISö 

..   -System   144.  145.  lül 
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polarer  Vektor  M,  ftS/108,  113 

Polygondaretellung,  Funktion,  der  .  .  IW 

„     -kxirve  lifi 

„     -linie  IM 

-zu«  13».  143.  144.  159.  162.  164.  183.  Ifll 

l'ot<^nzfunktion  2^15 

PräzisloDsniatheinatik  tY,  28^  38^  236 

Prinzip  der  Verciichtimg  der  Sing^ilari- 

täten  341 

Produkt   14,  301 

äußeres  M 

Hkalares   ««jl5,7L86,»8,89,  98/106^108.  110/12 

Skalar.  eines,  mit  Vektor  ,  .14 

vektorielles  «5,18,7^80,93,95,98,  100,  102, 

104/07.  112 

Progression,  arithmetipche  441  Anm.,  44fi 

geometriöcbe   200»  275,  3U.  -^M-  315 

Projektion,  Fläche  der  9ü 

,f         orthogonale   H 

„         Vektors,  des  QQ 

I*rojektionsachße  öl 

-ebene  äl 

-kurve  22ü 

Pseudoskalar  »8,  99,100,105,  106,  m 

Pankt(e),  abzäblbaro  31 

irrationale   3T,  M 

isolierte  3^  .;J5,  323,  351 

rationale  3M 

überall  dichte  32 

unendlich  benachbarte  2fi2 
„       w'cnig  entfernte.  .  ,  887 

zusammenfallende  äül 

Punktfolge    320,  Ml 

„   -gruppe   Iii 

„   -inlervall  321 

-menge  33,  34,  3«,  38,  238 

-reihe  I3L  LÜS,  Uü,  läü 

„    -reihcndarstellung  13<|3S,  147.  138.  159 

Pi/thagoraA   .  451 

Pythagoraeer  13  Anm. 

<l 

(Quadrat  ^ikalu^es  Jl 

eines  Skalnres  H(i 

Quadratur  4iyj 

(Quantität  4,  115,  45L  458 

<^iaternion(en).  Hamiltonst  hc     .  .  .  L  49,  5».  51/63.  66,  68,  TL  2ü  Anm..  ^K, 

87,  116,  4D3 

konjugierte  Jü 

-protlukt   C3,  üfi 

«»  „       voktoriclles   .  .  .  fift 

reziprok«'   53,  54 
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R 

Radiusvektor  45,  46/48 

Rangwcrt  M 

Raum  dreidimensionaler  5a,  59,  60/63,  211  Anm. 

eindimensionaler  59,  ßü 

mehrdimensionaler  59,  ßD 

vierdimeusionaler  59,  60,  61,  211 

zweidimensionaler  59,  ßO 

Raumkurvo  «15,  2^  221 

Bechnnn^sgröBe  98,  LLä 

ganze 
„  gebrochene 
„  imaginäre 
„  irrationale 
„  komplexe      ;  .  .  .  IIS 

„  negative 
„  positive 
„  rationale 
reelle 

R^-chnungsgesetze,  der  unendlich  kleinen 

und  unendl.  großen  Zahlen  S4T 
-rcgehi,  der  Vektoren    ...  II,  UÜ 

Rechteckastreifen  187 
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.,   -linie   2Öß 
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„  .,       Gerade  Si& 

Punkt   t45i  246,  241  Anm. 
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sehr  klein   239.  241.  368.  i24 

„    begrenzten  Zahlenwertea  22S 

transfinite    242 

oo    26L  268,  283 
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Zahlenmaß   318,  43fi 

„    -menge  ö 

M     -ort  «.  47,  48,  135.  22Ü 

-paar  41,49,1110 

„    -quadrupel  41i 

„    -räum  llfi 
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„     -Stetigkeit  211 
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„      dyadisohes  j 
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96  Textfiguren.  Preis  M.  7.^,  in  Leinwand  gebunden  M,  7.80. 


^'atiirkonstauten  in  alphabetischer  Anordnung.  Hiifsbuoh  für  chemi- 
sche und  pliysikalische  Rechnungen,  mit  Unterstützung  des  Interra*^io- 
nalMi  Atomgewich tfiÄUssehiissos  herausgegel>en  von  Plrofeasor  Dr.  H.  Krd- 
mnnn.  \'orsl«'licr.  uiul  I'rivntdozrtit  Dr.  P.  Köthnor.  <'rst<»m  A.s.si,stent<'n 
des  Antirganisch -C.'iKMniKciien  Laboratorium*«  der  Königl.  Techn.  Hocti- 
«chule  SU  Berlin.  In  Leinwand  gebunden  Preis  M.  6.-1-. 


Physikalfsch-chenii^fho  Tabellen  v.  Landolt-Rörnstoin.  Vierte,  um- 
gearbeitete und  vermelirte  Auflage.  Unter  Mitwirkung  zahlreicher 
Physiker  und  Chemiker  herausgeg.  von  Prof.  Dr.  Mehard  Rörnsteln,  Berlin, 
und  Prof.  Dr.  Wsltber  A.  Roth,  Greifswdid.  In  Moleskin  geb.  Preis  M.  06. — . 


Technische  Thermodynamik.  Von  Prot.  Dipi.-ing.  w.Schüle.  Zweite, 

erweiterte  Auflage  der  »»Technischen  Warmemechanik". 

Erster  Band:  Die  für  den  Maschinenbau  wichtigsten  Lelu^n  nebst 
technischen  Anwendungen.   Mit  22.1  T<'xtfiguren  und  7  Tafeln. 

In  Leinwand  gebunden  Preis  M.  12.80. 


Noue  Tabellen  und  Diagramme  für  WasBerdampt.  Von  Prof.  Dr.  R. 

MoUier,  Dresden.  Mit  2  Diagrammtafeln.  Preis  M.  2. 

Die  Entropietafel  für  Lnft  und  ihre  V^wendung  zur  Berechnung  der 
Kolben-  und  Tiu-bo- Kompressoren.  Von  Professor  P.Oslertag  in  Win ter- 
thur.  Mit  1 1  Textfigviren  und  2  Tafeln.  Prei.s  M.  2.80. 


Der  Entropiesatz  oder  der  zweite  Uauptsate  der  mechanischen 
Wärmetheorie*  Von  Dr.  phil.  H.  Hort.  Dipl.-Ing.  in  Dortmund.  Mit 
6  Testfiguren.  Preis  M.  1. — . 

Dir  Eiitropic'-Diagranuiie  der  Verbrennungsmotoren  einschließlich  der 
(iasturbine.  Von  Dipl.- lug.  F.  Ostertag,  Professor  am  Kantonalen 
Technikum  Winterthur.   Mit  17  Textfiguren.  Preis  M.  1.60. 

llilfNbncIl  für  den  Masehilienbail.  l -Hr  Mi»>K  binenteeluuk<  i.  souii- tiirden 
l  iitriric  lit  an  techniselu  ii  Lt  hranstalten.  Von  Prof.  Fr.  Freytaif,  Lehrer 
an  den  Technischen  St aatnlehranst alten  zu  Chemnitz.  Vierte,  ver- 
inr  hrt<>  imd  \rrhf  ssortf  .Auflage.  Mit  110b  Textfiguren,  lOTafehiund 
t  luer  Beilage  für  Ü.Hierrcich. 

In  Leinwand  «gebunden  Prei«  M.  10. — .  in  Leder  ircbunden  M.  12. — . 


Zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung. 


Digitized  by  Google 


Verlag  von  Julius  Springer  in  Berlin. 


Tet'hnisehc  Messuusen  bei  Maachinon-I^ntersurhun?«*!!  und  im  Be- 
triebe« Zum  (iebnuieli  in  Masclüiienlabomtorien  und  in  der  Praxis.  \'on 
Prof.  Dr.'In^.  Anton  Gnimberf,  "Dot/mt  an  der  Technischen  HochBchule 
Danzig.   Zweite,  umgearbeitote  Aufluve.    Mit  233  Textfi^uren. 

In  Leinwand  gebunden  Prei»  M.  8.—. 


Technische  Vntersuchungsmethoden  zur  Betriebskontrolle,  iusbe» 

«ondere  zur  Kontrolle  des  Dampf bet Holges.  Zu^leicli  ein  Leitfaden  für 
<Ue  Arhoiti'n  in  den  Masoliitit  rilül» »rat orien  teehniseher  Lehranstalten. 
\'on  tugenieiu'  Juiiu!»  Brand,  Oberlelirer  der  Kgl.  V^ereinigten  Mascliiuen« 
bauschulen  su  Elberfeld.  Dritte,  vermehrte  und  verbemerte  Auflage. 

In  Vorbereitung. 


Anleitiiiii:  /m  Üurchtiihruü^  vuu  S  ersjichen  an  Oampfmasthiiu'n 
und  Dam pi kesseln,  /ugieich  Hilfsbuch  fürdfu  l'ntei-iR-ht  inMaMciunen- 
laboratorien  technimsher  Schulen.  Von  Fmni  Seufert^  Jngenieiu*,  Ober» 

U'hrer  an  der  K^il.  Höhciiii  Mrvscliiniriluiuschule  zu  tStrttin.  Dritte, 
erweitert«  Auflage.  Mit  43  Tcxthgurcn.  In  Loinwand  geb.  Preis  M.  2.20. 

Fomiefal  und  Tabellen  der  Wärmeteehnik.  Zum  Gebrauch  bei  Ver- 
suchen in  Dampf*,  Gas-  imd  Hüttenbetrieben.  Von  Paul  Fin  h», 
Ingenieur.  In  Leinwand  gebunden  Preis  M.  2. — ■. 


^Vurmeteebnik  des  Gasgenerator-  und  Daniplfkessel-Betriebes.  Die 
Vorgänge,  Untert^uchungs*  und  Kontroümethoden  hinmchtUeh  W&rme- 

•  Tzentrnntr  tmd  Wärnvverwendung  iju  (iasgi;nerator-  und  nnui] ifkcs>c|- 
lietrieb.  \  on  Ingeuieiu*  Paul  Fuchs.  Dritte,  erweiterte  Auflage,  Mit 
43  Textfiguren.  In  Leinwand  gebimden  Preis  M.  6. — . 


Bereehniiii?.  Entwurf  und  Betrieb  rationellor  Kesselanlagen.  Von 
Max  Ivensch,  Ingenieur,  Berlin.   Mit  95  Texttiguren. 

In  Leinwand  gebunden  Preis  M.  d. — , 

Ent^verfcn  und  Berechnen  der  Dampfmaschinen.  Ein  Lein  und  Hand- 
buch für  Studierende  und  angehende  Konstrukteure.  Von  Heinrich  Dubbel^ 
Ingenieur.   Dritte,  umgearbeitete  Auflage.   Mit  470  Texüfiguren. 

In  Leinwand  gebunden  Preis  M.  10. — . 


Die  Steuerungen  der  Dampfmaseliinen.   Mit  44o  iextfiguren.  Von 
Diph-Ing.  Heinrieh  Dnbbel.  Erscheint  im  Fkiihjahr  1913. 


Die  ortsfesten  Kolbendampfmasehine».  Von  Professor  Fr.  Frcyt«e, 

Kgl.  BnuriU.  LeliH'r  an  den  TeciuÜHchcn  Staiktsl.-lirH'wtd't.  tt  in  Cliem- 
nitz.    Mit  3 Ii»  in  den  Text  gedruckten  Figuivn  umi  ih  lateln. 

Preis  M.  14. — ,  in  Leinwand  gebunden  M.  16. — . 


Oroügasmaschinen.    Ihre  Theorie.  Wirkimtrsweisp  und  Bauart.  Von 
Heinrieh  Dubbel,  ingemeur.    Mit  4üU  Texttiguren  und  6  Tafeln. 

In  Leinwand  gebunden  Preis  M.  10. — . 


Zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung. 


Digitized  by  Google 


Verlag  von  Julius  Springer  in  Berlin. 


IHe  OMmasebine«  Ihre  Entwicklung»  ihro  heutige  Bauart  und  ihr  Kreia- 

prozoß.  Von  R.  Schüttler,  Geh.  Hofrat,  o.  Prof.  an  der  HorzogL  Techn. 
Hoclischule  zu  Braunschweip;.  Fünfte,  umgearbeitete  Auflage.  Mit 
622  Figuren  im  Text  und  tvuf  12  Tafeln.    Iii  Leinwand  geb.  Prei«  M.  20, — . 

Das  EDtwerten  und  Berechnen  der  YerbrennungsmotoreD.  Handbuch 

für  Konstrukteure  und  Erbauer  von  Gas-  und  Olkrafttnasehinen.  Von 
Hugo  Güldner,  Oljeringonieur,  Direktor  der  Güldner-Motoren-Geä^lläciiaf  t 
in  Hünchen.  Dritte,  bedeutend  erweiterte  Auflage.        U.  d.  Prene. 

Theorie  und  Konstrulition  der  Kolben-  und  Turbokompressoren. 
V<m  Dipl.-Ing.  P.  Ottortef,  ftofeMor  am  Kantonalen  Tecdinikum  in 
Winterthur.  Mit  266Textflgur6n.  In  Leinwand  gebunden  Preis  M.  11. — . 

Die  (icbluse.  Bau  und  Beroclmung  der  Maschinen  zur  Bewegung,  Ver- 
dielitimg  und  Verdünnung  der  Luft.  Von  Albrecht  Ton  Ihering*  Kaieeri. 
Hegierungsrat,  Mitglied  dd.-^  Kaiserl.  Patentamtes,  Dozent  an  der  Uni- 
versität zu  Berlin.  Dritte,  umg<»arbeitete  und  vermehrte  Auflage. 
Mit  043  Textfiguren  und  8  Tafebi.  Erscheint  im  Frühjahr  1013. 

Die  Regelung  der  Kraftmascllilieil.  Berechnung  und  Koni»truktion  der 
Schwimgräder,  des  Ma8.sena\i8gleiclis  und  der  Kraftmaschinenregler  in 
elementarer  Behandlung.  Von  Profe^isor  Max  Tolle,  Privatdosent  an 
der  Technischen  Hochschule  in  Karlsruhe.  Zweite,  verbcfloerte  UImI 
vennelirte  Auflage.    Mit  463  Toxtfiguron  und  19  Tafeln« 

In  I^inwand  gebunden  Preis  IC.  80. — . 


Die  Dampfkessel.  Ein  Lelir-  und  Handbuch  für  Studierende  t«'ehn!scher 
Hochschulen,  Schüler  höherer  Maecliinenbausciiuien  und  Tecluukeu  so- 
wie für  Ingenieure  und  Techniker.  Bearbeitet  von  Professor  F.Telner» 
Oberlehrer  an  den  Kgl.  Vereinigten  MaschinenbausrlmliMi  zu  Dort- 
mund. Vierte,  verbesserte  Auflage.  Mit  162  Toxttiguren  und  45 
lithographischen  Tafeln.  In  Leinwand  gebunden  Preis  M.  8. — . 


Die  Dampfkessel  nebst  ihren  Zubehörteilen  nnd  Hilfseinrichfnngen. 
Ein  Hand-  und  Lehrbuch  zum  praktischen  Gebrauch  für  Ingeiüeure, 
Kessetbesitzer  und  Btudterende  von  R.  Spalckhaver,  Regierungsbau- 
meister, Kgl.  Oberlelu'er  in  Altona  a.  E.,  imd  Fr.  SchllCldeiliy  bigenieur 
in  M.-Gladbach  (Rhld.).   Mit  679  Textfii^niren. 

In  Leinwund  gebunden  Preis  M.  24. — . 


Die  Abwärmeverwertung  im  Kraftmaschinenbetrieb.  Mit  besonderer 

Berücksichtigung  der  Zwischen-  imd  Abdampf  Verwertung  zu  Ileiz- 
zweeken.  Kino  kraft-  und  wärmewirtschafthche  Studie.  Von  Dr.-lng. 
Liidwitr  Selineider*  München.  Zweite,  bedeutend  erweitert©  Auflage. 
Mit  118  Textfiguren  und  1  Tafel.  Preis  M.  5.—.  in  Leüiw  and  geb.  M.  6.80. 

Die  Zwiscbendampfverwertung  in  Entwicklung,  Theorie  und  Wirt- 
sehaffliehkeit.   Von  Dr.-lng.  Emst  ReufUnger,  Chefingenieur  des  be- 

ruK'iult  II  Tngenieurbm'eaus  Bi<l(iL'  der  Hans-Reisert-GcscllHchuf^  lu.]  .  H 
in  Köln.  Mit  69  Texthguren.   Preis  M.  4. — ,  in  Leinwand  geb.  M.  4.8U. 


Zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung, 
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